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RESUMEN

La técnica de Programacion Geométrica resuelve problemas no lineales en
los que tanto la funcion objetivo como las restricciones son expresiones posi-
nomiales con coeficientes positivos. La teoria de Programacion Signomial es
similar para el caso en que los coeficientes sean reales arbitrarios. En este
trabajo describimos un procedimiento de solucion para problemas signomiales
que pueden transformarse en problemas geométricos inversos. Este procedi-
miento incluye la formulacion de un problema aumentado con grado de difi-
cultad cero y el uso de la técnica de condensacion de posinomiales. La solucion
del problema original precisa la estimacion de un conjunto de parametros del
problema aumentado. Presentamos un procedimiento iterativo para la estima-
cion de éstos y proponemos un nuevo algoritmo para resolver el modelo
signomial.
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SUMMARY

The theory of Geometric Programming in concerned with the solution of
certain nonlinear programming problems in which the objective function and
the constraints are polynomial expressions with positive coeficients. The theory
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of signomial programming is similar but the coefficients are arbitrary real
numbers. This paper describes a solution procedure for signomial programming
problem which may be transformed into a reversed geometric programming
problem. The procedure insolves the formulation of an augmented problem
possessing degree of difficulty zero and the use of condensation technique. The
solution to the original problem requires the estimation of certain parameters
in the augmented problem. An iterative procedure for estimating these parame-
ters is described and a new general algorithm of signomial programming is
proposed.

Key word: Geometric Programming, Signomial Programming.

AMS Subject Classification (1980): 90C30.

1. EL PROBLEMA GENERAL DE PROGRAMACION
SIGNOMIAL

La Programacion Geomeétrica es una técnica de optimizacion desa-
rrollada para resolver un tipo particular de problemas de decision cuya
formulacion matematica se caracteriza por incluir complicados términos
posinomiales.

La base de esta técnica de minimizacion se encuentra en las propie-
dades de la clasica desigualdad de la Media Aritmético-Geométrica, que
proporcionan el maximo del problema dual correspondiente, caracteri-
zado por poseer restricciones lineales. El valor 6ptimo para este proble-
ma coincide con el 6ptimo valor primal.

La Programacion Geomeétrica fue desarrollada en su origen por los
profesores Richard Duffin y Clarence Zener. También contribuyé un
alumno de Zener: Elmon Petterson. Sus principales aplicaciones se di-
rigieron inicialmente hacia los disefios en ingenieria, aunque con poste-
rioridad se extendieron a otros muy diversos campos en los que los
modelos se formulan como problemas de optimizacion no lineales.

La técnica de Programacion Geomeétrica Signomial o, simplemente,
Programacion Signomial, se desarrollo mas tarde por varios investiga-
dores, entre los que cabe destacar U. Passy y D. J. Wilde. Es una
generalizacion natural de la técnica original, debida a que la mayoria
de los problemas reales no se ajustaban a la restriccion de no negativi-
dad impuesta a los coeficientes c; de los posinomios.

La formulacion matematica del modelo de Programacion Geométri-
ca Signomial es la siguiente:
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Problema Geométrico Signomial Primal

min gdo) = ) y(1)
=1
[S] sujeto a: gyt)= Yy, yO<s, k=1, ., py t=(t}, ., £,)>0

j=m_,+1

donde:

i)y =oicit?", ., " 5 ¢;>0Vjja;,eR V) ; o;=11Vj
S =x1Vk 5 me>m_, Vk

Las m funciones signo o; se introducen con objeto de absorber el
signo de cada término y{t); y las p funciones signo s,, para permitir que
las restricciones sean del tipo <, = o =.

Para este problema signomial primal se define su dual como:

Problema Geométrico Signomial Dual

p my ¢ 76,715
max () = O’OI: I1 <—’—°") :l
k=0 j=m,_,+1\ O;

[DS] sujetoa: 21 00,=0o0 ; 2O
iz

donde:

mic

S =5 2 00, , k=1,.,p ; po=1

j=m_+1
o,= t1

Tanto en el modelo primal como en el dual, si se toma ¢; =1 Vj,
s, = 1 Vk, se sigue que

mg

go=+1 , Sge= Y 6;= 1)

Jj=m_,+1

y aparecen los modelos geométricos posinomiales primal y dual, respec-
tivamente. Su formulacion queda pues como sigue:

137



TRABAJOS DE INVESTIGACION OPERATIVA. Vol. 7, Nam. 1, 1992

Problema Geométrico Posinomial Primal

n

mo
min go) = ), ¢; I 1
j=1

i=1

my

[P] sujetoa: g)= Y ¢ []t<tk=1,.,pst=(ty,..1)>0
j=m_,+1  i=1
donde:

>0 (=1.,m ; m=m, ; m,>m,_, Yk ; aﬁeR,Vi,j

Problema Geométrico Posinomial Dual
m c. 0j P
max Sy s 6= [T (L) T A8*?
i=1\9;) k=1

[DP] sujeto a: Y 6;,=1;) a;6;=0(=1,..,n;6;=20(G=1,..,m)
j=1 j=1
A los términos

n
) aji
¢ [t
i=1
del problema [P] se les denomina posinomios, siendo la suma de ellos
una expresion posinomial.
Analogamente, los términos

n
9 daji
oic; [Tt
i=1
del problema [S] se dicen signomios, y expresiones signomiales la suma
de estos términos.

Definicion: El grado de dificultad del problema geomeétrico posino-
mial [P] (o del problema signomial [S]) es la diferencia entre el nimero
total de posinomios (signomios) y el de variables mas una:
d=m—m+1).

Esta probado (4) que la teoria de Dualidad en Programacion Geo-
meétrica se puede utilizar eficientemente para resolver el problema geo-
métrico primal. Una conclusion del Primer Teorema de Dualidad, dado
por Duffin, Petterson y Zener, es que si 6* es un maximo de [DP],
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entonces, cada minimo del primal [ P] satisface el sistema de ecuaciones:

o¥v(6*) Vji=1,..m,
¢ . 07 = . i
8% Y KVj=m_ +1,.,mym,=mVktq. Y, %0

j=m-1+1 j=me-q+1

Este sistema se reduce facilmente a uno de ecuaciones lineales en las
variables log t; (i = 1, ...,, n).

Cuando el numero de variables primales es uno menos que el nu-
mero de posionomios, el grado de dificultad es cero. En este caso, las
ecuaciones lineales que forman el conjunto de restricciones duales pro-
porcionan una unica solucion factible y, por tanto, un 6ptimo 6*. Po-
demos sustituir este vector en las ecuaciones anteriores y determinar de
forma inmediata el 6ptimo t*, coincidiendo el valor 6ptimo primal con
el de la funcion objetivo dual v(6*).

2. EL PROBLEMA GEOMETRICO INVERSO

Un Problema del tipo:

min go(t)
[IT1 sujeto a: g, (1) =1 k=1, .., r
gty <1 k=r+1, ., p

t>0 ; g, , g, posinomiales

que unicamente se diferencia del geométrico usual en el sentido inverso
de las desigualdades de algunas de las restricciones, se denomina
Problema Geométrico Inverso.

En lo que sigue supondremos, sin pérdida de generalidad, que existe
una Unica restriccion inversa, por ejemplo, la Gltima:

min go(t)

sujeto a: g, (1) < 1

1] 9p-10) < 1
gyt) =1
t>0 ; gt posinomiales, k=0, .., p
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y un conjunto de pesos no negativos Em,_y+1> - Em, tales que

mp

Y. g =1

j=m,_;+1

Se obtiene un programa geométrico [I,], que aproxima al anterior,
sustituyendo g,(t) > 1 por

_ mp £, £j
g0= 11 (-l) <1
j=m,~ +1\Vj

donde y(1) = ¢ty .., _tﬂf",j =my_y + 1, .,m
Esto es, g (t) = C ti, ..., tam con
gP p

P

mp g \% mp
o j A _ -
&= [ ; oAy = Y gl—ayp) , i=1,.,n
j=m,_ +1 j j=m,_,+1

Es inmediato, de la desigualdad de la Media Aritmético Geométrica,
que:

1
g,t) = m

Entonces, si ¢’ satisface la restriccion 1 > g,(t'), o bien

g,(t)

también se tiene que g,(t') > 1. Luego g,(t') < 1 =g,(t) > 1,y la relacion
existente entre los minimos de ambos problemas es: M > M.

El siguiente teorema proporciona un procedimiento para elegir ade-
cuadamente los pesos &;.

Teorema: Si ¢’ es una solucion factible para el problema [I], entonces
t' es también factible para el problema [I,], con los pesos:

yit) ;
==L (m,_ 1€j<
g g,(t) -y + L <T<my)

y la diferencia M — M se puede hacer tan pequefia como se desee.
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Demostracion

. s .
Dado t'(>0) y los correspondientes pesos ¢; = 5’%%, de la desigual-
p

dad de la media aritmético-geométrica se tiene que:

8m -1+1 €
ym,,-1+1+"'+ym,,?<y_le+—l> p-1 (y_'”e) mp

6m,,— 1+1 8m,,

esto es, g,(t') = [g,(t)]~ !, Puesto que g,(t) = 1, se prueba que g,(t') < 1;
t' es una solucion factible de [1,] y puesto que [I] e [1,] tienen la misma
funcion objetivo, la diferencia M — M debe ser arbitrariamente peque-
fia. W

Este teorema proporciona un procedimiento iterativo para la apro-
ximacion del minimo M:

Si [I0] se resuelve para una tupla inicial de pesos &) 11, s &)
y tenemos una estimacion M, inicial para el problema [[], el minimo
1) se calcula resolviendo el sistema:

y(t*) = 5;‘90(t*) i=1 .., mg
’ OF/A(0%) j=m_ + 1, ., mg k=1 .,p

Utilizando este valor de ") estimamos los nuevos pesos &{*:

@ _ v 1<i<
g = 4D (mp_1 +1<j< mp)
p

con los que resolvemos nuevamente el problema condensado (P,,,) y
obtenemos M,, etc. Reiteramos este procedimiento hasta que
[M,_, — M,| <e, para ¢ > 0 prefijado, de forma que la sucesion M,,
M,, M,, ... converge a M.

Este procedimiento descrito, para el caso en que hubiera una tnica
restriccion de tipo inverso, se generaliza de forma inmediata para el caso
de que exista mas de una restriccion de este tipo, aplicandolo directa-
mente sobre cada una de las restricciones inversas de forma indepen-

diente.

141



TRABAJGS DE INVESTIGACION QPERATIVA. Vol. 7, Nam. 1, 1992

3. EL PROBLEMA SIGNOMIAL COMO
UN PROBLEMA GEOMETRICO INVERSO

Si analizamos con detalle el problema geométrico inverso y tenemos
en cuenta que una restriccion del tipo g,(t) = 1 equivale a la expresion
—g,(t) < —1, se puede afirmar que este tipo de programa geométrico
no es mas que un caso particular del modelo signomial general que
puede resolverse de una forma independiente que, a su vez, proporcio-
nara un procedimiento de resolucidon para el caso signomial.

De modo general sea g,(t) una restriccion cualquiera en el programa
inverso; se dara una de las tres situaciones siguientes:

a) g,(t) es un posinomial: en este caso, el problema se reduce al caso
geométrico usual, ya que estamos suponiendo que la funcion objetivo es
también un posinomial.

b) g.(t) es un posinomial multiplicado por —1: g,(t) = —g,(t), con
g,(t) posinomial; luego —g,(t) <0 vy, trivialmente, se verifica que
g,(t) < 1, con lo cual esta restriccion es redundante y puede eliminarse.

¢) g,t) es la diferencia entre dos posinomiales: reagrupando los
términos con coeficientes positivos, se reescribe como:

9it) = 9i,(1) — g1, (1)
con g, ,(t) y g,,(t) posinomiales. Ahora:
— Si la restriccion g,(t) < 1, tenemos:
9 — 9, S 1 = g, <1+ 4y,
e introduciendo una nueva variable positiva ¢, tal que:
gkl(t) St <+ gk;(t),

obtenemos, multiplicando por t; !, dos restricciones equivalentes a la
primera, una de ellas inversa:

tolg (<1 5 to' +15'g,t) =1

»»»»» Si la restriccion g,(t) < —1, de modo analogo se obtienen las dos
restricciones:

tolg, (=1 ;5 to' + 159,00 <1
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Analizaremos ahora como transformamos la funcidon objetivo del
problema signomial c(t). Dependera de su signo:

a) Si el minimo de gy(t) es positivo, el problema equivalente es:

{min s /g(t) <s;s>0,t>0}
o bien
{mins f()=s"'g(t) < 1;5s>0,1>0},
donde f(t) es una restriccion de tipo signomial que se tratara como

hemos descrito anteriormente.
b) Si el minimo de g (t) es negativo el problema es equivalente a:

{max s /f(t) =g(t) + s<0;s>0,t>0},
o bien
{min s™! Jf(t) =g(t) + s<0;s>0,t>0}.
Si f(t) es igual a un posinomial multiplicado por —1, es obvio que se

satisface trivialmente y se ignora. Si es la diferencia entre dos posino-
miales, g,(t) y g,(t), entonces:

fO)=g,0) —g,(t) <O = g,(t) < g,t),

e introduciendo, con un procedimiento similar al desarrollado anterior-
mente, una variable positiva t, tal que: g,(t) < t, < gz(;), obtenemos las
restricciones equivalentes: g 'g,(t) < 1, t5 'g,(t) = 1. De este modo, el
problema signomial se transforma en uno geométrico inverso:

{min s7' /tg'g,() < 1;t5'g,() = 1;5>0,1t>0}.

4. LA TECNICA DE CONDENSACION
PARA PROBLEMAS GEOMETRICOS

Utilizamos la técnica de Condensacion de posinomiales para trans-
formar el problema Geométrico Inverso en un problema Geométrico
Posinomial. Supongamos el problema [ P] superconsistente (esto es, exis-
te t' > 0 tal que g,(t') < 1 Vk), y consideremos un conjunto de pesos no
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negativos:

my
tales que Y &=L

j=m_+1

€ , €

mg-1+1° 2 “my

Entonces, el Problema Geométrico Condensado [P,] se obtiene susti-
tuyendo alguna o todas las funciones

gi(t) por gt) = ﬁ <&> j,

j=my+1 \8

k=1, .. p), donde y, = c,t3'...t%". Es decir, §,(t) = C,t3" ...t%" con
Vj j ' K

my ¢\ % my,
Ao— _J . 7 = j =
&= [l s Gy= Y, gay i=1,.,n
jEmc 1 \& JjEmy_ g +1

Teorema: Supongamos que [P] es superconsistente y alcanza un
minimo M > 0 en el punto t*. Si los pesos del programa condensado
[P.] se eligen de forma que:

8*=¥l(t—*" m_,+1<j<m)

J gk(t*) k-1 k
entonces, el problema condensado [P,] alcanza el minimo M en t* y
ademas: M = M.
Demostracion

Por la desigualdad de la Media Aritmético Geomeétrica:

€ &
Yy _+1\ ™M-111 Yy \ ™
ymk_l+1+'--+ymk> S — el
smk_1+1 8mk

Por tanto, g,(t) = g,(t) y si un vector t' es factible para [P], también
lo es para [P,] ya que g,(t') <1 implica que g,(t') < 1. De igual modo,
se obtiene la relacion entre los minimos M del problema [P]y M del
problema [P,]: M > M. Para cualquier conjunto de pesos no negativos
que satisfagan la condiciéon de normalidad

my
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el minimo del problema [P,] proporcionara una cota inferior al minimo
del problema [P]. Se tratara de determinar como elegir estos pesos para
que dichos minimos coincidan.

Supongamos que resolvemos el problema para una tupla inicial de
pesos

1 1
Esnk)_ 1 H1s e 6;11,37

y se obtiene una solucidn (¢{, ..., t5") de [P,,].

Elegimos nuevos valores para los pesos:

c@ — yi{t'?)
T geVy

m_, +1<j<my)

y, con ellos, resolvemos nuevamente el problema condensado [P,,,],
del que obtendremos una solucién 2, M,, que utilizaremos a su vez
2
para calcular & y resolver [P, 3], obteniendo ¥, M; y asi sucesiva-
mente.
Este proceso se repite hasta que |M,_, — M,| <e¢, para ¢ > 0 tan
k—1 k

pequefio como se quiera, de forma que la sucesion M,, M,, M, ..
converge al minimo M. W

Observacion 1: Una primera consecuencia, que se deduce del pro-
cedimiento de resolucidon que muestra el teorema es que, al disminuir el
numero de posinomiales del problema, se rebaja su grado de dificultad.

Observacion 2: Utilizando esta técnica de condensacion se obtiene,
como segunda consecuencia de interés, una transformacion del problema
Geomeétrico Inverso en un problema Posinomial.

5. APLICACION DE LA TECNICA DE CONDENSACION
A LA FUNCION OBJETIVO

Supongamos, en general, el problema de optimizacion geométrico
[P] con grado de dificultad d > 0:

{min g,(t) /g(t) < 1, k=1, .., p; t > 0}.
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Si introducimos una variable, ¢, tal que g,(t) < t,, el problema equiva-
lente que podemos formular es:

| min ¢,
s.a g<1l ; k=1,..,p
go(t)tal <1
t>0

Observacion 3: Con esta transformacion no se modifica el grado de
dificultad inicial del problema primal, puesto que la introduccion de un
nuevo posinomio (Gnico en la nueva funcién objetivo) estd compensada
por una nueva variable, que afiadimos al problema, ¢, (que no es mas
que el valor de la funcion objetivo, puesto que la restriccion que ésta
define se satisfara con igualdad en el 6ptimo).

Observacion 4: En esta nueva situacion la restriccion gq(t)to ' < 1
puede tratarse como un posinomial mas del conjunto restricciones pri-
males, y aplicarsele la técnica de condensacion, de modo que se reduzca
el grado de dificultad del problema original.

Observacion 5: Notese que este procedimiento es realmente eficaz
cuando al aplicarlo conseguimos directamente un problema de grado de
dificultad cero, que se podra resolver iterando sobre los valores de los
pesos que introduciremos en la condensacion de los posinomiales y, en
su caso, las restricciones de tipo inverso.

6. EL PROBLEMA AUMENTADO

Estudiaremos en este capartado un procedimiento de resolucion para
el caso geométrico posinomial que consiste en transformar el problema
de grado de dificultad positivo en otro equivalente de grado cero.

Sera preciso para el desarrollo tedrico que se satisfagan algunas
hipotesis previas en el problema geométrico:

i) El grado de dificultad es d = 0.

ii) La funcion objetivo contiene exactamente n términos posino-

miales, tantos como variables primales.

iil) La matriz de exponentes tiene rango h.
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iv) El sistema de restricciones primales contiene, al menos, una que
se satisface con igualdad en el optimo.

Notese que segun las hipotesis ii) y iii), el sistema lineal determinado
por las restricciones duales de ortogonalidad posee tantas ecuaciones
como variables duales y, por tanto, tiene solucidon unica.

Ahora bien, podria suceder que esta primera condiciéon no se cum-
pliera, y el numero de términos posinomiales que incluye la funcion
objetivo fuera menor o mayor que el de variables primales. Analizare-
mos estas dos posibilidades:

A) Siel nimero de posinomios en la funcion objetivo es mayor que
el de variables primales, m,>n, definimos m, —n nuevas variables ¢, |,
wrs b» COMO posinomiales de la funcion objetivo que definan productos
o cocientes entre las n variables primales: yf{t) =t, (j=n+ 1, .., my) €
introduciremos una nueva restriccion del tipo: y{f)t; '<1,(j=n+1, .., m).

Observacion 6: Notese que, de esta forma, se cumple la primera
condicidn, a costa de aumentar el namero de variables primales, aunque
el grado de dificultad permanece invariante, ya que se incluyen tantos
posinomiales en el sistema de restricciones como nuevas variables.

B) Siel namero de posinomios en la funcion objetivo es menor que
el de variables primales, m, < n, el problema es de inmediata solucion,
puesto que si el rango de la matriz de exponentes es menor que n, los
vectores columna de esta matriz son linealmente dependientes, y puede
ser particionada en una base para el espacio columna y un conjunto de
vectores columna que dependan linealmente de los vectores de la base
y que, por tanto, puedan ser eliminados sin afectar al minimo del pro-
blema. En consecuencia, sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que la matriz de exponentes tiene rango n.

Supongamos pues que se cumplen las hipotesis anteriores, el proce-
dimiento para construir el problema aumentando consta de dos pasos
fundamentales:

1) Multiplicar, cada término posinomial del sistema de restricciones
primales, por una variable de holgura ¢; (j =n + 1, .., m).

2) Anadir una nueva restriccion, al sistema de restricciones prima-
les, compuesta por el producto de todas las holguras que se han incluido
en los posinomiales, afectadas de un exponente a determinar, menor o
igual que —1.
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Entonces, el Problema Aumentado se formula como:

min go(t) = Y. ¢; [] & (1)
ji=1 i=1
[4]
ssa g= Y ¢ ] <1l k=1,.,p )
j=m i+ i=1
g1t)= ] tF<1 (3
j=n+1
“4) t>0
donde:

¢;>0Vj, m,>m_, Vk; a;eRVij

bjs—IVj=n+1,...,m; m,=m, my=n

Observacion 7:  En el problema aumentado hemos introducido una
variable de holgura por cada posinomio en las restricciones, luego tene-
mos m — n nuevas variables y, por haber incluido Gnicamente un nuevo
posinomio (como nueva restriccion), el namero de posinomios es m + 1
y el de variables n + (m — n) = m; por tanto, su grado de dificultad es
d=m+1—-—(m+1)=0.

Proposicion: Si t' = (4, ..., t;,, th+1, - L) €S Una solucion del pro-
blema aumentado [A] y t, = (t,+ 1, - L) satisface que:

621 (j=n+1,.,m (5)

entonces, t' resuelve el problema primal [P].

Demostracion

Supongamos que g,,, = [] % <1 se reemplaza por t;>1,
j=n+1
j=n+1,.., men el problema [A]. Entonces el problema dado por (1),
(2), (4) y (5) es equivalente a [P].
Si t, t;, resuelven (1), (2), (4) y (5), entonces t' resuelve el problema
[P]. Puesto que b; < —1,j=n+ 1, .., m, la restricion
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gp+1(t) = H t’}j <1

j=n+1

no es mas restrictiva que (5), por tanto, si t', t, resuelve [A4], entonces
t;, satisface (5) y resuelve [P]. W

El problema Dual del Aumentado es el siguiente:

max v(d) = ﬁ <§1>6j ]£[ 2 (8)M®

ji=1 Jj k=1
j=1
DA -
[ ] Z aﬁéj:O i=1, T ()
ji=1
8,4 boniy =0 j=n+1,..m
5,>0 Vj
con

MO = ¥ 6, Vk=1,.,p+1

j=m_ 1 +1

Notese que, efectuando si es preciso alguna operacion elemental, la
matriz de exponentes es triangular:

Lo oo 0 gy vy, O ]
0 1 - 0

0 - o 1 oy, - o, O

0 0 1 b,.,
(0 - -0 0 -1 b,

Entonces, puesto que ademas se satisface la restriccion de normali-
n
dad ) 6,=1, el sistema de ecuaciones a resolver para determinar el

j=1
valor de las variables duales es:
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5m+1 =1 2 Z aubx
j=1i=n+1
J 5j = 6m+1< z Ofijbi> (_] = 1, ceey n)
i=n+1
0;= _5m+1bj G=n+1,.,m

Observese que el vector dual § esta univocamente determinado por
los exponentes bj; por tanto, éstos habran de elegirse de modo que las
variables duales satisfagan la ultima condicion de no negatividad, J; > 0
Vj. Por ello, debera verificarse que

m

o;0;, >0, (j=1,..,n yademas, b,
ij-i

(< — L
i=n+1

El procedimiento de resolucion consistira en determinar los expo-
nentes bj, (j=n+1, .., m), mediante un proceso iterativo en el que se
eligen valores iniciales para los exponentes b, Vj.

7. ALGORITMO PARA LA RESOLUCION
DEL MODELO SIGNOMIAL

Para abordar el objetivo propuesto en este trabajo, utilizaremos
todas las técnicas desarrolladas en los apartados anteriores para propo-
ner un algoritmo que resuelva el modelo signomial.

Algoritmo

Paso 1: Transformar el problema signomial en un problema geo-
meétrico inerso efectuando los cambios descritos en el apartado 3 e
introduciendo, si es preciso, alguna variable de holgura.

Paso 2: Transformar el problema geométrico inverso en un proble-
ma posinomial, utilizando para las restricciones inversas la conversion
descrita en el apartado 2 con el conjunto de pesos & ., ..., &% corres-
pondientes a cada restriccion inversa k, (1 < k < p).

Paso 3: A fin de reducir el grado de dificultad del problema geomé-
trico, ahora posinomial, aplicar la técnica de condensacion descrita en
el apartado 4 para posinomiales. De este modo obtenemos un problema
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geométrico condensado P para los pesos & _ 1, ..., &w correspondien-
tes a las restricciones de tipo posinomial (1 < k < p).

Si el problema condensado es de grado cero, ir al paso 11.

En otro caso ir al paso 4.

Paso 4: Hacer g = 1y elegir valores iniciales para los pesos &) 1,
. &5) tales que

myc

z 83'1) = 1 . (k = 1, seey p)

j=me +1

Por ejemplo:

el — 1
! 1+ m—(m—y + 1)

» VY

Si la funcion objetivo posee exactamente n términos posinomiales, es
decir, tantos como variables primales, y la matriz de exponentes tiene
rango n, ir al paso 5.

En otro caso, modificar convenientemente la funcion objetivo intro-
duciendo nuevas variables, hasta que se cumpla la condicién anterior.

Paso 5: Multiplicar cada término posinomial del sistema de restric-
ciones primales por una variable de holgura ¢; (j = n + 1, .., m) y afiadir
una nueva restriccion al sistema de restricciones primales compuesta por
el producto de todas estas holguras, afectadas de un exponente a deter-
minar, bj < —1.

Esto es, la nueva restriccion:

gp+1(t) = Im] AR

j=n+1

En este punto, el problema tiene grado de dificultad cero.
Hacer r = 0 y elegir, por ejemplo, b{" = —1, Vj.

Paso 6: Hacer r = r + 1. Hallar una solucion para el vector dual 6
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6er = 1 / DD WA CL T

j=1 i=n+1

J op = 5(mr)+1< Z aii(e(q))bgr)> i=1 .,n

i=n+1

| 59 = — 5, b j=n+1, .. m

Para este valor de 6", hallar el valor de la funciéon objetivo dual
v"(6), o lo que es lo mismo, de la funcion objetivo primal g§)(t).

Paso 7: Tomar logaritmos, si es preciso, y obtener los valores de las
variables primales ¢ del sistema:

n

¢; [ [101% = 69w8(6) j=1,.pn

i=1
n
¢; [T 01549 = 6891200) j=m_1+1L,.om, k=1,.,p+1, my=n
i=1

donde los valores de c; y a;; dependen de &9
Paso 8: Si t{ satisface: t” >1—¢ (j=n+ 1, .., m) para ¢ suficien-
J J p :

temente pequefio, estamos en Optimo: hacer M@ = g¥(t"") = g§(t?) e ir
al paso 9. En otro caso, sea t" la mas pequefia de las variables de
holgura menor que la unidad. Hacer:

bE*D =pIt p41<s<m

by = p para el resto

Ir al paso 6.
Paso 9: Si q =1, hacer g = q + 1, y elegir

8(.2)=Xm (j=mk—1+1’ ...,mk;lsksp)
J gk(t(l))

Ir al paso 6.
Si g > 1ir al paso 10.

Paso 10: Si IM@ — MY~ 1| < ¢, para ¢ > 0 suficientemente pequeiio,
parar.
La solucién 6ptima es (M9, {9),
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En otro caso, hacer g = g + 1, y elegir
@ _ 2t")
7T )
Ir al paso 6.

Paso 11: Hacer g = 1y elegir valores iniciales para los pesos &) .1,
.y E5) tales que

Y gV=1 (k=1.,p)
j=m_+1
Se puede tomar:
1
0 = vj

L+m —(m_, +1)
Paso 12: Resolver el problema (con grado cero) de la forma habitual,
con el valor para los pesos de /. Sea la solucion Optima g§(t@) = M.
Paso 13: Si g =1, hacer ¢ = q + 1 y elegir
ey

83,2):&{_(_1)_) G=me_y+ 1, ., m; 1 <k<p)
gu(t)

e ir al paso 12.
Si g > 1, ir al paso 14.

Paso 14: Si M@ — MY~ Y| < ¢, para ¢ > 0 suficientemente pequefio,
parar.

La solucion Optima es (M@, (9),

En otro caso, hacer g = g + 1 y elegir

c@ — yee?)
N ()|

Ir al paso 12.

8. JUSTIFICACION TEORICA
La convergencia del algoritmo depende , en el paso 8, de que todas

las variables de holgura satisfagan la condicion (5): t; > 1(j =n + 1, ..., m).
Supongamos que una o mas componentes t; violan esta condicion.
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Se elige, siguiendo el algoritmo, la mas pequefia de estas variables de
holgura menor que la unidad, y se aumenta el valor absoluto del expo-
nente b, hasta obtener un nuevo valor segun la regla:

bl =byJt, (n+1<s<m)

El nuevo vector b” obtenido se lleva al problema [A] y se resuelve
para t', continuando este proceso hasta que todas las variables de hol-
gura satisfacen t¥ > 1 — ¢, para ¢ prefijado. Es evidente que si ° es el
optimo de [P], se satisface que g,(t*) ~ g,(t°) cuando se verifica la
desigualdad anterior para cualquier e.

Para explicar mejor el papel que juegan los exponentes b;, conside-
remos la Lagrangiana asociada al problema [A]:

L =g, + kzl mlgile, ) — 11 + :uk+1[gp+ 1ty — 1]

donde t = (¢, ..., t,) ¥y t, = (t, 4, .. t,,) representa el vector de holguras.
Las condiciones necesarias que debe satisfacer en un punto extremo
seran:

. p .
6L/atj = g{)(t) + Z ﬂk(]),((t, th) = 0 ) .I = la vy 1 (6)
k=1

OL/Ot; = me P, oy thm + py 1 gh1t) =0 , j=n+1,.,m (7)
oL/ = gpa(t, t,)) —1=0 , k=1,.,p 8)
OL/Owy 4y = gpin(ty) —1=0 9)

Sustituyendo (9) en (7):
OL/0t; = ety + (Up+1b)/t; =0, j=n+1,.,m (10)

Sumando esta expresion en j y teniendo en cuenta (8):

m

M= —Hp+1 Z bj s k=1,.,p (11)

j=m_ +1
En consecuencia, el valor relativo de los multiplicadores de Lagrange
# esta determinado por los exponentes b; asociados a cada iteracion k.
Si el valor de alguna variable de holgura ¢, en la restriccion w es menor
que la unidad, incrementando el valor absoluto del exponente b,, incre-
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mentaremos el valor absoluto del multiplicador u,. Un incremento en
este valor influye directamente sobre como se satisface la restriccion w.

Por otra parte, de (9) tenemos que cualquier solucion optima de [A4]
satisfara:

m

t= [T &

i=n+1

donde o; = b,/b, y, por tanto, segin aumenta el valor absoluto del
exponente b,, la holgura t, se aproxima a la unidad: lim ¢, = 1.

[b,|—oc
De la ecuacion (10), obtenemos:
/.tijt‘i“, veey tzj"tj = —HUp+ lbl . ] =n+ 1, s M
y, teniendo en cuenta el resultado de (11):
my
C;ty, ., L = bj/ Z bj , j=n+1, ., m
j=m_; +1

Si t' y t, son una solucion del problema [A] y suponemos que
t,<1—¢ n+1<r<m, entonces:

my
r rng/ ! *
Al o, =b, Y b
j=m_ +1

Una estimacion de un nuevo valor de b, tal que ¢, satisface (5) estara
dada por:

my
b =c 9, ., tem Y by=byt,

j=me_ +1
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