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CARACTERIZACION DE LA FUNCION DE VALOR
DE LOS JUEGOS ESTOCASTICOS CONTINUOS

M. ANGELES MURUAGA Y R. VELEZ
UNED

RESUMEN

Se establece una caracterizacion de la funcion de valor de los juegos esto-
casticos continuos, similar a la contenida en [2] y [3] para juegos matriciales
y en [4] para juegos estocasticos discretos. Tras la formulacion del problema
se sefialan algunas propiedades de la funcion de valor. Mas adelante se prueba
que tales propiedades son suficientes para identificar el funcional que asigna a
cada juego su valor.

ABSTRACT

The aim this paper is to prove a characterization of the value function for
continuous stochastic games, similar to those given in [2] and [3] for matrix
games and in [4] for discrete stochastic games. After the formulation of the
problem, we point out some properties of the function value. We show that
these properties are sufficient to identify it.
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1. PLANTEAMIENTO

En el trabajo anterior [1] hemos considerado juegos estocasticos
continuos, compuestos por una familia I'(a), a € 4, de juegos bipersonales
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de suma nula, tales que A y los conjuntos de estrategias X e Y son
espacios métricos compactos. La funcion de pago M(a, x, y) se supone
continua y la funcion de transicion débilmente continua.

Cuando el horizonte es infinito y se considera un factor de descuento,
B < 1, se prueba que el valor vy(a) verifica

vg(a) = Val {M(a, x, y) + B f vy(b)P(x, y, a, db)} (1)
A

También se establece que ambos jugadores diponen de estrategias
Optimas estacionarias, que consisten en mantener fijas las estrategias
optimas, &f(-) y nf(-), del juego que figura en la ecuacion anterior.

La funcién de valor de un juego de suma nula fue caracterizada por
Vilkas (1963) y Tijs (1981), en el sentido de expresar las propiedades que
identifican el funcional que asigna, a cada uno de estos juegos, su valor.

Posteriormente Vrieze (1987) generaliza esta caracterizacion en el
caso de juegos estocasticos discretos. Nuestro objetivo es obtener resul-
tados similares en el caso continuo.

Para ello, consideraremos el funcional ¢, que asigna a cada juego
estocastico continuo I', con espacio de estados 4 y horizonte infinito,
su funcion de valor con factor de descuento determinado, < 1. Es decir

¢/1(r) =Ug

Se trata, entonces, de determinar propiedades de q.’),,, suficientes para
identificar dicho funcional.

2. PROPIEDADES DE LA FUNCION DE VYALOR

Las primeras propiedades del valor de un juego estocastico continuo
son faciles de establecer:

Propiedad 1: Si I' es un juego estocdstico continuo, con espacio de
estados A, tal que para algun estado ay€ A se verifica

M(ay, x, y)=c¢ y P(x,y, ay {ay}) =1 para cada (x, y)eX x Y
entonces

¢/{(r)(ao) =c(l — /)7)‘1
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Propiedad 2: Si I' y I'" son dos juegos estocdsticos continuos que sélo
se diferencian en la funcion de pago, verificandose

M(a, x, y) < M'(a, x, y) para todo (a, x, y)eA x X x Y
entonces
$I)a) < ¢py(I")a) para cada ae A

De cara a enunciar la tercera propiedad del funcional de valor, es
necesario generalizar el concepto de estrategia superflua para un juga-
dor, introducido por Vrieze:

Un conjunto medible, F, = X, de estrategias del primer jugador se
denomina superfluo para el estado a,€ A, en un juego estocdstico continuo
de funcion de valor v, si existe una estrategia £,€ X del primer jugador,
con &o(Fo) = 0 y tal que, para cada xe F, y todo yeY, se verifique

M(aO’ X, y) + ﬁ J‘ Uﬂ(b)P(x’ y, a()’ db) <
A

< Mlag, &0, y) + f L op(B)P(Eo, v, a, db)

Simétricamente pueden definirse los conjuntos de estrategias super-
fluas G, < Y, para el segundo jugador, en un estado a, € A, mediante la
condicion

M(ay, x, y) + B J v(b)P(x, y, ay, db) >
A

2 M(ao, xa no) + B J‘ Dﬁ(b)P(xa "]0, a7 db)
A

para todo xe X, ye G, y para algin n,€ Y con 14(G,) = 0.

Se puede probar que, salvo en el caso en que la estrategia £, que
hace superfluo a un conjunto de estrategias F,, pondere exclusivamente
estrategias puras de la frontera de F,, la adherencia F, sera también
superflua. De manera que con gran frecuencia los conjuntos superfluos
de estrategias de cada jugador seran cerrados.

En el caso de juegos estocasticos discretos, en los que no hay nin-
guna estructura subyacente que conservar, puede demostrarse (véase
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[4]) que se puede prescindir, en cada estado, de cada una de las estra-
tegias puras superfluas sin alterar el valor del juego.

En el caso continuo, han de tomarse mayores precauciones para no
alterar la continuidad de las funciones de pago y de transicion del juego;
y, simultaneamente, conservar homogéneo el conjunto de estrategias
puras de cada jugador, en los diversos estados del sistema.

Nos limitaremos pues a probar que puede prescindirse de cualquier
componente conexa del espacio de estrategias puras de cada jugador, en
el caso de que constituya un conjunto superfluo de estrategias, simulta-
neamente para todos los estados del juego.

Propiedad 3.1: Si en un juego estocdstico continuo I', con funcion de
valor vy, Fy < X es un conjunto cerrado de estrategias superfluas del
primer jugador, para todos los estados a€ A, tal que Fy también es cerrado,
entonces el juego estocdstico I obtenido suprimiendo F del conjunto de
estrategias puras del primer jugador, tiene el mismo valor vy Es decir

$p(I) = Py(I7).
Demostracion

Sea X, el conjunto de estrategias mixtas del primer jugador tales que
&(F,) = 0. Por hipotesis, existe &,e X, tal que H(a, &) = 0 siendo H(a,
¢) el infimo, para xe F, e yeY, de

M(a’ é, y) + B J\A Up(b)P(gy: ,V, a, db) - M(a’ X, y) - ﬁ \[A Uﬂ(b)P(xa y’ a, db)

Es facil probar que H(a, &) es una funcion continua en 4 x X, v,
como X, es compacto, el teorema de seleccion de Dubins y Savage
asegura la existencia de una funcion medible &(a), de 4 en X, tal que

H(a, &(a)) = sup H(a, ¢)

teX,

de forma que, para todo xeF, e yeY,

M(a, &a), y) + B L vy(b)P((a), y, a, db) >

> M(a, X, y) + ﬁ J‘A Uﬂ(b)P(X, Y, a, db)
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Es decir, que &(a) hace superfluo a F, en el estado a, para cada ae A.
Sea &j(-) la estrategia Optima del primer jugador en el juego I'; de
manera que, segin (1), es

M(a, Ef(a), y) + B L vg(P)P(Sf(a), y, a, db) Zvy(a)

para cada yeY.
La medibilidad de & y &} permite considerar la estrategia medible
definida, para cada conjunto de Borel B < X, por:

E)(a)(B) = EF(a)B N F§) + Ef(a)(F o)E(a)(B)
que evidentemente verifica

Ela)(F5) = EFa)Fo) + CF(a)NF,) = 1

y con lo cual se tiene, por una parte

M(a, Eya), y) = L M(a, x, y)Cf(a)dx) + CF(a)(Fo) L‘ M(a, x, y)&(a)(dz) =

= M(a, {j(a), y) — J;_ M(a, x, y)¢f(a)dx) + EFa)(Fo)M(a, &a), y)

y, por otra parte,

P(Eﬂ(a)’ y’ aa B) }’) = J‘F” P((xa ya a, B)é?)‘(d)(d‘() +

+ &F(a)(F o) L P(z, y, a, B){(a)(dx) =

= P(¢f(a), y, a, B) — L P(x, y, a, B)Sf(a)dx) + Ef(a)(F,)P(Ea), y, a, B)

Resulta entonces

M(a, &ya), y) + B L vy(b)P((a), y, a, db) =

= M(a, é;(a)s y) + ﬁ J\A Uﬁ(b)P(é’Bk(a)a Y, a, db) -
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Fo

_J-F M(aa X, y)f}',‘(a)(dx) - ﬁ JA Uﬂ(b) Jv P(xa ), a, db)é?;(a)(dx) +
+ Ef@NFo){M(a, &a), y) + B L vy(b)P(&a), y, a, db)} >

> vg(a) + {f(a)F o){M(a, &a) y) + B L vy(b)P(&(a), y, a, db) —

¢h(a)dx)
_ Lo [M(a, x, )+ B L v(b)P(x, y, a, db):l £5(a) Fo)} = vy(a)

En definitiva, en el juego de funcion de pago
M@, x, y)+ B J v(b)P(x, y, a, db) con xeF; e yeY
A

el primer jugador puede asegurarse una ganancia superior o igual a v,(a)
(utilizando unicamente estrategias de Fj). Mientras que, por supuesto,
el segundo jugador puede garantizar que el pago no sera superior a vy(a),
mediante su estrategia Optima nj(a). El juego restringido anterior tiene
pues valor igual a vg(a).

Desde luego la situacion es simétrica para el segundo jugador, en el
sentido de que se verifica:

Propiedad 3.2: Si en un juego estocdstico continuo, I', con funcion de
valor v, Gy =Y es un conjunto cerrado de estrategias superfluas del
segundo jugador, para todos los estados ac A, tal que G} es también
cerrado, entonces el juego estocdstico continuo I’ obtenido suprimiendo
G, del conjunto de estrategias puras del sequndo jugador, tiene el mismo
valor vy. Es decir, ¢pyI') = ¢4I'").

3. CARACTERIZACION DE LA FUNCION DE VALOR

Una vez establecidas las propiedades (1), (2), (3.1) y (3.2) del funcional
de valor ¢, el resultado de mayor interés es establecer que tales pro-
piedades caracterizan el valor. En el sentido siguiente:

Teorema: Si un funcional ¢ sobre el conjunto de los juegos estocdsticos
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continuos con espacio de estados A, verifica las propiedades (1), (2), (3.1)

y (3.2), entonces asigna a cada juego su valor con factor de descuento .
Es decir, ¢ = ¢,

Demostracion

a) Consideremos en primer lugar un juego estocastico continuo I,
tal que en X e Y existen puntos aislados, x, € y, respectivamente, para
los cuales se verifica:

P(xo, y, a, {a}) = 1 = P(x, yo,a, {a}) paracada xeX,yeY y a€Ad
y
M(a, x,, yo) = inf M(a, x,, y) = sup M(a, x, y,) para cada aeA
yeY

xeX
El valor del juego estocastico I es entonces (1 — )™ *M(a, x,, ¥o)-
En efecto, puesto que el primer jugador puede elegir la estrategia
pura x,, en cualquier estado a€ A4,
sup inf  mya, {&,()}a= 1 {n()a=1) =
GCN eU” () eV”

o

> inf Y B IM(a, xo, n@) = (1 — B Mla, X, Yo)

Ny, eV n=1
y simétricamente
inf sup  mgla, {&,( )b (1)) ) < (1= B) 7 M(a, x, yo)
N eV G0N eU”

Analicemos ahora la funcién que un funcional ¢, que cumpla las
propiedades establecidas, asigna al juego estocastico I'. Para ello consi-
deremos los juegos estocasticos continuos, I y I'”, idénticos a I" excepto
en la funcion de pago, que definiremos respectivamente, como

M(a, x, y) si X=X, 0 y=y,

M, 2 b = .
(@ %) {M(a, X, y)—k si x#Xxq5 € y#y,

M(a, x, y) s x=Xx, 0 y=y,

M’(a, x, y) = i
(a, x, y) {M(a,X,y)"*‘k SL X # Xy € yF Yy

Segun la propiedad (2), tendremos ¢(I") < ¢(I') < d(I'").
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Ahora bien, el mismo razonamiento realizado para I', muestra que
el valor de I'" y I'” es independiente del valor de la constante k. Sin
embargo, si k es suficientemente grande, todas las estrategias de
X — {x,} son superfluas, en el juego I", frente a x,; pues basta para ello
que sea, para cualquier y # y, y x # X,

M(a, x, y) — k + ——J M(b, xo, yo)P(x, y, a, db) <

< M(a an y) + M(a XO, yo)

B
—B

lo cual se puede conseguir tomando k > (1 — )~ !2M (siendo M la cota
de M(a, z, y)).

Segtin la propiedad (3.1), el juego I'"" obtenido suprimiendo todas las
estrategias de X excepto x,, cumple ¢(I") = ¢(I).

Ademas en I, todas las estrategias de Y — {y,} son superfluas frente
a y,, puesto que M(a, x,, y) = M(a, x,, y,) para todo y # y,. Luego el
juego T obtenido suprimiendo todas las estrategias de Y, excepto y,,
verifica ¢(I") = ¢(I7) = ¢(I™).

Pero, al juego I, se le puede aplicar la propiedad (1) para deducir

@) = (1 = )~ 'M(-, xo, yo)

Un razonamiento similar con el juego I permite establecer que

") = (1 = B~ 'M(-, xq, yo)

y en definitiva resulta ¢(I') = (1 — B)"'M(-, X4, ¥o)- De manera que el
funcional ¢ asigna a los juegos estocasticos del tipo particular conside-
rado, su funcion de valor.

b) Sea ahora I' un juego estocastico continuo arbitrario, con espa-
cio de estados A4, cuya funcion de valor designaremos por v;.

Construyamos a partir de I" un nuevo juego estocastico continuo I,
afiadiendo a los espacios de estrategias puras, X e Y, sendos puntos
aislados, x, € y,, para los cuales se tenga

M((l, xoa y) = M(as X, yo) = (1 - ﬁ)vﬂ(a)
P(xy, ¥, a, {a}) = P(x, y,, a, {a}) =1

cualquiera que sean ae A, xe X e yeY.
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El juego estocastico r sigue teniendo funcion de valor v, ya que, si
¢, representa la estrategia del primer jugador que elige x, en cualquier
estado ae A, se tiene, para cualquier {#,(-)};2,eV®

my(a, {Eota=1, {m-)a=1) = ; B~ M(a, x,, n,(a)) = vj(a)

de manera que

sup inf mﬂ(a, {én() :O= 1> {’7:.()}::0= 1) = Uﬂ(a)
e €U In )= eve

y analogamente

inf sup  myla, {&,( s {1 )N < vyla)
{2 eV* L) eU”

Ademas T es un juego estocastico del tipo considerado en a), de
forma que se tiene d)(f") = vp.

Sea ahora {f(-) la estrategia Optima para el primer jugador en el
juego I', que cumplira, de acuerdo con (1),

M(a, Zj(a), y) + B L ve(b)P(E(a), v, a, db) = vy(a)

para todo ye Y y cada ace A. _
Podemos ver que, en el juego I, la estrategia £j(a) hace superflua la
estrategia pura x, en cada estado ae A. En efecto, para cada y (inclui-

do y,)
M(a, xo, y) + B L vg(b)P(xq, y, a, db) = (1 — BJvga) + Bvgla) = vy(a)

mientras que
M(a, £f(a), yo) + B J va(b)P(EF(a), yo, a, db) =
A

= (1 = Pvyla) + Pugla) = vy(a)

De acuerdo con la propiedad (3.1) el juego I, que resulta de r
suprimiendo la estrategia pura x,, verifica ¢(I") = ¢(I') = v,.
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De forma analoga, la estrategia 6ptima nj(-) del segundo jugador
en el juego I', hace superflua la estrategia pura y,, para cualquier estado
acA.

Suprimiendo la estrategia y, del espacio de estrategias puras, el juego
I queda reducido al juego original I', y segun la propiedad (3.2) se
verifica

A = ¢(I") = v,

Ello demuestra el teorema y establece una caracterizacion axiomati-
ca de la funcion de valor de los juegos estocasticos continuos.
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