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JUEGOS ESTOCASTICOS CONTINUOS:
VALOR Y ESTRATEGIAS OPTIMAS

M. ANGELES MURUAGA Y R. VELEZ
UNED

RESUMEN

El objeto de este trabajo es analizar los juegos estocasticos cuyo espacio de
estados y de acciones son métricos compactos, con adecuadas condiciones de
continuidad acerca de las funciones de pago y de transicion. Tras describir el
modelo e introducir las hipotesis de continuidad, se trata el problema con
horizonte finito, a fin de probar que existe valor y estrategias optimas para
ambos jugadores, que pueden ser determinados recurrentemente. También se
considera el caso de horizonte infinito en presencia de un factor de descuento.
El resultado final, en este caso, fuec obtenido en Maitra-Parthasarathy (1970)
mediante una demostracion considerablemente mas complicada. La simplifica-
cion se basa en la introduccion de un pago terminal, que puede ser adecuada-
mente elegido a fin de obtener las conclusiones deseadas.

ABSTRACT

The aim of this paper is to analyse stochastic games with state and action
spaces wich are metric and compact and with suitable continuity conditions
about the payoff and transition functions. After the description of the model
and the introduction of the continuity assumptions, the finite horizon problem
is analyzed, in order to prove that a value exists and both players have optimal
strategies, that can be recursively determined. The discounted infinite horizon
case is also considered. The final result in this case was obtained in Maitra-
Parthasarathy (1970) with a considerably more cumbersome proof. The simpli-
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fication is based in the introduction of a terminal payoff, that can be suitably
choosed in order to get the desired conclusions.

Key words: Continuos stochastic games. Discount factor. Value functions. Op-
timal strategies.
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1. INTRODUCCION

Los juegos estocasticos discretos fueron introducidos por Shapley
(1953). Consisten basicamente en una sucesion de juegos finitos a los
que se juega en sucesivas etapas. En cada una de ellas se elige al azar
el juego siguiente con probabilidades que dependen de las estrategias
escogidas por los jugadores en el juego anterior.

Shapley considerd tanto el caso de nimero definido de etapas (ho-
rizonte finito), como el caso de un numero ilimitado de ellas (horizonte
infinito), suponiendo entonces una probabilidad positiva de finalizar en
cada una, lo cual da lugar al criterio del pago descontado. Demostro
que en ambos casos dichos juegos poseen valor y que ambos jugadores
tienen estrategias Optimas, que en el segundo caso son estacionarias, es
decir que no dependen de la etapa en que se realice cada juego, sino
solo del juego que se lleve a cabo.

Posteriormente, siempre con el criterio del pago descontado, se han
realizado extensiones del modelo de Shapley para incluir tanto el caso
en que el nimero A de juegos no sea finito, como el caso en que cada
juego tenga un numero infinito de estrategias para cada jugador. Kush-
ner y Chamberlain (1969) estudiaron el caso A finito, con conjuntos de
estrategias compactos: Wessels (1977) el caso en que A es numerable
pero los conjuntos de estrategias finitos; Groenewegen y Wessels (1976)
el caso en que tanto 4 como los conjuntos de estrategias son numera-
bles... El caso en que tanto el conjunto de juegos posibles como sus
espacios de estrategias constituyan espacios métricos compactos, que
nos proponemos analizar en este trabajo, ha sido ya considerado por
Maitra y Parthasarathy (1970, 1971).

Rogers (1969) extiende el modelo de Shapley a juegos bipersonales
de suma no nula y demuestra la existencia de un punto de equilibrio de
estrategias estacionarias. Parthasarathy (1971) considera el modelo de
Rogers con niimero de juegos posibles numerable.
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El concepto de funcion de pago no descontada o criterio de pago
promedio fue introducido por Gillette (1957). La mayoria de los trabajos
que estudian esta clase de juegos estocasticos no descontados tratan de
encontrar condiciones suficientes para la existencia de un valor y estra-
tegias Optimas; ver, por ejemplo, Hoffman y Karp (1966), Kohlberg
(1974), Stern (1975), Parthasarathy y Raghavan (1981), Bewley y Kohl-
berg (1978), Filar (1981) entre otros otros.

Los resultados mas precisos y mas generales fueron los de Bewley y
Kohlberg (1976a, 1976b, 1978) que exponen una manera de relacionar
los juegos estocasticos descontados con los no descontados. Ello permi-
tio a Monash (1979) y mas tarde a Mertens y Neyman (1981) demostrar
que todos los juegos estocasticos finitos, no descontados, tienen un valor
para cualquier criterio razonable de pago promedio con el que se valo-
ren las estrategias de los jugadores en el juego con horizonte infinito.

2. DESCRIPCION DE LOS JUEGOS ESTOCASTICOS

Un juego estocastico queda caracterizado por:

1. Una familia I'(a), ae 4, de juegos bipersonales de suma nula,
cuyos conjuntos de estrategias puras para cada uno de los juga-
dores, X, e Y,, pueden depender de a y con funciones de pago
M(a, -, ).

Tanto el espacio de parametros (o de estados) 4, como los
distintos conjuntos de estrategias, X, e Y, se supone que son
espacios medibles.

Para cada ae A4 se supone que M(aq, -, -) es una funcion
medible acotada por una constante M.

2. Paracada ae Ay para cada xe X, ye Y,, una probabilidad P(x,
¥, a, -) sobre A tal que P(, -, a, B) sea medible.

3. Un numero N de etapas que se jugaran, y si N < oo, un pago
adicional w(a) que recibira el primer jugador tras la Gltima par-
tida.

Impondremos en principio que w sea una funcion medible en
A, acotada por una constante que, sin pérdida de generalidad,
puede suponerse que coincide con M.
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El juego estocastico I'y, determinado por los datos anteriores, con-
siste en que, para cada etapa n= 1, 2, .., N — 1, los jugadores eligen
estrategias xe X, e ye Y, para el juego I'(a) que se desarrolle en dicha
etapa; el jugador J, recibe el pago M(a, x, y) y a continuacion se sortea,
con probabilidad P(x, y, a, -) el juego I'(h) al que jugara en la etapa
n+ 1.

En la etapa N la situacidén es la misma salvo que se sortea con
probabilidad P(x, y, a, -) el pago final w(b) que recibira el primer jugador.

2.1. Estrategias para un juego estocastico

Sean X, e Y, los conjuntos de estrategias mixtas para el juego I'(a),
cuyos elementos seran representados tipicamente por ¢ y 5 respectiva-
mente.

En cada etapa, las estrategias de los jugadores deben precisar las
estrategias mixtas &(a) y n(a) que emplearian en el caso de que el juego
a llevar a cabo fuese I'(a). En principio, dichas estrategias podrian
depender del desarrollo del juego estocastico en todas las etapas ante-
riores, sin embargo, en general, bastara considerar estrategias markovia-
nas en las que la estrategias mixta empleada por cada jugador sea solo
funcion del estado ae A que se presente.

Asi, las estrategias de cada jugador para una etapa determinada
seran elementos &(-)e 4 X, vy n(-)e T, Y, respectivamente. No obs-
tante, para que la evolucion y la funcion de pago del juego multietapico
estén definidas, los jugadores habran de utilizar en cada etapa estrategias
dentro de los subconjuntos U < M4 X, y V < I,.,Y,, tales que

a) P(l(a), n(a), a, B) =[x, [y, P(x, y, a, B)¢(a)dx)n(a)dy) sea una
funcion de transicion.

b) Mla, &(a), n(a)) = fx, v, M(a, x, y)é(a)(dx)n(a)(dy) sea una funcion
medible en A.

Para el juego estocastico I'y, que se desarrollard durante N etapas,
los jugadores habran de elegir estrategias {&,(-)}n=; ¥ {n,(-)}}=1, siendo
pracadan=1..N, ¢, eUyn,eV.

Aquellas estrategias del primer jugador tales que ¢, (-) = ¢(-) para
cada n = 1..N se denominan estrategias estacionarias. Analoga defini-
cion sirve para el segundo jugador.
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2.2. Funcion de pago de un juego estocastico

Consideremos la sucesion aleatoria {a,}Y_, que indica los
subindices de los subjuegos que habran de desarrollarse en las etapas
n=1,2,3,.., N en un juego estocastico I'y. La distribucion de {o,}N-,
queda determlnada cuando se conoce el subjuego I'(a) que se jugara
inicialmente y ambos jugadores han fijado las estrategias que emplearan:
{&=1€ Uy {n()}N=1e VN

El pago asociado a las estrategias {&,(+)}N=1 y {7,(-)}N=1, en un juego

multietapico I'y, iniciado por el subjuego I'(a), sera
my (@, {,(+) i=1 i )}adh) =
N
- E[ Z ﬁn—l M(an’ én(an)’ ”n(an)) + ﬁNW(aN+ 1) %= a}
n=1
En la expresion anterior, fe(0, 1] representa un factor de descuento
que actua entre los pagos recibidos en una etapa y los pagos de la etpa
siguiente.
En el caso N < oo, la presencia de un factor de descuento, que puede

valer 1, supone una generalidad extra. Pero, la razon para su introduc-
cion es que, en el caso N = oo si § =1, la serie

i E[M(an’ én(an)s nn(an))]

n=1
sera en general divergente y no puede utilizarse como criterio de valo-
racion de las estrategias.

En este caso habrd que adoptar un criterio mas elaborado, que
puede basarse en el estudio de las propiedades limites del modelo con
N =o'y B11; o0 en las propiedades asintoticas del modelo con =1
y N 7 co. El andlisis del caso N = oo y f# = 1 habra de posponerse, por
tanto, al estudio de los modelos con N < o0 0o f < 1.

En el caso N = o0, f§ < 1, simplificaremos la notacion representando
la funcion de pago por my(a, {&,(-)}n= 1, {m.(-)}n=1)-

La funcion de pago mg, y admite una expresion recurrente, mas util
tanto para su obtencion como para las consideraciones tedricas basadas
en ella. De hecho es facil establecer que

mg n(a, {&,(- )}n——la {n-) N_y) = Mla, & (a), ny(a) +

+ ﬂJ‘ rnﬂ N"l(h: [‘fn+1( }n—17 {}1”+1( J'n— I)P(€1(a) 1’[1((l) a, db)
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3. JUEGOS ESTOCASTICOS CONTINUOS

El tipo de juegos estocasticos que se pretende analizar son los juegos
estocasticos continuos, caracterizados por las siguientes condiciones:

i) Paracadaacedes X,=XeY,=Yytanto A como X e Y son
espacios métricos compactos.

ii) La funcion de pago M(a, x, y) es continua en 4 x X x Y.
iii) Six,—x, y,—>yya,— a, entonces P(x,, y,, a, *) 5 P(x, y, a,-).

iv) El pago terminal w(a) es una funcion continua en A.

Notese que si X, e Y, son, por ejemplo, intervalos de la recta real,
pueden transformarse con continuidad en un intervalo fijo; de manera
que la restriccion de que sean independientes de a no es sustancial. Por
otra parte, si X e Y son finitos, puede considerarse en ellos la métrica
discreta, cumpliéndose automaticamente las hipotesis anteriores; sin em-
bargo, la restriccion de que X, e Y, no dependan de a, si es ahora
relevante.

En el contexto de los juegos estocasticos continuos, se puede precisar
los conjuntos de estrategias, U y V, permitidas para los jugadores en
cada etapa. Se puede probar:

Teorema 1: Para un juego estocdstico continuo, los conjuntos U y V
de estrategias permitidas para cada jugador en cada etapa contienen todas
las funciones medibles &(-) y n(-) de A en X e Y respectivamente ( consi-
derando en X e Y la g-dlgebra de Borel correspondiente a la topologia de
la convergencia débil ).

Puede establecerse también otra propiedad de interés de los juegos
estocasticos: Para un juego estocdstico continuo, si f es una funcién
continua de A en R

L JSB)PE, 1, a, db)

es una funcién continua en A x X x Y.
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4. VALOR Y ESTRATEGIAS OPTIMAS DE JUEGOS
ESTOCASTICOS CONTINUOS CON HORIZONTE FINITO

El objetivo que se persigue en primer lugar es el analisis de los juegos
estocasticos continuos, en el caso en que el nimero N de etapas a jugar
sea un numero finito dado. En tal caso, el factor de descuento f§ no juega
un papel primordial, de forma que podemos admitir la posibilidad de
que sea f = 1.

Puesto que, en cada etapa, para fijar sus estrategias, los jugadores
han de resolver una familia de juegos dependiente de un parametro,
debemos estudiar inicialmente tales familias de juegos. El siguiente re-
sultado, que simplifica y completa los razonamientos de Maitra y Part-
hasarathy (1970 y 1971) cubre este objetivo.

Teorema 2: Sea I'(a) una familia de juegos tales que sus conjuntos de
estrategias puras, X e Y, sean métricos compactos y con funcion de pago
M(a, x, y) continua en A x X x Y. Entonces

v(a) = Val [I'(a)]

existe y es una funcion continua de A.

Ademads los jugadores disponen de estrategias optimas £*(a) y n*(a),
que constituyen funciones medibles de A en los espacios de estrategias
mixtas X e Y respectivamente (dotados de la o-dlgebra de Borel asociada
a la topologia de la convergencia débil ).

La demostracion utiliza el teorema fundamental de los juegos con-
tinuos para garantizar la existencia de valor; su continuidad puede
probarse usando la compacidad débil de los espacios de estrategias
mixtas X e Y. Ademas el teorema de seleccion de Dubins y Savage,
garantiza la existencia de estrategias Optimas medibles para ambos ju-
gadores.

Mediante el teorema anterior, podemos abordar la solucion recu-
rrente de los juegos estocasticos continuos. La idea, tipica en programa-
cion dinamica, es resolver primero el juego estocastico I',, correspon-
diente a una Unica etapa, aprovechar la solucion resolver el juego I, vy,
en general, utilizar la solucién del juego I'y para resolver el juego I'y ;.
La introduccion del pago terminal w, que omiten Maitra y Parthasarat-
hy, permite realmente reducir cada uno de los pasos al primero de ellos.
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Asi para el caso de una unica etapa, la solucion viene dada en el
teorema siguiente:

Teorema 3: Para cualquier < 1, el juego estocastico continuo I'y, de
funcion de pago

my i(a, x, y) = M(a, x, y) + j w(b)P(x, y, a, db)
A

tiene valor, que serd representado por vg ((a) y que define una funcion
continua de A en R.

Ademds, los jugadores disponen de estrategias dptimas, £ (a) y nf 1(a),
medibles como aplicaciones de A en X e Y respectivamente (en el sentido
del teorema anterior ).

La demostracion se reduce a comprobar que las hipoétesis ii), iii) y
iv) aseguran la continuidad de la funcion de pago my 4(a, x, y), de manera
que se puede utilizar el teorema 2.

Aplicando recurrentemente el teorema anterior (con la sustitucion de
W POr vg y_1) SE Obtiene:

Teorema 4: Bajo las hipotesis i)-iv) y para cualquier § < 1, el juego de
funcion de pago

mﬁ.N(as X, J’) = M(as X, J’) + ﬂ Jv Uﬁ,N—l(b)P(xa y9 a, db)
A

tiene valor, representado por vg y(a), que constituye una funcion continua
de a.

Ademds, ambos jugadores disponen de estrategias optimas: Cfn(a) y
ni.n(a), medibles en el sentido del teorema 1.

En el caso f = 1, simplificaremos la notacion, omitiendo la variable
p y representando el valor del juego definido en el teorema anterior por
vy(a) y las estrategias Optimas de cada jugador por &¥(a) y n#(a) respec-
tivamente.

Naturalmente, una vez resuelto el juego correspondiente a cada eta-
pa, en funcion del resultado del juego de la etapa anterior, hay que
comprobar que el procedimiento proporciona, para cada N, la solucion
del juego estocastico I'y. En ese sentido se verifica:

70



M. ANGELES MURUAGA y RICARDO VELEZ. JUEGOS ESTOCASTICOS CONTINUOS: VALOR Y ESTRATEGIAS OPTIMAS

Teorema 5: Para cualquier f < 1, el juego estocdstico continuo Ty,
con factor de descuento B, iniciado a través del subjuego I'(a), tiene valor
vp.n(a). Es decir

inf sup mg n(a, (& )}n—-l’ {n,( )} =1) = vy n(a)
(NN e VI e UT

sup inf m,, nla, fn(')}rly=1, {ﬂn(')}nN= 1) = Up.N(a)
(NN eUN ()Y e

Ademds, las estrategias {Efn(-)}r=n YV {NFN(-)}n=n SOn dptimas para

cada uno de los jugadores (donde {&fn(-)}eU y {nfn(-)} €V son las
estrategias definidas en el teorema anterior ).

La comprobacion puede hacerse por induccion, gracias a la relacion
recurrente establecida en la seccion 2.2, para la funcion de pago del
juego I'y.

5. VALOR Y ESTRATEGIAS OPTIMAS DE JUEGOS
ESTOCASTICOS CONTINUOS CON HORIZONTE INFINITO
Y FACTOR DE DESCUENTO

La presencia de un factor de descuento, f3, estrictamente menor que
1, que asegure la convergencia de la serie de los pagos, hace que los
juegos estocdasticos continuos con horizonte infinito tengan una solucion
simple y general.

Al igual que en el caso discreto, la observacion basica es que en cada
etapa el valor del juego es una contraccion del valor en la etapa anterior.
En el caso continuo, el hecho aparece explicitamente en el trabajo de
(Maitra y Parthasarathy; 1970, Lema 2.5):

Lema: Si w y w' son dos funciones continuas, y vg; y Vg, son los
valores de los juegos estocdsticos continuos I'; y I'}, con factor de
descuento f y pago terminal w y w' respectivamente, se verifica

lvg,r — vl < Bliw — w|

siendo | - || la norma del supremo en el espacio de las funciones continuas
de A en R.
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El lema anterior permite analizar el comportamiento limite de la
sucesion de valores vg y(a) de los juegos estocasticos I'y, con factor de
descenso f < 1, al crecer N hacia infinito.

Teorema 6: Para un juego estocastico continuo, con factor de
descuento B < 1, cuando N tiende a infinito, vg y converge uniformemente
hacia una funcién continua vy, que es la unica solucion de la ecuacion

vg(a) = Val {M(a, x, y) + B L vy(b)P(x, y, a, db)}

Demostracion. Segun el lema anterior

||v/1,1v+1 - Dﬂ,N” < ﬂ”vp,N —UgN-1 I

y por consiguiente

lvpnw+1 — vpnll < BVllvgy — wl.

Entonces, para cualquier re N

N+r—1 N+r—2 N
lopwer —vpnll S BT 0+ BTTT4  4 B)llopy — WIS
N
ST llvgs — wl
STZ B B,
y, como el ultimo miembro converge a cero cuando N tiende a infinito,
resulta que vg y converge uniformemente a una funcion, que denomina-
remos v,, y que serd funcion continua en A.
Por otra parte, de acuerdo con el teorema 3, el juego de funciéon de

pago
M(a’ X, )’) + ﬁ J\ vﬁ(b)P(x’ ya a, db)
A
tiene valor, funcién continua en A. Si su valor fuese i(a), segin el lema
anterior se tendria |75 — vgn+1]l < Bllv; — vp | cualquiera que fuese N.
Luego, como | vy — vg n|| se hace arbitrariamente pequefio al crecer N,

vpn+1 converge a i, y ha de ser, por consiguiente, i, = v,. Es decir, que
se verifica

vg(a) = Val {M(a, x, y) + B J vg(b)P(x, y, a, db)}
A
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Por ultimo, si la ecuacion anterior tuviese otra solucion, v, en virtud
nuevamente del lema anterior, seria [y — vy]| < Bllvp — v4l; con lo cual
lvpg —vgll =0y v = v,

Podemos reformular el resultado anterior, aprovechando las conclu-
siones del teorema 3, en la forma:

Corolario: Dado un juego estocdstico continuo, para cada f§ < 1, existe
una unica funcion, vy, de A en R, tal que el juego de funcion de pago

M(a’ X, y) + ﬁ JA Uﬂ(b)P(X, y’ a, db)

tiene valor vg(a). Ademds, ambos jugadores disponen en dicho juego de
estrategias dptimas, que representaremos por Cf(a) y nf(a), que constituyen
aplicaciones medibles de A en X e Y respectivamente.

Se puede establecer entonces la solucion general de los juegos con-
tinuos con factor de descuento, f§ < 1, y horizonte infinito; en el sentido
de que basta resolver el juego formulado en el corolario anterior y los
jugadores deben mantener fijas las estrategias optimas de dicho juego:

Teorema 7: Para cada f < 1, el juego estocdstico continuo I' con
factor de descuento B, iniciado en el subjuego I'(a), tiene valor vy(a) (de-
finido en el teorema 6). Ademds las estrategias estacionarias {E5(-)}n=,
y {nf(-)}x= 1son optimas para cada uno de los jugadores. (Siendo &f(a) y

ni(a) las estrategias determinadas en el corolario anterior).

Demostracion. La funcion de pago del juego estocastico I, con
factor de descuento S, iniciado a través del subjuego I'(a), es

[ee]

mﬂ(aa {én( ° )};O= 1s {nn( : )}:ID= 1) = z ﬂ"_ 1E[M(an, én(an)’ nn(an)]
n=1
Como la funciéon de pago se supone acotada por una constante M,
sera

N N

mﬁ(a’ {én( : )}'CIJO=1’ {nn( ) ::O=l) = Zl ﬁn_lE[M((xn’ én(an)a nn(an))] - 1 — ﬁ

El primer sumando es la funcion de pago my n(a, {&,(- )= 1, {n.(-)}N=1

del juego estocastico I'y, salvo el término del pago terminal:

M
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BYE[w(xy + 1)]. Puesto que el pago terminal se supone también acotado
por M, se obtiene

2-p

myfa, (&= 1o (1= 1) 2 man(a (800 o) I D=0) = BV p M
Entonces
3 N N N 2— ﬂ
Sup lnf ' mﬁ.N(a’ {én() n=1» {'1,,( ) )}n= 1) 2 v[i,N(a)_ﬁ T— M
GO e U ()Y ev™ —-B
De manera similar
1 z N N N 2_B
lnf Sup mﬂ,N(a, {Cn() n=1»s {nn(')}n= 1) < U[f,N(a)+ﬁ —M
NN e Ve Ny eU” 1-p

Como ello es cierto para cualquier Ne N y vy y(a) converge a vy(a)
cuando N tiende a infinito, resulta que vy(a) es el valor de I'  iniciado
a través del subjuego I'(a).

Notese que la conclusion es cierta para cualquier pago terminal,
acotado. De hecho, la funcion de pago my(a, {&,(-)}at1, {1(-)}n%1) del
juego I'  no depende del pago terminal; mientras que la determinacion
recursiva de v y y de las correspondientes estrategias Optimas, depende
de la eleccion de w.

Supongamos entonces que w = v, con lo cual, segun el teorema 6,
se tiene vy v = v, para cada N y ademas (Sf(-) N_,es estrategia Optima
para el primer jugador en el juego I'y (de acuerdo con el teorema 5).
Entonces, para cualquier estrategia {n,(-)},>; €V ® del segundo jugador

N i N
myla, {EFO s {m(- Va0 = Y, B E[M(a,,, EF(ar,), m,(0,)] — - ﬂM
n=1
-
2 mli.N(a’ {57;()}111\; 1s {nn() rIIV= 1 BN 1_:—2 M
de forma que
. 23 o N 2 - ﬂ
inf mﬂ(a, {Cﬂ( : )}n= 1) = Up(a) - B T g M
(NN eVy 1-8

y, como ello es cierto para cualquier N, haciendo N tender a infinito,
se obtiene que {&}(-)}x, es estrategia Optima para el primer jugador
en el juego I' .
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De manera analoga puede probarse que {n}(-)},2; es la estrategia
optima para el segundo jugador.

El resultado anterior, y mas en concreto, la existencia de estrategias
optimas estacionarias para el juego I'_, constituye el teorema final de
Maitra y Parthasarathy, que se obtiene en el estudio de los procesos de
decision markovianos que se generan cuando se fuerza a uno de los
jugadores a emplear una estrategia estacionaria determinada. Es sor-
prendente que, contando con el lema anterior, no se haya empleado en
la referencia citada, el recurso a hacer una eleccion conveniente del pago
terminal de los juegos I'y, de horizonte finito, cuyo valor aproxima el
valor de I' ..
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