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RESUMEN

En este articulo se obtiene una generalizacion de la caracterizaciéon de los
puntos extremos en el poliedro de soluciones factibles del problema estandar de
la Programacion Lineal. Para ello se usa una extension del concepto de cara
dado por Goldman y Tucker para conos convexos poliédricos que difiere del
expuesto en la mayoria de los tratados clasicos (Griinbaum, Mullen-Shepard,
Stoer-Witzgall, ...).
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ABSTRACT

In this paper we find a generalization of the extreme points characterization
in the polyhedron of feasible solutions in the standard problem of Linear
Programming. To that purpose, we use an extension of the concepto of face
given by Goldman and Tucker for polyhedral convex cones, which differs from
that exposed in most of classical treatises (Griinbaum, Mullen-Shepard, Stoer-
Witzgall, ...).
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1. INTRODUCCION

El concepto de cara de un poliedro que se expone en la mayoria de
los tratados clasicos del tema (interseccion del poliedro con uno de sus
hiperplanos soporte), tiene, entre otras, la ventaja de ser también valido
para conjuntos convexos que no son poliedros [por ejemplo, Griinbaum
(1967), Stoer-Witzgall (1970), McMullen-Shepard (1971)]. Asi considera-
da, toda cara de un poliedro es un conjunto cerrado, pero la familia de
todas ellas no forman una particion. Ademas, si el poliedro es solido
(con interior no vacio) sus puntos interiores no forman parte de ninguna
cara.

En 1956, Goldman y Tucker introdujeron un concepto de cara para
conos convexos poliédricos que difiere del anterior. Los aspectos mas
notables de esta concepcion son los siguientes:

A) Las caras son siempre conjuntos abiertos en la topologia relati-
va.

B) Las caras forman siempre una particion del cono.

En este articulo se extiende a un poliedro cualquiera el concepto de
cara dado por Goldman y Tucker para conos convexos poliédricos vy,
aprovechando que con la definicion introducida también las caras
forman una particion, se prueba una generalizaciéon de la caracteriza-
cion de los puntos extremos en el caso particular del poliedro de
soluciones factibles asociado al problema estandar de la Programacion
Lineal. Para formalizar esta caracterizacion se introduce el concepto de
conjunto k-dependiente de columnas de una matriz. Como aplicacion
directa del resultado obtenido se siguen algunas propiedades clasicas
sobre puntos extremos y aristas en el contexto de la Programacion
Lineal.

Recordemos previamente algunas definiciones elementales:

Se dice que S < R", S # ¢ es un cono convexo si X,yeS, o« =0,
p = 0 implica ax + fyeS. Si adicionalmente exigimos la condicion
o + B =1, se tiene la definicion de conjunto convexo. Ademas, se
admite que el vacio es un conjunto convexo. Es claro que, con la
definicion dada, el vector 0 pertenece a todo cono convexo.

Sea S < R". Denotaremos por § la adherencia de S, es decir, la
interseccion de todos los conjuntos cerrados que contienen a S. Por
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dimension de S entenderemos la dimensidn de la minima variedad afin
que contiene a S.

2. CARAS ABIERTAS DE UN POLIEDRO
Definicion 2.1

Sea A una matriz mxn, a, ..., a,, sus filas, be R" y P={x e R": Ax <
b} # ¢. Para H < I = {1, .., m} sean:

Oy = {xeR":ax < b, ieH},
Ly ={xeR":ax =b, ie\H},
ry =rango{a;:ie\H}; r, =0,
dg =n —rg,

Fy =0y Ly.

Se dice que Fjy es una cara k-dimensional de P si Fy # ¢ y dy = k.
En adelante, P denota el poliedro aqui definido.

Observaciones:

1. En R", el conjunto Oy es un abierto y Ly es una variedad afin.
Si Ly # ¢, entonces dim Ly = dy. En general, Fy no es un abierto en
R", pero si lo es en la topologia relativa que R" induce en Ly En
consecuencia, si Fy # ¢ se tiene dim Fy = dy. En tal caso, Fy es una
variedad afin si y soOlo si Fy = Ly.

2. En general, Fy no es un poliedro, aunque si lo es el conjunto
Py ={xeR":a;-x < b;siie Hya;-x = b;siiel\H}. Puede ocurrir que
Fy = ¢ pero Py # ¢; en cambio, si Fy # ¢, entonces Py = Fy. En
cualquier caso, Fy es un conjunto convexo.

3. Dos caras asociadas a diferentes conjuntos H son disjuntas, es
decir, Fy N Fg # ¢ implica H = G. Ademas, la union de todas ellas es
el poliedro P.

4. La anterior definicion de cara difiere de la que se da en la
mayoria de los tratados clasicos. La relacion entre ambas es la siguiente:

a) Si P es de dimension n, su interior es una cara en el sentido de la
Definicion 2.1 que no se corresponde con ninguna cara definida en el
sentido clasico.
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b) Cualquier otra cara en el sentido de la Definicion 2.1 es el
interior relativo de una cara definida en el sentido clasico.

c¢) Los puntos extremos de P (si los hay) son caras en el sentido
clasico y en el de la Definicion 2.1. En cualquier caso, salvo si P = R",
las caras de dimension minima, es decir, las Fy # ¢ tal que dy < dg
VFg# ¢ con G < I, son caras en ambos sentidos.

5. Sib = 0, entonces P es un cono convexo poliédrico y se tiene la
definicion de cara dada en Goldman y Tucker (1956).

Teorema 2.1

Sea W < P, W # ¢. Entonces son equivalentes:

a) W es una cara de P, es decir, existe H < I tal que W = Fy.
b) W es convexo, abierto en su topologia relativa [ W = relint W)]

xeW,x=ay+ (1 —a)z, 0 <a<1,y,zeP implica y,ze W (¥

Demostracion:

a) = b). Si W= Fy # ¢, es claro que W es convexo, abierto en su
topologia relativay W= {xeR":a;-x < b;siie H,a;-x = b;siie [\H}.
Sea xeW, x=ay+ (1 —a)z, 0<a <1, y,zeP. De y,ze P se sigue
a,-y<b, a;-z < b, para todo iel y, en particular, para ie H. Si
ieI\H, se tiene:

b; =a;-x = ofa;'y) + (1 — o)(a;-2) < ab; + (1 — a)b; = b;

y, como 0 <a < 1, se sigue a;-y =a;-z=b,. En consecuencia, y,ze W.

b) = a). Sea xe W. Al ser las caras de P una particion, existe un
unico H = I tal que xe Fy [ver Observacion 3 para.la unicidad].
Veamos que W = Fy. Si y€ Fy, al ser este conjunto convexo y abierto
en su topologia relativa, existe ze Fy tal que x =ay + (1 — )z, 0 < «
< 1, con y,ze P. Por la condicion (*) dada en b) se tiene ye W y, por
tanto, F; = W. En consecuencia, Fy = relint (Fy) S relint (W) = W
[ver Griinbaum (1967), pag. 9], es decir, F; < W. De otra parte, si
W\Fy # ¢, entonces existe G # H tal que Wn F; # ¢. De G # H se
sigue G\H # ¢ o H\G # ¢. Supongamos G\H # ¢ y sean ke G\H,
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xXeWnFyeyeWn Fg Al ser W convexo y abierto en su topologia
relativa, existe ¢ > 0 tal que z’' = x' + ¢x’ — y')e W. De aqui

a,-z =a,.X +¢&a;-x —a,y)=>b, — &b, —a,y)> b,
y, por tanto, z' ¢ P (contradiccion). De modo analogo se razona si
H\G # ¢.

Observacion 6:

La condicion (*) dada en b) se corresponde con la usada en Martini
(1989), pag. 247, para definir cara de un conjunto convexo cualquiera.

3. LAS CARAS EN EL POLIEDRO ESTANDAR P,
Definicion 3.1

Sea A una matriz m x n de rango m y be R™ Llamaremos poliedro
estindar a todo conjunto de la forma {xeR":Ax = b,x > 0} # ¢. Lo
denotaremos por Py.

La expresion de Py en la forma dada en la Definicion 2.1, es decir,
como interseccion de semiespacios cerrados es:

—x; <0 i=1,.,n (5.1
a;-x < b; i=1,.,m (5.2)
(—a)-x< —b;, i=1.,m (5.3)

En consecuencia el conjunto asociado de indices I tiene n + 2m elemen-
tos.

Con el fin de explicitar mejor las caras de Pj, introduzcamos la
siguiente notacion:

Py = {xeR":f;-x < B, iel}
donde:
fi = —ei, ﬂi = O Si i= 1, I ] (5.4)
fi = ai, i = bi Si i =n + 1, ...,n + m . (5.5)
f,=—a, fi=—-b; si i=n+m+1,.,n+2m (5.6)

el={1,.,n+ 2m}.
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Lema 3.1

Si Fy es una cara de Pg, entonces H < I* = {1, .., n}.

Demostracion:

Si H= ¢ es claro. Si H\I # ¢, sea xe Fg y keHn{n+1,..,n
+ 2m}. Entonces se tiene f,-x < f,, de donde:

a.-x<b, si ke{n+1,.,n+ m} (imposible),
o bien

(—a)-x< —b, sike{n+m+1,.,n+2m} (imposible).

Corolario 3.1

Toda cara de Py es la solucion de un sistema del tipo:

—x;<0 si ieH (5.7
x;=0 siiel*\H (5.8)
a,x=>b;, para i=1,..m (5.9

para algan H < I* = {1,..,n}, es decir, es de la forma Fy = Oy N Ly,
donde Oy={xeR": —x; < O0siieH} y Ly={xeR":x;=0si ie [*\H,
a;-Xx = b; para i = 1,..,m}.

Observacion 7:

‘Aunque todas las caras de Py se obtienen del modo descrito en el
corolario anterior, no todo H < I* determina una cara de Py, ya que
puede ser Fy = ¢.

4. GENERALIZACION DE LA CARACTERIZACION
DE PUNTOS EXTREMOS

Definicién 4.1 Murty (1983).

Sea A la matriz de la Definiciéon 3.1 y A, .., A, sus columnas.
Diremos que el punto xe Py usa la columna A; si x; > 0.

76



GARCIA LAGUNA, J. UNA GENERALIZACION DE LA CARACTERIZACION DE PUNTOS EXTREMOS

Lema 4.1

Dos puntos de Pj estan en la misma cara si y solo si usan el mismo
conjunto de columnas de A.

Demostracion:

Del Corolario 3.1 se sigue que un punto x € Py esta en la cara Fy si
y solosi {j:x; > 0} = H. En consecuencia, dos puntos x e y de P, estan
en la misma cara si y solo si {j:x; >0} = {j:y; > 0}, lo cual es
equivalente a que se tenga {A;:x; > 0} = {A;:y; > 0}, es decir, a que x
e y usen las mismas columnas de la matriz A.

Definicion 4.2

Sea J = {1,..,n}, J # ¢. Diremos que las columnas {A;:jeJ}
forman un conjunto k-dependiente si k es el minimo namero de ellas
que es necesario suprimir para obtener un conjunto linealmente inde-
pendiente. En particular, todo conjunto de columnas linealmente inde-
pendiente es O-dependiente. Admitiremos que el vacio es un conjunto
linealmente independiente.

Teorema 4.1

Existe una biyeccion entre las caras de Py y los subconjuntos de
{A;:j = 1,..,n} que generan b por medio de combinaciones lineales con
coeficientes positivos. En esta biyeccion un punto x de P estid en una
cara de dimension k si y solo si el conjunto de columnas {A;: x; > 0} es
k-dependiente.

Demostracion:

La primera parte se sigue del Lema 4.1. Para probar la segunda, sea
Fy una cara de Pg, dy su dimension y xe Fy. Si {A;:x; > 0} es un
conjunto k-dependiente, se trata de probar que dy; = k. Sea h el niimero
de elementos de H. Reordenando convenientemente las componentes
del vector x, se puede poner A = [Ay, Ajny] con Ay = {A;:x; >0}y
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Appg = {A;:x; = 0}. En consecuencia se tiene Ly = {x e R": A*x

= b*}, donde:
011, 0
A¥=|—|——| y b*=
Fakvr R

Como dy=n—ry y ry=rango A* =rango I,_, + rango Ay =(n—h)+
(h—k)=n—k, se tiene dy = k.

5. CONSECUENCIAS

Deduciremos en este apartado algunas consecuencias del Teorema 4.1

Definicion 5.1

Se denomina punto extremo de Py a toda cara de dimension 0 y
arista a toda cara de dimension 1. Se dice que dos puntos extremos x e
y son adyacentes si W= {z:z=ax + (1 —a)y, 0 < o < 1} es una
arista.

Observacion 8:

Como consecuencia del Teorema 2.1, x € Py es un punto extremo si
ysolosi x=ay+ (1 —a)y, 0O<a<l, y,ze P; implica x=y =12z o,
equivalentemente, si y solo si Pg\{x} es un conjunto convexo.

Corolario 5.1 Murty (1971) y (1983)

a) Un punto x de Py es punto extremo si y so6lo si el conjunto de
vectores columna {A;:x; > 0} es linealmente independiente.

b) Un punto x de Pj pertenece a una arista de Py si y solo si el
rango de {A;:x; > 0} es inferior en una unidad a su cardinal

Demostracion:

a) Es el caso particular del Teorema 4.1 enel que k =0.Si b =0,
es decir, si P es un cono convexo poliédrico, necesitamos usar el
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supuesto hecho en la Definicion 4.2 de que el vacio es un conjunto
linealmente independiente.
b) Es el caso particular del Teorema 4.1 en el que k = 1.

A continuacién matizaremos la parte b) del corolario anterior.

Corolario 52 Murty (1983), pag. 126; Murty (1971).

Sea x e y puntos extremos de Py, x #yy W={z:z=ax+ (1 —a)y,
0 < a < 1}. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) x ey son adyacentes.

b) XeW, x'=ay +(1—w)z/, 0<a<l, y,z € P; implica y,z € W.

¢) Elrangode {A;:x; > 00 y; > 0} es inferior en una unidad a su
cardinal.

Demostracion:

La equivalencia entre a) y b) se sigue del Teorema 2.1 y entre a) y c)
es consecuencia del Teorema 4.1.

Definicion 5.2

Se dice que de R" es una direccion de S = R", S# ¢ si xe§, 1 =0
implica x + Ad € S. Representaremos por rec (S) el conjunto de todas las
direcciones de S.

Observacion 9:

El vector 0 es direccion de cualquier conjunto S y rec(S) es un cono
convexo. Si S es un poliedro, entonces rec(S) es un cono convexo
poliédrico. Concretamente rec(P) = {de R": Ad < 0} y, en particular,
rec(Pp) = {deR":Ad = 0, d > 0}.

Corolario 5.3 Murty (1983), pag. 132.

Sea x un punto extremo de Pg, derec(Py), d#0y W={x+d:i>0}.
Entonces:

79



TRABAJOS DE INVESTIGACION OPERATIVA. Vol. 6. Nam. 1, 1991

A) Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) W es una arista de Py.
b) XeW,xX=ay +(1—a)z,0<a<1,y,z € P implica y,z’ € W.
¢) El rango de {A;:x; >0 o d; > 0} es inferior en una unidad a
su cardinal.
B) Las siguientes condiciones son equivalentes:
d) {Ad:2 > 0} es una arista de rec(Pg).
e) d=d, +d,, d,,d,erec(Pg) implica d, =¢,d, d, =1¢,d, t,,t, > 0.
f) Elrango de {A;:d; > 0} es inferior en una unidad a su cardinal.
C) Cualquiera de las condiciones de A) implica cada una de las de B).

Demostracion:

A) Se razona como en el Corolario 5.2.

B) Es el caso particular de A) apliado a rec (Pg), tomando x =0y
teniendo en cuenta que, en esta situacion, b) y e) son equivalentes.

C) Si {4d:1 > 0} no es arista de rec(Pg), entonces d pertenece a
una cara de dimension >2. Por el Teorema 4.1, se tiene:

cardinal {A;:d;>0} —rango {A;:d;>0}>2 y cardinal {A;: x;>0} =
rango {A;:x;>0}. En consecuencia, cardinal {A;:x;>0 o d;>0}>2
y, por tanto, W no es arista de Py (contradiccion).

Observaciones:

10. Es claro que, en general, d) (o sus equivalentes) no implica a) (o
sus equivalentes).

11. Cualquiera de las condiciones de B) sirve para definir direccion
extrema de P [Bazaraa-Shetty (1979), Bazaraa-Jarvis (1981), Garcia
Laguna (1989)].

6. APLICACION A LA PROGRAMACION LINEAL
MULTIOBJETIVO

Un Problema de Programacion Lineal Multiobjetivo (PPLM) admi-
te la siguiente formulacion:

Maximizar Cx
Sujeta a Ax =b
x =0,
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donde A y b son los definidos anteriormente y C es una matriz k x n. Su
resolucion consiste en hallar todas las caras eficientes maximales.

El concepto de cara dado en la Definicion 2.1 puede ser de utilidad
para resolver este problema, si se tiene en cuenta el siguiente resultado
de PPLM:

Sea F, una cara de Py caracterizada por los vectores {A};.; (Teore-
ma 4.1). Si x, € F, es eficiente, entonces F es eficiente. Contrastar si X,
es eficiente equivale a resolver el problema:

k
Maximizar ) ¢
i=1

Sujeta a Y c¢jx;— &= ) ¢;X; para i=1,.,k

JeN jed
je

M ={1,2,..,n}

y comprobar que ¢; = 0 para todo i. Si existe algin ¢ > 0 o el problema
es no acotado, entonces la cara F; no es eficiente. Este hecho facilita la
resolucion de un PPLM cuando empleamos el concepto de cara dado
en la Definicion 2.1.
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