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RESUMEN

Se estudia el Problema de Decision cuando el ambicente es de incertidumbre
parcial, en el sentido de que la distribucion a priori —que se supone absoluta-
mente continua— sobre el espacio de estados —un intervalo real— no se
conoce en su totalidad, sino que tan solo se posee informacion respecto a las
probabilidades de algunos subintervalos de ® o acotaciones de éstas, asi como
algunas restricciones sobre los momentos y ciertas generalizaciones de éstas,
dentro de este contexto.

Ademas de las correspondientes caracterizaciones, se dan algoritmos de
resolucion, los cuales son también analizados.

Palabras clave: Incertidumbre parcial. Criterios de decision. Programacion
lineal generalizada. Método minimax.
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SUMMARY

The Decision Problem when there is an environment of partial uncertainty
is studied, in the sense that the a priori distribution —which is supposed as
absolutely continuous— about the space of conditions —a real interval— is
not completely known, but we have only got information in relation to the
probabilities of some ® subintervals, or boundaries of these, as well as some
constraints about the moments, and certain extensions of these within this
contexto.
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1. INTRODUCCION

En un problema de decision (®, A, p) bajo ambiente de incertidum-
bre parcial, el decisor no posee suficiente informacién sobre el espacio
de estados como para fijar una distribucion a priori sobre él, pero
tampoco se encuentra totalmente desinformado pudiendo establecer un
subconjunto de la clase de las distribuciones a priori en donde él supone
que se encuentra la que mas fielmente refleja la realidad. Se ha estudia-
do el problema cuando el espacio de estados es discreto y se conoce un
preorden sobre los estados empleando el criterio minimax.

Cuando el espacio de estados es continuo, el decisor puede poseer
informacion acerca de las acotaciones de algunos momentos de la
distribucion del tipo:

C, <E[6F]<C, con C,, C, keR constantes (1)

También puede conocer las probabilidades de algunos subconjuntos
del espacio de estados o ciertas restricciones sobre ellas (por ejemplo,
que un subconjunto de ® sea mas o menos probable que otro).

Este articulo estudia el problema (®, A, p) con ® intervalo finito de
R, cuando las distribuciones a priori verifican restricciones del tipo (1) o
ciertas generalizaciones suyas y se conocen las probabilidades de una
serie de subintervalos de ® o acotaciones de éstas en intervalos fijos. El
criterio que se aplica es el minimax transformandose el problema inicial
en un problema de programacion lineal generalizada y en un problema
minimax sin restricciones y se dan algoritmos de resolucion de dichos
problemas.

2. DESCRIPCION DE LOS PROBLEMAS

Notaciones y planteamiento

Sean ® = [a, b] espacio de estados, A conjunto de decisiones aleato-
rizadas y IT clase de las funciones de densidad con un niimero finito de
puntos de discontinuidad en su funciéon de distribucion.

Sea #(0,0), 6 ®, e A funcidon de riesgo y

p(f,&)zfr(O,é)f(())d() Vfell, VoéeA

[©]
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Nuestro problema va a ser calcular
inf sup p(f, 9), 2)
deA feK

donde K es la clase de las funciones de IT tales que:

J 40)f(0)d0 <0, k=11
)

A3)
y ¢(0), k = 1,1 son funciones continuas en ©, conocidas.
Asi, por ejemplo, podemos tener las restricciones del tipo
C, <E[0F]<C, keN fijo
Sean:
w; = P{0ela,a;,,]} fijas, i=1,n0,>20 ) o =1
i=1
. (4)
a,=4a,a,,,=b,a;,<da;,,i=1,n

las probabilidades que el decisor establece debido a su conocimiento
parcial de la distribucion a priori.

Sea
V=11 aa)
Vy=pnwmydeY, k=11
)= T ard) . a) = 3wl
Sean:

U+ = {aeRlaL_{ = (ul""aul), u,’ > Os l= r}

U, = {iie U 3y(d) = min y(u)}
ueU'

1
Y(u) = max {q.,(y) - > uqu(y)}

yeY k=1

{
Y(u) = {ye Yayu) =q,(y) — ), uqu(y)}

k=1
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Sean los problemas:
Encontrar y;e Y, p;e R tales que:

1+1

max z quo(yj)
j=1

sujeto a
I+1

quk(yj) <0,k=1,1
=1

J

(A)
I+1
j=1
Encontrar y;eY, u;eR, y;,€R, j= 1,1 tales que
© min u; 4,
sujeto a
1
qo()’j) - z g y) — w4 <0, j= Li+1
k=1
(B)
uk 2 0, k = l,l
min (u) ©

ueU*

El problema (A) y su dual (B) son la discretizacion del problema (2)
para 6 € A fijo, reduciendo dicho problema a uno de programacion
lineal generalizada implementable utilizando los algoritmos 1 y 2 que se
dan en apartados posteriores, o similares.

El problema (C) transforma el problema (2) en uno minimax sin
restricciones mas tratables matematicamente.

3. RESOLUCION DEL PROBLEMA

Comenzaremos fijando 6 €A y resolveremos

sup p(f, 6) (®)
feK

El siguiente teorema relaciona las soluciones de los problemas (5),
(A) y (O).
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Teorema 1

El problema (5) es equivalente al problema (A) y si ademas 0 € int co
Z donde int es el operador interior y co Z es la clausura convexa de:

Z = {(qo(y)a ey ql(y)) € Rl+ 1’ y € Y}

entonces:

a) Las soluciones de los problemas (A) y (C) existen y los valores
optimos de ambos problemas coinciden.
b) Para cualquier solucion h* del problema (5),

Jux e Ux 3soporte hx = Y(ux)

Demostracion:

Se tiene que (Salvador (1987))

co Z = {(Qo(f)’ ooy Ql(f)) Sfe I?}

donde:

Q) =J q(0)f(0)do , k=01

0

y K es la clase de las funciones de densidad que verifican (4). Por lo
tanto, el problema (5) serd equivalente a:

max z,
sujeto a

7, <0, k=1,1 (6)

con (z,, .., z;)€co Z. Este problema tendra solucion al ser Z compacto.
Ahora bien, por el teorema de Caratheodory, el conjunto de puntos
extremos de co Z es:

1+1 1+1
{Z_GR1+IBZ,‘= Z p/qk(.}_)_]), .vjeYa p1>0,1=1al+1’ k‘:Oal’ lpjzl}
i=1 =

J

1
Sea L(u,z) = z, — Y, uz, una funciéon de Lagrange del problema (6).
k=1
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Como Oeint co Z se tiene que si z¥ es una solucion de (6)
z¥ = max max L(u,z) = min max L(u,z)
zecoZ ueU* ueU' zecoZ

Se sigue que:

1
zy = min max J [9,(0) — Y. waql0)]f(0)d0
uelU’ feKk Jeo k=1

y de aqui se deduce a) y b).

De esta manera el problema (2) queda reducido a resolver el siguien-
te problema minimax sin restricciones.

Minimizar con respecto a d€ A, ue U'

]
7(0, u) = max [qa(y) -2 uqu(y)} (7
yeY k=1

El siguiente resultado da una condicion de optimalidad basada en el
método del simplex revisado, para el problema (A) que se utilizard en
los algoritmos que daremos para su resolucion.

Teorema 2
Bajo las hipotesis del teorema anterior y si p = (py, ..., P;+;) €S Una
solucion para y = (y,, ... 7,4+ ,) € R'* 'xO fijo, entonces el par y, p es so-
lucion optima del problema (A) si y sOlo si para § existe una solucion
(4, ..., U4 ,) del problema (B) tal que
I
) = Y, wmqdy) —uy; <0 VyeY
k=1
Demostracion:

=) Sea (u¥,..,uf, ) solucion de (B) y (u,, ..., u;) de (C)

Sea i, ,

1
min max [fzo(y) -y uqu(y)} =

ueU' yeY k=1

1
max [q,,(y) - uqu(y)}

yevY k=1

I
Sea Y,(u) = max [‘Io(yj') - z “qu(J’j):'

j=1L1+1
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Se sigue que:

) = mir} Ylu) = miQ Y () = ¢ w*) = uf, | =
uelU uelU

= () = Y() = ¥, (u*) = (4, ..., u,,,) es solucion de (B)

<) De la dualidad entre (A) y (B) se sigue que
1+1
Y, D7) = (@)
=1

donde p es solucion de (A). De la dualidad entre (A) y (C) se sigue que
para cualquier y,.., )4, p satisfaciendo las restricciones de (A)

I+1 _
Z quo(yj) < Y(u)
j=1
Se sigue que:
I+1 ) I+1
P4.(y) < Y Pay;) = b,y es solucion optima de (A)
=1 j=1

J

Teniendo en cuenta este resultado se obtienen los dos algoritmos
siguientes para resolver el problema (A) y, equivalentemente, resolver el
problema (5)

Algoritmo 1

Fijamos puntos y, = (J,. 1, ... Jo.1+1) y resolvemos el problema (A) para

Ji=Vop =11+ 1
Sea p, = (p%, ..., pY. ;) solucion de este problema.
Sea i, = (u,...,u3, ) solucion de (B). Si u, satisface que

1
4,00 — Y upqly) —upy, <0 VyeY

k=1
entonces el par j,, p, es solucion de (A). En caso contrario sea j° € Y tal que:

1

A(.)—}-Oa ﬁa) = (Io(fo) - Z ul?qk(.}_)o) - u;)+l > 0
k=1

1 1
q,(7°) — kZ upqi(7°) = max {qo(y) -y u,?qk(y)} — &,

=1 yeY k=1

45



TRABAJOS DE INVESTIGACION OPERATIVA. Vol. 4. Nam. 1, 1989

Sea p, una solucion del problema:

1+1
Max Y pg,(7;) + pg,(p)
i=1

J

sujeto a
l

[\/]+

~

M+ 1
—

(D)

l —
Pﬂk(fj) +pa(y)) <0 k=1,1 }

Il
—
M
~
+
—

pi+p=Lp,p=20 j

I

j=1

con J;= 3, § = J°.

Sean Jy y,... V1. 1+, aquellos puntos de J, .., Jo 41, VO Qque
corresponden a las variables basicas de p,. Con esto termina el primer
paso del algoritmo.

En general, después de la s-ésima iteracion tenemos puntos j ;,
. Js.1+1» UNa solucion p; y la solucion correspondiente i al proble-
ma (B).

Para un ¢, > 0 encontrar y* tal que

]

AG’, i) = 4,(7) — Y. wg(7) — ujsy >0

k=1
1 1

2,(7) — Y. wq,(7) = max [¢,(0) — Y uiq,(»)] — &

k=1 yeY k=1

Si no obtenemos A(j*, #1) > 0 para valores decrecientes de ¢ llegamos
a una solucion Optima; en caso contrario resolver el problema (D) con
Vi=Vsp Y=V

Sean 514 1, Vs+1,1+1 aquellos puntos de yg 4, ..., 5.1+, J° que co-
rresponden a las variables basicas de la solucion p,., de (D).

El par jo.; = (Js+ 1,15 Vs+1.1+1) Ps+1 €8 la nueva aproximacion
a la solucion de (A).

Sea I = {keu; =0}, I = {keu; > 0}

A ={e=(ey,..e) 3] = 1, >0 si kel}

1
Js = mMax min {Z ek‘]k(}_’s.j)}

éeA; jep;>0 (k=1

!
Yyu) = max |:qo(.)7s, )= Z e gi(Vs, ,):l

j=11+1 k=1
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Teorema 3
En las condiciones del teorema 1 y si:

a) 3Jt(«) no decreciente, xe [0, o0), 7(0) =0, () > 0 si a > 0 tal
que y, < —t(Y(dy) — Yluy).

b) ¢, >0,¢, — 0sis— oo, entonces cualquier subsucesion conver-
gente de j,, p, converge a la solucion del problema (A).

La demostracion puede verse en ERMOLIEV y otros (1985).

Sin embargo, este algoritmo no garantiza la convergencia. El si-
guiente algoritmo en una modificacion del anterior basada en el método
de Kelley para minimizar la funcion y(u) y es convergente.

Algoritmo 2

Elegimos una sucesion de nimeros reales positivos {p}y-, pone-
mos r, = 0 y seleccionamos puntos iniciales y, i, ..., J, ;+, tales que el
problema (A) tiene una solucion con respecto a p para y; = j, ;.

Sea p, unasolucion de este problemay i1, la correspondiente solucion de
(B). Tenemos que encontrar j° tal que

1
qo(yo) - Z ul(c)Qk(yO) > l//(ao) — &,
k=1
donde ¢, es un namero positivo. Si para cualquier ¢, y el correspondien-
te 7° tenemos:

1
AY°, a,) = q,(7°) — kZI weq(y°) — uiy; <0

entonces el par j°, p, es solucion optima de (A).

En caso contrario seleccionamos ¢,, y° tales que A(j°, i,) > 0 y po-
nemos A, = A(J°, i,).

Suponer que después de la s-ésima iteracion tenemos puntos j, »
j = 1,1, una solucion p, del problema (A) para j; = j, ,,j = 1,1, una
solucion ug de (B), un nimero positivo r, y otro A,

Encontrar una solucion aproximada j*, tal que

]

9 .}75) - Z uiqk(ys) > l//(l’_ls) - &

k=1

1
9, 7) — Y. waly) — uj, = A, d) > 0

k=1
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Si esto no es posible V ¢, > 0 hemos llegado a una solucion. De otra
forma, considerar los 2 casos siguientes:

a) A(ys’ iis) < (1 - .urs)As

En este caso tomar A, = A dy), L, =1+ 1, rgy=r;+1y
Vs+1.10 - Vs+ 1.1+1 aquellos puntos de y 4, .., Js;, J que corresponden

a las variables basicas de la solucion pg, ;.

b) A()—)s, as) > (1 - :ur_;)As'
En este caso tomar Aj.y =A, L,y =L+ 1, 1,0 =7, o1, =

= ys,j’ ] = 1’ ls’ }7_g+ 1,0s+1 — y_s
Encontrar una solucion de (A) para j; = j; , j= L, y o1 =3y
las correspondientes soluciones duales i, , y proceder a la siguiente

iteracion.

Teorema 4
Si se satisfacen las condiciones del teorema 1 y

s e

a) >0 8 — 0, u;, >0, Y p = .
s=0
Is

b) e/u, — 0 si s — o0, entonces Y piq,(J, ;) converge al valor
i=1

optimo de (A).
4. ACOTACION DE PROBABILIDADES
Si a las funciones de K se les exige que presenten 2 trozos
[a,a,], [ay,a;5] con Pl0€[ay,a]]€le, f1y [e, /1< [0,1] fijo, son
validos los resultados anteriores con
Y = [a;,a,] x [a,,a3] x [e, f]
qo(Ol’ Oza OC) = “r(ola 5) + (1 - “)"(029 5)
404,05, 9) = aq(0,) + (1 —2)g0,) k= 1,1
Sin embargo, en este caso, el problema (A) puede simplificarse. Este

problema tiene la forma:
Encontrar 0;€[ay,a,], 0j€[a,a;], aje[e, f1, pjeR, j= 1,1+ 1 ta-

les que:
1+1

Max Z pj(ajqa(()j) + (I — 9‘,‘)‘10(0}))
=1
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sujeto a:

1+1

Z D; 0‘j‘lk(oj) + (1 — O‘j)Qk(O})) <0 k=11
j=1

I+1

Y opj=1,p;20j=11+1

i=1

Si hacemos el cambio de variable p; = p;-a;, j = 1,1 + 1 el proble-

ma se transforma en:
Encontrar 0;€ [a,,a,], 0;€[a,, a;3], ppp;eR, j= 1,1 + 1 tales que:
I+1 1+1
Max ) pa,0) + ), piad0;) — q.(07)
j=1 ji=1
sujeto a:

I+1

+1 .
Y Pa0) + Y piau0) — a0) <O k=1,
ji=1

j=1

I+1

Ypj=1,p;20 j=11+1

i=1

pi—bp; <0 j=11+1 (E)
ap;—p;<0 j=11+1

problema mas tratable matematicamente que el anterior pues desapare-
ce la no linealidad en a,.., .
Su problema dual sera:
Min w4 5
sujeto a

]

309 — Y. wgu(0) + fuy; — euy g — U343 <0
K=1

1

qo(gj)_qo(o}) - Z uk(qk(oj)_qk(es'))_ul+j+u21+j+ 1 <0 ]=T’T+—1
1

k=

w >0, k=T13+2 (F)

El siguiente resultado establece la condicion de optimalidad para el
problema (E).
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Teorema 5

Si p,p’ es una solucion Optima del problema (E) para 0,6 fijos,
entonces el par (0,7), (p,p’) es una solucion optima de (E) si y solo
si para 0,0 existe una solucion (i, ..., 43,4 3) del problema (F) tal que
VOela,,a,]l,0 €la,,a;]

i=e, f

1
max {2610(9) + (1—=2)q,0) — . uk(lqk(0)+(1—7~)qk(0'))}—
k=1
— U3z S 0
Demostracion:

=) Si (0.8), (p, ') es una soluciéon o6ptima de (E) entonces

VOela,a,], 0elayas], u,u’ =0
!
q,(0') — Z gy (0) + fu —ew' — 3,3 <0

k=1

1

4,(0) — 4,(0) — Y. wlgd0) — q0)] —u +u' <0

k=1
de donde se sigue que

1

q4,(0) + f(,0) — a,(0)) — 3. @[ f(qu0) — qu0") +

k=1
+ Qk(ol)] + (f— e)u, - '/731+3 <0

i

q,(0) + e(@,(0) — q,00) — . wlelg0) — q(0) +

k=1
+ q0)] + (f—eu — 3,3 <0

Tomando u = u’ = 0 sale la condicion.

<) Se sigue que (i, ..., U, i3, 3) €s solucion de (B) y es Optima, al
ser (A) y (E) equivalentes y (E) y (F) duales se sigue la tesis.

Por lo tanto, se podran aplicar los algoritmos 1 y 2 para resolver
los problemas (E) y (F) y se tendran resultados analogos a los teoremas
3y4

Un estudio analogo se haria si en lugar de ser dos los subintervalos,
fueran n.
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5. CONCLUSION

Hemos planteado un problema de decision en ambiente de incerti-
dumbre parcial (5) que hemos transformado en tres problemas: dos de
ellos, los problemas (A) y (B), de programacion lineal generalizada, y el
tercero, el problema (C), un problema tipo minimax sin restricciones, y
hemos dado 2 algoritmos para resolver los problemas (A) y (B).

El problema inicial (2) queda reducido a un problema de minimizar
en J € A las soluciones calculadas por el algoritmo 2, o bien, a resolver el
problema (7) que es un problema tipo minimax sin restricciones.
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