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RESUMEN

En la Teoria de la Decision en Grupo, cuando los expertos emiten su
informacién sobre los objetos de una manera probabilistica, se pueden cons-
truir Principios de Consistencia que satisfagan los cinco axiomas de racionali-
dad y no sean dictatoriales [ver Sanchez-Pérez-Domench (1986)].

Partiendo de esta situacion, en el presente articulo se analizan y proponen
diferentes métodos y algoritmos para transformar relaciones sociales aleatorias
en deterministicas, continuando y completando asi investigaciones anteriores.
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SUMMARY
Title: Transformation of stochastics consistency principles in deterministics

In Theory of Group Choice, when the information expressed by experts is
stated in probabilistics terms, it is possible to build consistency principles that
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satisfy the five rationality axioms and they are not dictatorial [see Sanchez-
Pérez-Domench (1986)].

Starting from this situation, several methods and algorithms are analysed
and proposed for the transformation of social relations stochastics in determi-
nistics, going on and completing in this way previous researchs.

Key words: group choice, stochastic matrices, consistency principles, algo-
rithms.

1980 AMS classification: 90A07, 15A51, 90A08, 90A99.

1. INTRODUCCION

El problema central de la Teoria de Decision en Grupo radica en
construir un Principio de Consistencia (PC) o Regla de Decision en
Grupo que asocie a cada m-tupla (R;, R,, ..., R,,) de relaciones, dadas
por los m expertos o miembros del grupo ¢ = {G,, G,, ..., G,,} sobre el
conjunto O = {0,, 0,, .., 0,} de objetos, una relacion de Grupo R, a
partir de la cual se decida el orden final global entre los objetos de @. Se
supone, obviamente, que la Relacion Individual R;, suministrada por el
experto ¥; recoge las preferencias ordinales de dicho experto sobre el
conjunto de objetos €.

El Teorema de Imposibilidad de ARROW [ver Mirkin (1979),
Domench (1986)] afirma que no existe ningin PC que verifique los
cinco axiomas de racionalidad (Universalidad del Conjunto de Relacio-
nes, Independencia de Alternativas Irrelevantes, Monotonia, Condicion
de No Imposicion de la Decision de Grupo y Principio de Pareto)
cuando se exige ademas que la Relacion de Grupo R sea transitiva.

En Domench (1986) y Sanchez-Pérez-Domench (1986) se muestra la
existencia y construccion de PC que satisfacen los axiomas de imposibi-
lidad d¢ ARROW cuando los expertos emiten su informacion de mane-
ra probabilistica sobre el espacio de posibles relaciones.

Teniendo en cuenta estos resultados, en el presente trabajo se
exponen y analizan diferentes métodos y algoritmos para transformar
relaciones sociales aleatorias en relaciones deterministicas. Estos méto-
dos se pueden englobar en dos grupos diferentes: el grupo primero con
los dos métodos del paragrafo 3, y el segundo con los tres métodos del
paragrafo 4. :

La matriz basica para construir los dos primeros métodos es T;(P),
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cuyo elemento ij-ésimo representa la probabilidad de que el elemento O;
ocupe la posicion j-é¢sima dentro de la decision de grupo determinada
por la relacion aleatoria. Ambos métodos se establecen en base al
significado de la matriz T;(P).

Los tres métodos del segundo grupo han sido diseiiados en funciéon
de una matriz T(P), cuyo elemento ij-ésimo representa la esperanza
matematica de una variable aleatoria a;(w) que, a su vez, pretende
medir las preferencias de O, sobre O; en la ordenacion representada por
. El método de las permutaciones se basa en una idea utilizada por
Marcotorchino-Michaud (1979) para obtener una regla de decision de
grupo deterministica, cuando los decisores establecen sus preferencias
por comparacion de pares de objetos. El método de las matrices
positivas se basa en el utilizado por Berge (1973) en una aplicacion del
problema del camino de longitud extrema en un grafo, para determinar
el «indice de poder de un jugador dentro de un torneo». Finalmente, el
método de los umbrales ha sido especialmente construido para el
objetivo propuesto en este articulo.

2. TERMINOLOGIA Y CONCEPTUALIZACION
Se denota por

Q = (w/w es un orden estricto sobre los elementos del conjunto O} =
= {w = (044, > Oy > -+ > 0,,)/{i(1), i(2), ..., i(n)} es una per-
mutacion de {1, 2, .., n}}

y como o-algebra sobre  se toma el conjunto de las partes de €,
Q= P@d).

Se supone que la relacion de grupo es aleatoria y viene dada por una
probabilidad P, definida sobre el espacio probabilistico (Q, Q).

El objetivo del presente articulo consiste en construir, partiendo de
la probabilidad P que se supone conocida, una relaciéon de grupo R que
sea reflexiva y transitiva.

2.1. Se definen sobre Q, n funciones f,f5, ....f, de la manera siguiente

J{®) =f(0i1y > Oiy > - > 04) = Oy,  Vj=12, ., n
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es decir, la funcidon f, Vj, asocia al elemento weQ el objeto
Oy, que ocupa el lugar j-ésimo en el orden estricto w. Sean

'Q;; = {weQ/ el elemento que ocupa el lugar j-ésimo en

es 0;} = {weQff(w) = 0;}
lpij = P(IQij) = Z P(w)

welQy;

y, la matriz n x n
Ty(P) = (1pij)

donde

Puesto que tanto (1Q;,, 'Qy,, ..., 'Q;,) como (Q,;, 'Q,;, .., 'Q,) son
particiones del conjunto €, resulta que la matriz T,(P) es doblemente
estocastica:

Zilpij = 1 = Zjlpu V], Vi
Esta matriz va a ser basica para la construccion de la relacion R del
método 1 que se propone en el paragrafo 3.
2.2. Sean ahora
2Q;; = {weQ/en w, O; va delante de O}

2Pij = P(ZQij) = Z P(w)

we2Q;j

y, la matriz n x n,
T,(P) = (Zpij)
donde

i=1,2 .,n ; j=12 .,n
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23. Y sean

k si en o, O; va k lugares delante de O;

(X,-j((l)) = {

0 si en w, O; no va delante de O;

3pij = Zye “i;(w) P(w)
y, la matriz n x n,
T(P) = (3pij)

donde

Es inmediato que si, en este Gltimo caso, se definiese la funcion «;(w)
de un modo diferente, aunque consistente con el orden, se obtendria una
metodologia general para la construccion de la relacion R.

Obsérvese, ademas, que si

1 si en w, O; va delante de O;

o; j(w) = {

0 si en w, O; no va delante de O;

entonces, se tiene que

2py = PCQyj) = Y, P(@)= Z,qx{w) P(w) = *p;;

we2Q;j

y como consecuencia, coincidiran con otra abstracta las metodologias
que construyan la relacion R a partir de las matrices T,(P) y T5(P) de los
casos 2.2 y 2.3, respectivamente. Esta metodologia abstracta coincide a
su vez con la que construye la relacion R a partir de la matriz T(P) del
siguiente apartado:

24. Finalmente, se puede también definir

—k si en w, O; va k lugares delante de O;

Vit o) —
A C) { k si en w, O; va k lugares delante de O;
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y en este caso, la matriz cuadrada correspondiente es

T(P) = (pij)
donde
i=12 ..,n ; j=12,.,n
siendo
Pij = Zpe @) Pl@), Vi#j ; p;=0Vi

Obsérvese que ahora T(P) resulta una matriz antisimétrica:

Dij = —Dji Vi, Vj

3. CONSTRUCCION DE R A PARTIR DE LA MATRIZ T,(P)
3.1. Meétodo 1

La idea fundamental de este primer método se basa en la definicion
de una aplicacion g del conjunto ¢ de objetos en el conjunto R de los
nimeros reales

g 0->R

para, a partir de dicha funcion, construir la relacion de grupo R, de
forma general, como sigue:

(0 Oj) ER, <= g(0)) = g(oj)
En realidad, no se va a definir aqui una unica funcion g, ya que ésta
va a depender de la matriz T;(P) y de un vector paramétrico a = (a,, &,
.., &) € R" al cual, por otro lado, se va a exigir que verifique la siguiente

condicion:

0C1>0(2>--->0Cn>0
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Bajo esta ultima hipotesis, se puede definir g = g, como sigue
9.0, = X} o 1pij = Zj o P(IQij)
de modo que las siguientes propiedades de R, (donde R, = R, g = g,)

son inmediatas:

R.1) Va, R, es un orden débil y, en consecuencia, es una relacion
reflexiva y transitiva.

R2) Si a4, ,, .., a, forman una progresion aritmética, entonces R,
permanece inalterable.

Con este procedimiento se obtienen relaciones deterministicas que
son reflexivas y transitivas, consiguiéndose asi el objetivo buscado.

3.2. Método 2

Sea m = {i(1), i(2), ..., i(n)} una permutacion arbitraria de {1, 2, ..., n}
y ay >a, > --- >oa, = 0 nimeros reales.

Asociada con la permutacion n y con el vector a = (a;, ®,, ..., d,), S€
define la siguiente funcion objetivo:

Fila, n] = Zjaj[ZtSj lpi(j)t + g1 1Pi(:)j]

La relacion R,, para a fijo, que se construye mediante este método
es la correspondiente a la permutacion =, = {i%1), i°(2), .., i°(n)} que
maximiza la funcion objetivo F,; es decir,

(0,0)eR,<i=1i%0), j=1i%) con t<s
siendo, ademas, =, tal que
Fiylo, mo] 2 Fy[a, 7]
para toda © = {i(1), i(2), .., i(n)} permutacion del conjunto de indices
{1, 2, .., n}.

La relacion deterministica R, obtenida con este segundo método es
trivialmente reflexiva y transitiva.
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Observacion

La funcion objetivo del método 2 se puede sustituir por
Fyla, n] = Zj{aj[zt5n+1—j lpi(t)t+1—j +<pr1-j 1Pi(t+l——j)t] - % 1Pi(j)j}
y construir la relacion R,, para « fijo, a partir de la permutacion ©, que
maximice esta nueva funcion.

Es inmediato que, una vez fijado «, se verifica F,[a, 7] > F [a, 7]
V 7, aunque se adapta mejor al objetivo del problema F; que F,.

Por otro lado, con el método 1 se obtiene una permutacion
n = {i(1),i(2),...,i(n)} del conjunto de indices {1,2,..,n} tal que

gl0:] <9[0y Vit < s, es decir, cuyo vector (g[0yy, ., g[O0in)]) es el
lexicograficamente mayor. Ademas, se tiene que

ztg[oi(t)] =X %; aj 1Pi(z)j =X %, lpi(!)j = Fila, ] Vrn

4. CONSTRUCCION DE R A PARTIR DE LA MATRIZ T(P)

Cada elmento p;; de la matriz T(P) se calcula por la féormula
siguiente

Dij = DIFN aij(w) P(w)
donde o;{w) es una cualquiera de las funciones definidas en el paragrafo
2, apartados 2.3 y 2.4.
4.1. Método 1 (Método de las Permutaciones)

El objetivo consiste en hallar una permutacién n, = {i%1), i°?2), ..,
i°(n)} que maximice la siguiente funciéon objetivo:

F[n] = F[{i(l), i2), ..., l(n)}] = 23122 Z:Sj— 1 [pi(t)i(j) - pi(j)i(t)]

El algoritmo heuristico que se propone a continuaciéon proporciona
una buena solucion al problema anterior:
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Algoritmo de las Permutaciones
Se denota por
AP ik = Pjk Vijk
Paso 1: Colocar j=1, s =n.

Paso 2: Calcular el indice j(0), j < j(0) < s, que maximice la funcion
2:chj[ij - ij]-

Paso 3: Realizar las siguientes transformaciones:

eparak=1,2 .,nyj<r<j0), se coloca "p; =“piowy " "Prs 1=
= Aprk; ademés, Npr’k = Apr’k Si r >](O) y Npr'k = Apr’k Si r <.]

e parak=1,2 .,ny1<r<n se coloca “p, = "p,,

eparak=1,2,.,nyj<r <jo0)se coloca *p,; = “pj0) ¥ "Prrs1 =
= 4p,,; ademas, se pone “p,,. = “4p,, si ¥ > j(0) y se coloca Vp,, =
=4p,., sir<j

e finalmente, para k= 1,2,.,n y 1 <r < n se coloca “p,, = Vp,,.

Paso 4:

® si j < n se coloca i(j) = j(0), j=j+ 1 y se vuelve al Paso 2.
@ si j = n, el algoritmo acaba.

Una vez finalizado el algoritmo, la permutacion buscada viene dada
por my = {i(1), i(2), ..., i(n)}, que es una solucion aproximada para el
problema de maximizacion de la funcion F.

Ahora, basta definir R de modo que

(0, O)eR<=i=i(t), j=1is) con t<s

para que la relacion deterministica R satisfaga las condiciones exigidas a
toda relacion de grupo.
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Observacién

El significado del Paso 3, en el algoritmo anterior, es el siguiente:
1.° La fila j(0) se lleva al lugar j.

2.° Las filas que van desde la j hasta la j(0) — 1, se deslizan un lugar;
es decir, la fila j pasa a ser la j + 1, hasta la fila j(0) — 1 que pasa a
ser la j(0).

3.° Las filas anteriores a la j y las posteriores a la j(0), no se alteran.

En la matriz que se obtiene después de efectuar estos cambios, se
vuelven a realizar los siguientes:

4° La colufmna j(0) se lleva al lugar de la columna j.

5.° Las columnas que van desde la j hasta la j(0) — 1 se deslizan un
lugar hacia adelante.

6.° Las columnas anteriores a la j y las posteriores a la j(0), no se
alteran.

4.2. Meétodo 2 (Método de las Matrices Positivas)

Notese, previamente, que si-se suma una cantidad constante a las
funciones «;(w) resulta que las matrices correspondientes T(P) aparecen
también transformadas por la suma de otra cantidad constante, lo que
no afecta de manera esencial a dicha matriz. En consecuencia, sin
pérdida de generalidad, se puede suponer que

o w) >0 ViijyVo

Bajo la hipotesis anterior, es inmediato que la matriz T(P) tiene
todos sus elementos positivos y, por el teorema de PERRON [ver
Gantmacher (1965)], existe un vector propio 4 = (4,, 45, ..., 4,) asociado
con el valor propio de maximo valor absoluto de la matriz T(P), de
modo que A tiene todas sus componentes positivas.

Ahora, se puede definir la funciéon

g: O > R de modo que g(0) =4, Vi=1,2, ., n
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y utilizar esta funcion para construir un orden débil R, sobre el
conjunto @ de objetos:

(0% Oj) ER, <= g(0) = g(oj)

en consecuencia, R, es reflexiva y transitiva, ademas de deterministica.

4.3. Método 3 (Método de los Umbrales)

Se entiende por umbral U cualquier niimero real utilizado como cota
inferior.
Para cada umbral U, se construye la siguiente relacion

R(U,) = {(Ois Oj)/pij —Pi= U1}

Suponiendo que Vi, Vj es p;; > 0, resulta inmediato que
e si U, > max {p;;} entonces se tiene que R(U,) = &
e si U, < min {—p;;} entonces se tiene que R(U,) = O x 0.

Puesto que ambas relaciones seon transitivas, se puede afirmar que
existen valores de U, para los cuales la relacion R(U,) es también
transitiva.

Obsérvese que si UF = max {p;;}, tiene sentido considerar la relacion
R(U,) para cualquier valor de U; comprendido entre —U¥ y U¥.

Por otro lado, es evidente que si U? < U}, entonces R(UY) o> R(U});
en este sentido, se puede afirmar que la relacion R es decreciente.

Asi pues, el problema a resolver consiste en determinar el maximo
del conjunto ¥~ siguiente

v = {U/—U¥ < U < Uf y R(U) es una relacion transitiva y completa}
donde por completa se entiende que

V 0,, O; se verifica o bien que (0, 0;)eR(U)
o bien que (O;, O;) e R(V)
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Es inmediato que el problema anterior tiene siempre solucion; en
consecuencia, puesto que cada elemento U del conjunto ¥~ proporciona
una relacion R(U) transitiva y completa, en particular el maximo de
dicho conjunto proporciona también una tal relacion que sirve, pues;
como solucion al objetivo propuesto de encontrar una relacion determi-
nistica, reflexiva y transitiva.
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