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RESUMEN

Las propiedades geométricas del conjunto factible del dual de un problema
semiinfinito lineal son analogas a las correspondientes para el caso finito. En
este trabajo mostramos como, a partir de la caracterizacion algebraica de
vértices y direcciones extremas, se consigue la correspondiente para aristas
infinitas, estableciéndose asi las bases para una extension del método simplex a
programas semiinfinitos lineales.
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SUMMARY

The geometric properties of the dual feasible set in a linear SIP are similar
to the correspondents in the finite case. In this paper we obtain the algebraic
characterization for infinite edges starting with the known characterizations for
vertices and extreme directions, setting up the foundations in order to get an
extension of the simplex method for linear semiinfinite programs.

Title: Algebraic characterization for the infinite edges of a dual feasible set in a
linear semiinfinite program.

Key words: linear semiinfinite programs; duality; vertices and extreme direc-
tions.
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1. INTRODUCCION

Sea T un conjunto de indices (en general no infinito).

Sea R™ el conjunto de las sucesiones finitas generalizadas. (Tales
sucesiones, indicionadas por T, tienen todas sus componentes nulas
salvo un numero finito.)

Si Ae R'™D definimos el soporte de A, supp 2, como

supp A:={te T/A,+#+0}, conjunto finito.
En R™ se define la norma de Chevyshev en la forma habitual:
|l =méx{|4), te T)
Ademas, por conveniencia notacional, definimos la funcidon
m: RM 710, +oo[ de forma que m(4)=min{|4,, tesupp 1}.
Por analogia con la notacion habitual, 0, denotara el cero de R'™.
En la definicion de un conjunto dual factible se consideran tan so6lo

elementos de R‘T’, sucesiones finitas generalizadas con componentes no
negativas, junto a los vectores ce R™ y a,eR™, teT:

A:={2eR'D/)Y Ja,=c}

teT

Tal conjunto aparece en la definicion de un programa dual semiinfinito
(véase Charnes, Cooper y Kortanek (1963)).

Ademas, si T, =T es un subconjunto finito y ordenado,

Ty:={t;, ts, .., t,}, PEN,
denotaremos por A(T;) la matriz cuyas columnas son, precisamente,
a,, a,, .., a, (en este orden)

En las operaciones matriciales cada vector se tomara como una

matriz-columna.

Por otro lado, Py: R™— R denotara la proyeccion de A€ R, con
imagen el vector (4, 4, ..., 4,).
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Adoptamos la nocidon de cono convexo tal como la explicita Rocka-
fellar (1970), es decir, considerando que no contiene necesariamente al
vector nulo. En particular, K(d) es el rayo generado por § y K {a,, a,, ...
a,} es el cono convexo generado por tales vectores (que incluye al vector
nulo).

Las letras griegas minusculas, quiza con superindice, se reservaran
para los elementos de R'™, mientras que los escalares (nimeros reales)
se denotaran por letras griegas con subindice. Los vectores de R™ seran
letras latinas mintsculas, quiza con subindice, y 0,, denotara el vector
nulo.

2. CARACTERIZACION ALGEBRAICA
DE VERTICES Y DIRECCIONES EXTREMAS

Los resultados que presentamos en este apartado son ya conocidos,
si bien aportamos nuevas demostraciones. Asi, la caracterizacion de los
vértices se remonta al trabajo de Charnes, Cooper y Kortanek (1963),
mientras que la de direcciones extremas es mucho mas reciente (véase
Goberna y Jornet (1986)).

Supondremos, en todo lo que sigue, que Ag.

Definicion

Diremos que A€ A es un vértice (0 punto extremo) si no es posible
expresarlo como combinacion lineal convexa de otros dos puntos
distintos de A.

Nota—Obsérvese que R'" es un convexo.

Lema 1

€ R'D es un vértice de A si, y solo si, 2eA y el {a, tesupp 4} es
linealmente dependiente (L.D.).
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Demostracion

Probaremos que, siendo A€ A, entonces: 4 no es punto extremo si, y
solo si, el {a, tesupp A} es linealmente dependiente (L.D.).

Supongamos, en primer lugar, que 4 no es un vértice de A. Entonces
existen A, A% en A, con A!# A% de forma que A es combinacion lineal
convexa de A' y A2. Por ello supp A=supp A! usupp 42 y, como
consecuencia, supp (A2—Ai!)csupp A

Alser Y (A2—Ai}Da,=c—c=0,, resulta que los {a, tesupp A} son

tesupp 4
L.D.
Reciprocamente, si {a,, tesupp 4} es L.D. es porque existe aeRM,
a#0y, tal que Y (x,a)=0,; se elige a tal que supp « < supp A.

Aesupp 4
Eligiendo o «suficientemente pequefio» (por ejemplo, |« ,, <m(4)), se
tiene que A—aeA, A+a€eA, son distintos y

1 1
h=5(A—a)+5(A+)

Definiciones

El conjunto Ay:={6eRP/> 6,a,=0,}\{07} se denomina cono de
teT )
recesion (de hecho, es un cono). Supondremos A, .

Sus elementos son direcciones de recesion para cada punto de A: si
AeN y delA,, entonces A+pu 0, Vpy,=0.

De entre ellas, las que no se pueden obtener como combinacion lineal
positiva de otras dos direcciones —“distintas”— de A, se llaman
direcciones extremas. (Obsérvese que para 6!, 62€ A,, “6! #6%” si, y solo
si, 61 ¢ K(62)).

Tales direcciones extremas admiten una caracterizacion algebraica
sencilla.

Lema 2

6€R'P es direccion extrema de A si, y solo si, 6€ Ay y {[(i'jl, tesupp 5}

es linealmente independiente.
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Demostracion

Probaremos la doble implicacion de las proposiciones contrarias.

Comencemos suponiendo que d € A, no es direcciéon extrema: existen
81, 6%eA,, con &' ¢ K(%), tal que & es combinacidn lineal positiva de
6' y 6% Es evidente que supp é=supp &' Usupp 4%

Sean puyi:=( Y. 6)>0, p;x=( ), 6)>0.

tesupp o' tesupp 62

Los escalares | d} A 53), tesupp 4, son no todos nulos (de serlo,
Ha

6' e K(6?), lo cual no es posible) y verifican

) ) (5} - %ui)[ﬂ =0,.,, por lo que
tesupp 2

{l:‘;'} t e supp 5} es familia L.D.

a
Reciprocamente, si la familia de los 1' , tESUpp 5} es L.D., existe

un ae R, a#07 tal que ) (a,)=0,,y Y, (o)=0, con supp a<supp 6.
teT teT
De la 1ultima ecuacion deducimos que o ¢ K(J).

Tomando o suficientemente pequefio (por ejemplo, |a|, <m(d)), se
tiene que 6l:=6+a y 62:=56—u son elementos de A,, 6'¢K(6?) y &

1 1
=§51+§52, por lo que 6 no es direccion extrema.
Definicion

Si 1 es un vértice de A y deA,, diremos que la semirrecta A=
{A+ 1o 6/1o =0} es una arista infinita si, siempre que A intersecte con un
segmento de A en un punto interior del mismo, dicho segmento esta
contenido en A.

Observacion

Es facil probar, por reduccion al absurdo, que si A es arista infinita,
entonces & es direccion extrema: de no serlo, existirian 6!, 6% € A,,
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01 ¢ K(62), y escalares positivos p,, u, tales que 6=p,0' +p,6% Si
5=ﬂ061+(1

, es evidente que
Hitp Hi+ Ry
—1o)82, con 0< py< 1. Los puntos A+6' y A+ 62 son de A, no estan en
0

Ay, sin embargo, el segmento que definen intersecta con A en el punto
interior po(A+6')+(1—p,) (A+62). En consecuencia, A no es arista
infinita.

denotamos por p,=

3. ASOCIACION DE BASE A VERTICE Y DE SISTEMA
GENERADOR CUASIMINIMAL A DIRECCION EXTREMA

Para poder asociar a cada vértice al menos una base de R™, debemos
suponer que el conjunto {a,, te T} genera R™. Bajo este supuesto, dado el
vértice AeA, y por el lema 1, la familia de vectores asociada,
{a,, tesupp 1}, es linealmente independiente (L.I.), pudiéndose ordenar
una base de R™. Por ello, «cada vértice, A, tiene asociado, al menos, una
base extraida de {a, te T}».

En el caso particular de que el cardinal del supp 4 sea m, se dice que el
vértice es no degenerado. En este caso la base asociada es unica, salvo
ordenacion y posibles repeticiones.

Obsérvese, ademas, que el lema 1 establece una suerte de reciproco: si
la solucion tnica del sistema cuadrado A(T;)x=c es no negativa, siendo
{a, teT,} una base de R™, y T, ={t,, t,, ..., t,,}, tal solucion define, de
forma natural, un elemento 2e R‘Y), que es punto extremo:

Ay =X;

i

i=1,2, ., m 2,=0, te T\T,

Nota—La suposicion de que {a,, te T} genera R™ es, en programacion
lineal finita, una de las piedras angulares del método simplex que permi-
te establecer una asociacion analoga a la descrita entre bases y vértices.

El recurso a variables artificiales y al propio método simplex permite
abordar cualquier problema que no satisfaga, en principio, dicha suposi-
cion (recuérdese, por ejemplo, el método de las dos fases).

A las direcciones extremas se las asocia sistemas generadores lineal-
mente dependientes y minimales, es decir, sistemas generadores que
constan de (m+ 1)-vectores de R™. Les llamaremos sistemas generadores
cuasiminimales. Veamos como se establece tal asociacion.
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Teorema 1

Si 6 es direccion extrema de A y el cardinal de {a,, tesupp 8} es (p+ 1),
entonces: cualquier subfamilia de p vectores es linealmente independiente,
p=1

Demostracion

Sea supp d=1{tg, ty, - Lp}

Multiplicando por un niimero real positivo, Uo, podemos conseguir
siempre que una cualquiera de las componentes no nulas de 6 (en
realidad, de p,0) valga la unidad. Eligiendo, por ejemplo,

1 o
lto=-—, probaremos que {a,, 4a,,, .., 4, } €s una familia L.I

o

Con la eleccion hecha se tiene: a,, +da, -a, +---+da,  a, =0,
P
Para hacer la prueba consideremos escalares o; tales que ) oa, =

i=1

Lo

=0,,. Probaremos que todos ellos son nulos.

P
Operando, se obtiene 0,,=744,, + Y. (709, + %)a,, donde el escalar 3,
i=1

se determina para que

P
Jot+ Y (2+700,)=0

i=1

Las dos ultimas ecuaciones permiten expresar el vector 0,,,, como
e a, | . .
combinacion lineal de los vectores |:1':I, i=0, 1, .., p, que, en virtud del

lema 2, son L.I. En consecuencia, de

70=0
a;+700, =0, i=1, 2, ., p
se concluye que o,=0=0,=---=q

P
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Como consecuencia del altimo teorema, toda direccidon extrema, 6,
tiene asociada un sistema generador cuasiminimal que incluye como
subfamilia al {a,, tesupp J} (por completacion, a base, de {a,,, .., a, } ¥
posterior union con {a, }).

En el caso particular de que no sea necesario completar el {a,,
tesupp 6}, se dice que la direccion extrema es no degenerada.

Hay también, en este caso, una especie de reciproco del teorema 1.

Teorema 2

Si {a,, i=1, 2, .., p} es una familia L.I. y existe otro vector, g, tal
que a,, e K{—a,, i=1, 2, .., p}, entonces la familia de vectores {a,, a,,,
a,p} tiene asociada, de forma natural, una direccuién extrema.

En particular, si {a,,, a,,, ..., 4, } s un sistema generador cuasimini-
mal y existe d € A, con soporte incluido en {t,, t,, ..., t,,}, s€ tiene que o
es direccion extrema.

Demostracion

Afirmar que a,, e K{—a,, i=1, 2, .., p} implica decir que existe
d€A, tal que supp 6 < {tq, t;, ..., t,}. Por el lema 2, bastara probar que

la familia {[alt‘], i=0,1, .., p} es L.I
a,, a,, [a,
Sea Om+1=a0|: 1‘ :|+ocl[ 1' ]+---+oc,,|i 1' ]

Si-fuese a,=0, la independencia de los a,, i=1, 2, .., p acabaria la
‘prueba.

Concluyamos viendo la imposibilidad de que ay#0: si lo fuese,
fijandonos en las m-primeras componentes de la ltima ecuacion ob-
tendriamos:

oy

o
a,, =_(_an)+ "'+—£(_at,)
%o %o

C, . 0 . . g eqe 2
Por hipotesis, —=0, i=1, 2, ..., p y iello imposibilita que Z o; =0,
0o i=0
condicion requerida en la ecuacion inicial!
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4. CARACTERIZACION ALGEBRAICA
DE ARISTAS INFINITAS

Probaremos que, para los conjuntos dual-factibles, es valida la
misma caracterizacion que para el caso finito: dado un vértice, si
consideramos, en la base asociada, todas las posibles columnas con
coordenadas no positivas, éstas corresponden a direcciones extremas
que dan lugar a aristas infinitas. Reciprocamente, cualquier arista
infinita que sale de un vértice dado se genera a través de una columna
con coordenadas no positivas.

Teorema 3

Si AeA es vértice, con base asociada (a,,, a,,, .., a,,) y existe un
vector a, con coordenadas no positivas en dicha base, entonces la
familia (a,,, a,,, ... a,,) es un sistema generador cuasiminimal, con
direccion extrema asociada 8. Ademas, A ={A+ 0, o =0} es una arista
infinita.

Demostracion

En virtud del teorema 2 s6lo queda por probar que A es arista
infinita.

Sea (!, y?) un segmento en A y supongamos que existe u, tal que
pyoyt+(L—py)-y? €A, 0<p <.

Es evidente que supp y' <={to, t;, . tuy=: Ty, i=1, 2.

Consideremos el sistema A(T,)x=c, xe R™*!, cuya matriz de coefi-
cientes tiene rango m. Ademas, Pr (4) es una solucién particular del
mismo, por lo que el sistema sera indeterminado con un parametro
libre. Como, ademas, P (J) es solucion no nula del sistema homogéneo
asociado, resulta que la solucion general es Pr (4)+uo- Pr,(0), po€R.

Todas las soluciones no negativas del sistema se obtienen para
Ho=0, por ser A vértice. '

Como Py, (y') y Pr,(y%) son soluciones no negativas del mismo,
queda probado que y'eA y y2eA.
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Teorema 4

Si A={A+ped, no=>0} es arista infinita, entonces existe una base,
(a,,, ... a,,), asociada a / y existe un vector a,, con coordenadas no
positivas en dicha base, de forma que J tiene asociada el sistema
generador cuasiminimal {a,, a, , .., a, }.

Demostracion

Sea supp 6={to, t;, .., t;} ¥ SUPP A={t .y, ., L4}, CON SUPD
AOVSUPD 0={ty i1y s bgsp)-

Supongamos que a,€{a,._,.,, .. a,.,} (para lo cual basta con
reordenar los subindices si hiciera falta).

Sea Ty:={tg, ty, ., tg tgiy, o tge,} Y consideremos el sistema
homogéneo A(T,)x=0,, xe RI* "1

Probaremos, en primer lugar, que P, (6) es la unica solucion de
dicho sistema (salvo factor multiplicativo).

Sea peR™, supp pc=T,, y Py (p) solucion no nula del sistema.
Tomando p suficientemente pequeiio (por ejemplo, |pl|l,. <min {m(}),
m(d)}), es claro que y'=4i+5+p y y*=/i-+5—p son elementos de A.
Pero 2+5eAnTy?!, y?[ v, al ser A arista infinita, 7! € A y, en consecuen-
cia, p e K(d).

Acabamos de probar, de forma implicita, que rg A(T;)=q+r. Al ser
sus (q+ 1) primeras columnas L.D. -—por estar asociadas a direccion
extrema—-, es evidente que sus (g +r)-ultimas columnas son L.I.

Ademas, por la suposicion hecha al principio, supp 4 < T;\{t,}.

Puedo, pues, completar los vectores (q,,, ..., 4,,,) hasta obtener base
(a,,, .. a,) asociada a A.

Por ultimo, como, por hipotesis,

a,eK{—-a,, .. —a,} = K{-a,, ... —a,}

el teorema 2 garantiza la existencia de una direccion extrema asociada a
{a,,, a;,, ... a, }. Pero si T,={t,, t, ..., t,}, €l sistema A(T,)x=0,, tiene
por solucion a P;,(6) y ésta es Unica (salvo factor multiplicativo), dado
que rg A(T,)=m.
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5. COMENTARIOS FINALES

Con las aportaciones de este trabajo y las debidas a Goberna y
Jornet (1986) cabe pensar no s6lo en una extension del método simplex,
sino, incluso, en un método de descripcion completa (Wintgen (1965)).

Si bien es claro que Kortanek y Strowjas (1985) han probado que un
conjunto dual factible esta, a semejanza de los poliedros, generado por
sus puntos extremos y direcciones extremas (lo cual permite el desplaza-
miento de vértice a vértice en busca de una solucién dptima), no lo es
menos que los conjuntos que nos ocupan presentan una desventaja
fundamental: el conjunto de vértices ya no es, en general, finito (recuér-
dese la asociacion con bases de {q,, te T}) y el de direcciones extremas
tampoco (por la misma razon). Asi, por ejemplo, es facil probar que
para el siguiente problema:

T=N, a,=(1, 0, 0)eR> a,=(0, 2, 1),
ay=(—1, —1, —1), a,=(0, 0, 1) para t>4

y c=(—1,1, 1), los puntos % keN, K>4, son vértices de A, con

1, t=2,3,k . . ., .
A,"-——{ y las direcciones de recesion 6%, k variando en N,

0, t=1{2,3,k}
k =4, con
2, t=1,3
Sk=11, t=2,k
0, resto

son extremas en A.

Hay, pues, que desechar la idea de recurrir a un método de descrip-
cion completa, asi como la de reproducir, tal cual, el método que
permite pasar de un vértice a otro adyacente con el maximo incremento
en el valor de la funcidon objetivo que se esta maximizando. No obstan-
te, es un hecho notable (que previsiblemente conducira a un método del
tipo simplex imponiendo fuertes limitaciones tanto al conjunto de
indices T como a la naturaleza de las restricciones) el que, desde el
punto de vista algebraico, los vértices, las direcciones extremas, las
aristas infinitas e incluso, la adyacencia entre vértices (véase Goberna y
Jornet (1986)) admitan la mi.ma caracterizacion que en el caso finito.

79



TRABAJOS DE INVESTIGACION OPERATIVA. Vol. 2, Nam. 1, 1987

Por ultimo cabe sefialar que Glashoff y Gustafson (1983), en el
capitulo cinco de su libro esbozan un método simplex para programa-
cion semiinfinita si bien, ante las dificultades, recurren a argumentos de
discretizacion que les conducen a la resolucion de programas finitos.
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