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RESUMEN

Se estudia el problema de inversion en un mercado en donde las ren-
tabilidades aleatorias de los titulos satisfacen una relacion temporal con ren-
tabilidades anteriores y las interrelaciones vendran dadas a través de unos
indices, uno comun a todos los titulos y otro especifico del sector en que
puede incluirse cada titulo.
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SUMMARY

In this paper the investment’s problem is studied in a market with the
random returns of the securities satisfying a temporary relationship with
previous returns and where the interrelations will be given through two index,
one of them is common to all assets and the other is specific of the sector
where each security may be included.
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1. INTRODUCCION

Debido a que la teoria de Markowitz y Tobin de seleccion de la
cartera requeria la inversion de la matriz de varianzas-covarianzas de
las rentas de los titulos y era una tarea harto dificil en su tiempo,
Sharpe (1963 y 1964) simplifica el calculo de la frontera eficiente uti-
lizando un modelo de indice de mercado que dara origen a la teoria
de mercado de capitales. Demuestra que si un indice puede ser iden-
tificado de tal manera que toda relacion entre las rentas de los titulos
se de a través de relaciones individuales con el indice, entonces sola-
mente seran requeridas las covarianzas entre la renta en el indice y
en cada uno de los titulos para encontrar carteras que van a ser apro-
ximadamente eficientes.

Surgen modelos de indices multiples y evidentemente, a mayor
numero, menos sencillo sera el modelo y mas costoso sera el calculo.
Estudios hechos dan lugar a serias dudas sobre si serian con ellos
mas eficientes las carteras obtenidas que las obtenidas con un sélo
indice, ya que, por ejemplo, Cohen y Pogue (1967) llegan a la con-
clusion de que con un so6lo indice se obtienen carteras mas eficientes
que con un modelo de indices multiples y Wallingford (1967) sin em-
bargo, llega al resultado contrario. Posteriormente la polémica siguio
abierta.

Recientemente una serie de trabajos han mostrado, bajo diversas
suposiciones, que existen técnicas simples para resolver el problema
del calculo de la cartera de inversion Optima. Son técnicas que resul-
tan de inclusiones de stocks en las carteras que son facilmente com-
prendidas y aceptadas por los investigadores en esa materia (Elton y
Gruber, 1979).

En este trabajo consideramos un modelo de mercado de inversio-
nes en donde las rentabilidades aleatorias de los titulos en un ins-
tante satisfacen una relacion con rentabilidades anteriores y estaran
ligadas a unos indices, uno comun a todos los titulos y otro especi-
fico de cada sector en que pueda englobarse cada titulo.

2. MODELO DEL MERCADO

Sea un mercado en donde son ofertados n titulos de rentabilida-
des aleatorias X,, en un instante ¢t que verifican una relaciéon tem-
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poral en la cual las interrelaciones vendran dadas a través de dos
indices, uno llamado indice general del mercado, que influira en todos
los titulos en mayor o menor medida y otro llamado indice de in-
dustria que sera caracteristico del sector o industria a que pertenece.
cada titulo.

Supuesto que existan h sectores, efectuamos previamente una reor-
denacion en los titulos de tal manera que X X - an(l) sean
las rentabilidades de los titulos del sector 1; X o X la del
sector 2; ...; Xn,,_;+1(t)’ vy th(t) = Xn(t) las del sector h.

n+10) " ny(t)
El modelo se expresa en el sector j:

_ — i M
Xin = Xig-n + alXi—1) — Xig—2) + oM, + siogMj + &0
H { Ml
lelnj_l + 1,...,nj| =N]

las sucesiones temporales ¢;,, son variables aleatorias de media cero
y varianza o¢? en cualquier instante, con igual distribucién e inde-
pendientemente distribuidas en i.

M, es la rentabilidad aleatoria del indice general en el instante t.

M, es la rentabilidad aleatoria del indice de la industria j-ésima
en el instante ¢.

&y la dispersion del titulo i-ésimo en t.

a; la medida de la aproximacion de la diferencia de rentabilidades
en el instante t y en el inmediatamente anterior t — 1, por la dife-
renciaent —1yt—2

rip una medida de respuesta del titulo i al cambio en el indice
de mercado en el instante ¢.

sip una medida de respuesta del titulo i al cambio en el indice
del sector al que pertenece en el instante t.

Ademas se verifica:

EM)=M , V(M)=26> Vt
EMjy) = A4; » V(M) =4} Vi
Cov(M,M,)=0 con t#s
Cov(Mj,,M;,) =0 con t#s
Cov(Myy, M) =0 Vr,Vk, r #k
Cov(M, M;,) =0 Vs, Vt

E(ey, M) =0 Vr, Vt

E(gipy - Mjy) =0 Vr, Vs
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Sharpe (1971) mostré como un conjunto de indices no ortogonales
puede ser reducido a un conjunto de ortogonales. La suposicion del
valor nulo de las covarianzas se tiene porque la relacién entre titulos
es debida solamente a la relacion con un indice de mercado y uno
de industria.

3. RESULTADOS BASICOS

3.1. Proposicion

Considerando como condiciones iniciales X, ¥y X, para un titulo
de rentabilidad X, en un instante ¢t y suponiendo que esté englobado
en el sector j-ésimo, ésta se expresa en la forma siguiente:

a; — a
Xip = Xy + 1 —a (Xun — Xyo) +

DEMOSTRACION

Trivial utilizando reiteradamente la expresion del modelo.

3.2. Definicion

Una cartera de inversion en ¢t sera un vector (x;, ... X,,) donde
cada x,, representa la cantidad a invertir en el titulo i-ésimo, que
satisface Xy + ,.o + Xy = 1Y X3 = 0 i = 1,..,n Si no se exige la
no negatividad en los pesos significara que son permitidas las ventas
a corto plazo.

La rentabilidad de una cartera de pesos x;, sera:

n n ) a; — da
Xpm = Z XinXin = Z xim[Xi(l) + (1 — . >(Xi(1) - XuO))J +

i=1 i=1 i
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1 — gi-k+1 -
<_1—>(ritk)Mk + 8i(k))J +

13

h [ t 1 — ag—k+1 ) -
+ Z [ xi(t)(Z <T_—)Sf(k)Mj(k)>J
ieNj -4

i

3.3. Proposicién

La media y la varianza de la rentabilidad X ,, de una cartera son

respectivamente:
h ) a; — a
Hpiy = Z Z Xin | X + TT (X — Xio) +
j=1 \ieNj - Ui
'/l — gtk ) "
+ Z <"——_—>(ri(k)M + SﬁmAj)J)
k=2 1l —a

n n
2 _ 52 :
Oppn =0 Z Z XinXjnRin R +

i=1j=1

;2 P Qp
“p Z Z XinXjnShoShn +

1 ieNp jeN,

+

M =

p

n
+ Z xiz(tlaiZPiI(I)Pim + R,

i=1

Se supone una relacion lineal entre las dispersiones de los dife-
rentes titulos para el calculo de o}, (Fernandez, 1984)

Ejin = Wi + 0+ iy = fiflewn) <]
obteniéndose debido a las hipotesis del modelo que

_%
Ein = — &y
a;
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Por otra parte, las relaciones con i <j no son todas necesarias,
bastan con &, =f;_ . {&_1n) i = 2,3,...,n con

obteniéndose a partir de ésta todas las demas.
Por «'» entenderemos tranpuesto

) 1—a™'1-a"?2 1 —agq
Py, = ,
1 - ai 1 - ai 1 - ai

, 1 —a™! 1—a"2 1 —aq
Ry = Ti(2) Fi3ys s 7 "Tin)
1 —a

1 - ai 1 - ai i
1 —a! 1 —a™? 1 —aq
SPr = i sP LY IR
i(r) i(2) i(3)s =0 i(r)
1 - ai 1 - a,- 1 - ai

y R, engloba a términos que seran funcion de Cov (g, &jy) con i # j,
que con la relacion dada respecto a las dispersiones es funcion de
o} yelij=1,.,n

DEMOSTRACION

Se comprueba que para un titulo i englobado en el sector j la
media y la varianza en ¢ son respectivamente:

a; — a
Bin = Xy +| ——
1 —aq;

)(Xi(l) - Xyo) +

1

t o t—k+1
+ Z l_a_'__._ (rioM + s A)
1 a itk) i(k)“*%j

o? ’ a, — a a? — q?"
e[ afm)
(l—a,) l—a, l_a,
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y mediante simples calculos se obtiene lo enunciado. (Véase Fer-
nandez, 1984.)

3.4. Observacion

Debido a que las interrelaciones vendran dadas a través de los
indices, el riesgo global de una cartera podremos descomponerlo en el
riesgo debido a las relaciones con los indices y en el riesgo debido
a las caracteristicas de los titulos, este ultimo estard constituido por

n
2 _2p
Y. xin0?PinPin + R,

i=1

y tratara de eliminarse o disminuirse por diversificacion.

4. EL PROBLEMA

Reagrupando de otra forma los términos, X ,, podra expresarse
de la siguiente manera:

n ’ a. — a )
Xpn = 2. xi(t)[Xi(l) + <1'—_a‘l>(xim - Xi(O)J +

i=1 i

t “on 1 — a{—k+1 -
+ 2 Mk[z xi(t)(———__> ri(k)J +
k=2 i=1 I — g
t - | — gmk+1\
+ <Z M,w[Z xim(‘l—‘_>sﬁmJ> +
j=1 \k=2 ieN — 4
n Tt 1 — d:-—k+1 -
+ Z xi(t)[z <_———>8i(k)J
i=1 k=2 1 —a

obtenemos entonces otra expresion de af,(,,, que a veces puede resul-
tar mas comoda

M=

t t t
Uim = 6% Z bin + 43 Z Biw + - + A} Z Brw + R,
k=2 k=2 k=2
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donde

1 — gi—k+1
i h .
Buw = Z xi(t)(_l_—a—>si(m ;o k=2t

ieNp - 4
y R, es funcion de Cov (gy), €jin) cON i # j.

Observamos de nuevo en g%, dos partes claramente diferenciadas,

R, es la segunda y se disminuira por diversificacion, consideramos
como medida del riesgo asociado a una cartera de rentabilidad X, a
la primera parte.

Para encontrar la inversién optima en un instante ¢, consideramos:

0,(t) = 3(by(t) + - + b(t))
0,(t) = AB1(8) + -~ + ABu(t)
con

Bdt) = Z Biw ; i=1,.,h
k=2

y formulamos entonces el problema:

Max [1 — (p + q)Jupyn — p8:(t) — q0,(1)
con

0<p+q<1 , pe[0,1] , qe[0,1]

La funciéon a maximizar nos sefiala evidentemente la inclusion de
la medida del riesgo debido al indice de mercado y al de industria y
por otra parte la de la rentabilidad esperada.
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Si denotamos

t 1 — ag—k*—l
P(t) =6 Z <——>ri(k)
k=2 l—a

t 1 — ag—k+1>
kgz 1 - a (k)

n
Maximizar Y xy, Wi,

i=1

Qi.r(t)

el problema sera:

donde, si ie N,:
Win = [1 = (p + @)Jttio — PP(2) — qQ;. (1)

En un instante ¢, para valores fijos de p y ¢, se determinan los
valores W,,, i = 1,..,n. El mayor de ellos llevara asociado un titulo,
en el cual se invertira la unidad de capital y los otros pesos de la
cartera seran nulos. Si existiésen cotas para las inversiones, se inver-
tiria lo maximo autorizado en el titulo que llevase asociado el mayor
W,,, también lo maximo autorizado en el titulo con W, mas pro-
ximo al primero y asi sucesivamente hasta agotar la unidad, eviden-
temente el Gltimo titulo que entra a formar parte de la cartera 6ptima
no tendra por qué hacerlo con su peso maximo tolerado.

En la figura 4.1 observamos las proyecciones de las carteras po-

Fpto)

0,(t)

0,(1)
Figura 4.1
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sibles en los planos (uyy, 01(t) y (10, 02(t)) y resaltamos con trazo
mas grueso la proyeccion de la frontera eficiente.

4.1. Definicion

Llamaremos arista de frontera a la obtenida mediante la intersec-
cion de dos cualesquiera planos 6ptimos solucion del problema formu-
lado. Las aristas de frontera determinan las superficies que seran op-
timas y que constituiran la frontera eficiente en un instante de tiempo

determinado.
Como casos particulares podemos considerar:

1. p=q =0, el problema es entonces:

n
Maximizar Y. Xynlin
i=1

Se obtiene en t la cartera constituida por la inversion en el titulo
de mayor renta esperada.

2. p+ q=1. Se plantea: Minimizar p#,(t) + pf,(t). Determina-
remos los planos W, = pP(t) + qQ; (t) paralelos al eje u,,. El seg-
mento [Pyt), Q; (t)] de menor longitud determinada el titulo x,, del
sector r en el cual ha de efectuarse la inversion (Fig. 4.2).

[}

\
.
\

—-——n

Q:.,(1)
0,(1)

4” -
/" ’
0,(t) 7

Figura 42
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{—k+1

1 -d not
(—I“af‘a—>ri(m = ZZ Xy Pi(t)

i i=1

n t
Min 6,(t) = ¢ Z Xitn Z

i=1 k=2

Los planos son perpendiculares al eje 0,(t) y paralelos a (1, 0,(t)).
La inversion se efectia en el titulo con menor M (t).

4. p =0, q = 1. Analogamente al caso 3 la inversion se hara en el
titulo con menor Q, ().

En los restantes casos se van obteniendo los planos 6ptimos que
cortaran a los ejes con menor o mayor inclinacion dependiendo de
los valores de p y q.

5. COTAS EN LAS INVERSIONES

Consideremos el problema con la restriccion de que no es auto-
rizada una inversion superior a 0,5 en ningun titulo.

Determinada la frontera eficiente en el caso general, para un p y ¢
particulares se invertira en el titulo de mayor W, la cantidad autorizada
0,5, este titulo estd asociado a una cara Optima. De los restantes
planos optimos, determinamos uno que llamaremos plano subfrontera
y sera aquel que posea un W, mas proximo, es decir, el plano «mas
cercano» a la cara oOptima, el cual ird unido a un titulo en el que
se invertira el sobrante de capital 0,5.

Pudiera ocurrir que asociado a la primera cara Optima existan
varios planos subfrontera, en ese caso la cartera optima puede estar
constituida por la inversion 0,5 en el primer titulo determinado y
cualquier combinacién sumando 0,5 en los titulos asociados a los
planos subfrontera.

Si consideramos el caso particular g = 0, el problema es:

Max (1 — p)pyn — p0,(1)

con

pel0, 1] ; x4 <05 , i=1.,n
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o equivalentemente

Max Z Xint(1 = Py — PP(t)

i=1

pl0, 1] ; x4y <05 , i=1.,n

Representamos en abscisas los valores — P, y en ordenadas u,.
Para cada titulo se considera el segmento de extremos u;, y — Py(t)
y se traza una perpendicular a cada segmento por el punto (1 — p)u;, —
— pP(t). Las perpendiculares formaran unos angulos, y para el p uti-
lizado, la inversién se hara en los dos titulos asociadas a las lineas
que forman el mayor angulo. Si existiesen angulos iguales, surgen las
carteras optimas de mas de dos titulos a que nos referiamos antes.
En la figura 5.1 la inversion Optima obtenida es x,, = 0,5, x,, = 0,5.

Ha

Hiwm

Haw

Haw

/ /—P:(t)—P;(r) —P,(1) —P,1)

Figura 5.1

El caso p = 0 sera analogo.
Al igual que con otros modelos simplificados, las soluciones ob-
tenidas son solo aproximadamente eficientes.

84



TRABAJOS DE INVESTIGACION OPERATIVA. Vol. 1. Num. 1, 1986.

6. ANOTACIONES AL PROBLEMA

Seria interesante el estudio de la frontera eficiente en el caso de
existir en la oferta algin titulo sin riesgo asociado, asi como el del
caso en que un titulo pueda estar incluido en dos o mas sectores.

Hemos considerado horizonte finito, una de las razones para su
consideracion serian estudios de postoptimizacion como la busqueda
de un intervalo (to,t, + r) en donde fuese posible mantener como
optimas las obtenidas en t, sin que ello supusiese una diferencia para
el inversor y en el caso de admitir un titulo sin riesgo, estudiar el
desplazamiento de la cartera del mercado a lo largo de un intervalo.
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