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RESUMEN

Se define un estimador no paramétrico, recursivo, de la funciéon de regresion
r(x) = E(Y/X = x), que se calcula a partir de un conjunto de n observaciones
{(X,Y):i=1,..,n} del vector aleatorio (X, Y). Bajo la hipétesis de que los
datos son idénticamente distribuidos pero no necesariamente independientes, lo
que permite utilizar el estimador definido para estimar la funcion de autorre-
gresion de una serie de tiempo, se obtienen resultados sobre la consistencia
puntual débil (en probabilidad) y fuerte (completa) del estimador definido.

Finalmente, se presentan ejemplos de utilizacion del estimador con datos
simulados.

Palabras clave: funcion de regresion, estimacion no paramétrica, estimacion
recursiva, consistencia.
Clasificacion AMS (1980): 62GO05.

SUMMARY

With a initial sample of size n:{(X;, Y):i=1,..,n} of a random vector
(X, Y) a general recursive nonparametric estimator of a regression function,
r(x) = E(Y/X = x) is obtained. Assume the data are identically distribuited but
non necessarily independent. So, the defined estimator may be used to estimate
the autoregression function of a time scries.
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Weak and strong pointwise consistency are obtained for such estimator.
Finally some examples of simulation are presented.

Key words: regresion function, nonparametric estimation, recursive estimate,
consistency.
Classification A.M.S.: 62GO05.

I. INTRODUCCION

La estimacion de la funcion de regresion r(x) = E(Y/X = x), siendo
(X, Y) dos variables aleatorias que toman valores en R? y R, respectiva-
mente, es de gran interés, ya que esta curva describe la relacion que
existe entre la variable explicativa (X) y la variable respuesta (Y), por lo
que ha sido ampliamente estudiado.

Siendo (X, Y))!=n observaciones que siguen el modelo Y, = rX))
+ ¢&;, donde ¢; son los errores de observacion, el problema de estimar la
curva de regresion a partir de estos datos puede enfocarse, esencial-
mente, desde dos puntos de vista diferentes. Uno, es el enfoque paramé-
trico, mas estudiado y utilizado, en él se asume que la funcion de
regresion tiene una forma funcional especifica, determinada por unos
parametros y, por tanto, el problema radica en estimar estos pariame-
tros.

Un enfoque menos rigido es el no paramétrico, en el que no se
presupone nada acerca de la forma funcional de la curva de regresion, a
lo sumo, alguna propiedad de tipo general (es acotada, diferenciable...).
Por ello, los métodos no paramétricos constituyen una herramienta ttil
y sencilla para explorar la relacion entre las dos variables, pudiéndose
utilizar para indicar el modelo paramétrico simple de la regresion
cuando no se sabe nada acerca de éste; para localizar datos esplreos; y,
para obtener predicciones de la variable respuesta sin necesidad de
construir un modelo paramétrico.

Los procedimientos mas flexibles de estimacion no paramétrica de la
regresion se han desarrollado en los ultimos veinticinco anos y pueden
citarse entre los ultimos trabajos sobre el tema los siguientes: Bierens
(1983), Collomb (1985), Hardle (1988) y Vilar Fernandez (1989a).

Puede verse en Hardle (1988) que la mayoria de los estimadores no
paramétricos de la funcion de regresiébn se obtienen como una suma
ponderada de los Y; muestrales, ajustandose al siguiente formato:
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n
R = X W (Y (1)
fm
Siendo {W, (x)}!-, una sucesion de pesos que depende del conjunto de
datos {X,}]-, siendo el peso W, ,(x) mayor cuanto mas proximo estd
X; de x.

En este trabajo se define una clase de estimadores no paramétricos
de la regresion que se ajusta a la idea del modelo (1) y es de tipo
recursivo. En el apartado II se estudian propiedades de consistencia
débil y fuerte; y, en el apartado IV se exponen algunos ejemplo de su
utilizacion trabajando con datos simulados.

A partir de un conjunto de n observaciones {(X;, Y})}!-, se define el
siguiente estimador de r(x):

1

b?rém(i)(xa X)Y,

1

n (2
z b?tém(i)(x’ Xx)

i=1

ra(x) =

Siendo {4,,,(x, u)} una sucesion funcional definida en R x R? con
valores en R, verificando las siguientes propiedades:

D.1. Si |x — u| < b, entonces 8,,.,(x, u) = O(m(n)%) y si |x — u| > b,
entonces 6,,,(x, u) = 0(m(n)*/n). Siendo §,,,(x, u) = 0.

D.2. Para toda funcién g integrable se verifica

hm J\am(n)(t’ X)g(X) dx = g(t)
n—oc

La sucesion {b,} que se tomara igual a m(n)~ ', llamada «parametros
de suavizacion» verifica las siguientes condiciones:

V.. b,— 0, nb? - oo cuando n — oo.

V2. Para s=drel lim ) <Pi) =0, < 0.

n—oc i=1 n

La primera condicion es clasica y la segunda no es muy fuerte,
verificandola la sucesion de parametros mas utilizada que es de la forma
b, = Bn"7 con 0 < y < 1/d, pues en este caso 0, = 1/(1 — ys).

La eleccion del pardmetro b, es muy importante ya que influye
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mucho en la estimacion. Valores grandes de b, proporcionan estimacio-
nes sobresuavizadas (sesgo grande) y valores pequeiios de b, proporcio-
nan estimaciones poco suavizadas (varianza grande).

El parametro t estd comprendido entre O y 1, e influye en el error
medio cuadratico del estimador de forma analoga a como lo hace el
parametro de suavizado, aunque su efecto es mucho menor.

El estimador definido r,(x) es recursivo ya que verifica la siguiente
relacion:

Fpi1(X) = Sn_+ll(rn(x)Sn + bﬁ:—lam(n+ 1)(x, Xpe)Yi1)

siendo
Sn = Z b‘ihém(i)(x’ X:)
i=1

La propiedad de recursividad es interesante desde un punto de vista
computacional porque permite reducir los calculos al aumentar el
conjunto de observaciones, ya que para calcular nuevas estimaciones no
hay que reinicializar el proceso sino que se obtienen como una combi-
nacion lineal de las ultimas estimaciones y de los nuevos datos.

El estimador definido es un caso particular de la version recursiva
del estimador general (1), tomando como pesos:

b?tém(i)(x, X))

Wix) = —
> b‘}’émm(x, X))
i=1

y, a su vez, es bastante general ya que distintas elecciones de la sucesion
de funciones de ponderacion {d,,(x, u)} permiten obtener las versiones
recursivas de estimadores no paramétricos clasicos como el regresogra-
ma, el estimador nucleo o el de desarrollos ortogonales.

En la mayoria de los trabajos sobre estimacion no paramétrica de la
regresion se asume la hipotesis de que los datos son independientes, lo
que impide que sean utilizados en el estudio de las series de tiempo,
donde son de gran interés los estimadores recursivos ya que al obtenerse
los datos con el transcurso del tiempo serd normal que el conjunto de
observaciones aumente. Por este motivo, en los resultados obtenidos en
este trabajo se asume que los datos verifican alguna condicion de
dependencia de tipo mixing.
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Fundamentalmente se trabajara con la condicion de dependencia
«fuertemente mixing» («-mixing) que extiende al de independencia y era
introducido por M. Rosenblatt en 1956, es el siguiente: «Sea {Z,:te€ Z}
una sucesion de v.a. y F° la o-algebra generada por las v.a. X, con
a<t<hbh

Llamemos a(n) = sup {|P(AB) — P(A)P(B)|: AeF.__ ; Be F?.,} en-
tonces Z, es a-mixing si la sucesion de coeficientes x-mixing {«(n)} es
monotona decreciente convergiendo a cero.»

Este concepto introduce la idea de que la dependencia entre Z, y
Z,., se va anulando cuando n crece. Y de entre las condiciones de
dependencia mas utilizadas es la mas débil, verificandola, entre otros,
los procesos lineales construidos a partir de v.a. iid. absolutamente
continuas y funcionales no lineales de procesos gaussianos exigiendo
condiciones no muy restrictivas a la densidad espectral (Bradley, 1986).

En este contexto una importante aplicacion del estimador definido
es su utilizacion para predecir los futuros valores de una serie de tiempo.
Sea Z,,...,Z, una muestra de una serie de tiempo estacionaria y real
{Z,:teZ} y se desea estimar el valor de Z,, ,, utilizando como funcion
de prediccion la autorregresion de orden d:

rd2) = EZ,.  (Z, 441> Z)=7Z) con zeR?

que sera la teorica en el caso de que el proceso sea markoviano de
orden d. Su estimacion utilizando (2) viene dada por:

Z b6 ,i\2, Z)Z; 4,
rz) = '—l,, - (3)
Y. b,z Z)

i=1

donde
Xi=2Z;=(Z_ge1,2) Yi=2Z;,,

Un estudio de este problema para el caso particular de que
S mm(%, u) = by “K((x — u)/b,), siendo K(u) una funcion nicleo, puede
verse en Vilar Fernandez (1989b). En ¢l se calcula el error medio
cuadratico y la normalidad asintotica del estimador asi como la influen-
cia del parametro 7 en la estimacion.



TRABAJOS DE ESTADISTICA. Vol. 6. Nim. 2, 1991

2. PROPIEDADES DE CONSISTENCIA

En este apartado se demuestran propiedades de consistencia puntual
débil y fuerte del estimador r,(x) para casi todo (1) x € RY, es decir, sobre
un subconjunto S = R? tal que u(S) = 1, siendo u la medida de probabi-
lidad asociada a la v.a. X.

Se supone que el vector aleatoria (X, Y) es absolutamente continuo
con funcion de densidad f(x, y).

A. CONSISTENCIA DEBIL

Se verifica el siguiente resultado sobre convergencia en probabilidad
del estimador r,(x).

Teorema 1

Bajo las siguientes hipotesis

H.1. E|Y| < oo.

H.2. La sucesion (X, Y;) es estrictamente estacionaria y fuertemente
mixing, respecto a unos coeficientes o(h) tales que Y x(h)”C*? < oo
para algin 6 > 0. g

Entonces r,(x) — r(x) en probabilidad c.p.d. (¢) (x).

Se utilizara la siguiente desigualdad en la demostracion del teore-
ma 1.

Lema 1 (Desigualdad de Davydov)

«Sean ¢ y n dos v.a. respecto a las g-algebras F' y FJ, respectiva-
mente, i, j = 1,2, .., n. Siendo E|£|*"° < o0 y E[y|**? < oo para algin 6
> 0, entonces para i # j se verifica

|COV (é, ’7)' < 8(E|f|2+6E|11|2+6)6/(2 +6)(a|i ___jl)él(2+a) »

(La demostracion puede verse en Hall-Heyde (1980).)

Demostracion del Teorema 1

Se verifica que

r(x) = Sp(x)(Sa(x) " (4)
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siendo

Z b‘iltém(i)(xa Xl))/; Z i m(z) )
;o Sax) =—+,
E( Z bdrém(t)(x X )) <Z bdr(jm(l) X, Xl)>

i=1

Sa(x) =

Se demuestra en primer lugar que S}(x) Lt Kx) c.pd. (@)(x)

Sa(x) = (Sa(x) — ES,(x)) + ESa(x) = A,(x) + D,(x) (5)

de D.2 se sigue que E(0,,,(x, X,)Y, = f(x)r(x) cuando n — oc y por V.2
aplicando el lema de Toeplitz respecto a la disposicion triangular

a; , = bf"mbf i=1,2,...n

se obtiene
Y. (B /b E,n(x, X)) — 1(x)f(x)
i=1

analogamente se demuestra que

S (b /b B ofx X)) — f(x)

i=1

y de ambos resultados se concluye que
D,(x) = r(x) (6)

Se demuestra ahora que la parte aleatoria 4,(x) converge en proba-
bilidad a cero:

Ax) = C M (x) Y, BT, (x) (7)
i=1
siendo
= Y bFE(0mu(x, X))
i=1

T, (X) = O, X)Y; — E(Om(x, X)Y)
Sea N fijo y llamemos
Y!=Ylyey 3 Y=Y -V (8)
sustituyendo en (7) tendremos A,(x) = A} (x) + AZ(x).
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Veamos que ambos sumandos convergen a cero: De la desigualdad
de Tchebyshev se sigue que

P(14;(x)| >8)<(82C3(X))_1<§n‘, bt var (T, ,(x) +2 Z Z (bibi 1)
i=1

i=1h=1 (9)
cov (T3 J(x) Ty, ..(X))> =V +C,

De D.1 se sigue que

= (e2C3(x))” <Z b?* var (T} ,,(x)) <

z bdrE m(:)(x X)Y )bd(r 1)

(e A
EZC'%( ) i E(am(z) ))

z b‘ihE(‘sm(i)(xs X)) Yi1
i=1

)
SO( nb" — > (10)
Z bi* Z b(ihE(am(i)(ani))
i=1 i=
de V.2 se sigue que el primer factor es de orden O(nb?)~! que converge a
cero por V.1.

Por un razonamiento analogo al efectuado en (6) se verifica que el
segundo factor converge a ry(x) = E(Y!/X = x), lo que permite concluir
que V, converge a cero.

Utilizando el lema 1 y H.2 se sigue que

n n-1
Co <OCx) Y Y (bibis) alhf'®*? <

i=1 h=1

brd 'il b‘lir s
n__i= 2+8)\ _,
< 0<cn(x) C.00 & ) 0 (I

De (10) y (11) se sigue que Al(x) %0 c.p.d. (1) (x).
Por otro lado, utilizando la desigualdad de Markov se obtiene que:

P(IA3(x)| > &) < e 'E(I47(0)) <

18
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. DEEGma(x, X)gn(X )
S i=1

[

Z b?tE(ém(i)(X, X))
i=1
siendo

gnX;) = E( YL y;>n/X = ).

De H.1 y del teorema de la convergencia monoétona se sigue que
Elgny(x)] = 0 cuando N — oo, por tanto, tomando N suficientemente

grande, se verifica que P(|A2(x)| > ¢) — 0 y, por tanto, A%(x) 20 con lo
que se concluye que A,(x) %0 c.p.d. (1) (x).
Finaliza la demostracion probando por un razonamiento analogo

que S2(x) > r(x) c.pd. () (x). O

B. CONSISTENCIA FUERTE

Se utiliza en este apartado el concepto de convergencia completa
cuya definicion es la siguiente:
«Una sucesion de v.a. {X;:ie N} converge completamente a cero

(X, N 0) si para todo ¢ > 0 se verifica que X P(X;| >¢) < c0.»

De esta definicion es inmediato que aplicando el lema de Borel-
Cantelli que la consistencia completa implica la consistencia casi segura.

La demostracion de que r,(x) =, r(x) se basa en la utilizacion de
desigualdades de tipo exponencial analogas a las de Bernstein, pero
para datos dependientes. Se realiza el estudio de la convergencia com-
pleta bajo dos tipos de dependencia: uniformemente mixing (¢@-mixing) y
fuertemente mixing (x-mixing); bajo el supuesto de que 7 = 0, que es lo
mas usual en la practica.

19
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Teorema 2

Bajo las siguientes hipotesis:

H3. |Y|<M < .
H.4. Se verifica una de las condiciones A o B:

A. La sucesion de pares (X, Y;) es estrictamente estacionaria y ¢-
mixing respecto a los coeficientes ¢(h) tales que:

i. Existe una sucesion de numeros naturales {k,} tal que no(k,)/k,
< A para todo neN, 1 <k, < n

ii. nb¥k,log(n) » oc cuando n — oc.

B. La sucesion de pares (X, Y) es estrictamente estacionaria y
geométricamente a-mixing respecto a los coeficientes «(h) que verifican
(nb% *m)14/log (n) — cc para algin n > 0.

Entonces r,(x) — r(x) completamente c.p.d. () (x).

Se utilizaran las siguientes desigualdades de tipo exponencial en la
demostracion del teorema 2.

Lema 2 (Desigualdad de Collomb, 1985, para procesos ¢-mixing)

«Para todo neN sea {&, ;:i = 1,..,n} una sucesion de v.a. satisfa-
ciendo E(é, ) = 0; &, d < dys Elé, i < g5 EIE2 | < hy para i = 1.,
Son ¢-mixing siendo la sucesion {¢(i):ie N} no dependiente de n.
Entonces para todo ¢ > 0 se verifica:

P<l 2 il = 8> < 2exp (6v2n(h, + d,g, = (i) — ve + 3e'*no(k,)/k,)
i=1

para todo v > 0, k,eN con 1 <k, < n, satisfaciendo vk,d, < 1/4.»

Lema 3 (Desigualdad de Doukhan, Leon y Portal (1984)
para procesos o-mising)

«Para todo ne N sea {£, ;:i = 1,..,n} una sucesion de v.a. geométri-
camente a-mixing satisfaciendo E(¢, ) =0y [, | < 1.Dado0 <y < 1,
denotamos v=2/(1—1#y) y o=sup{¢,,, i=1,.,n} donde ¢
= Elén. ilv-
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Entonces existen constantes C, y C, las cuales dependen solamente
de los coeficientes mixing (x(i)), tales que:

= _CZ n‘gl/2
P<| ‘; o il = 8) < (Cy/n)exp <W>

donde C, ,=C,sin'?6<l y C, ,=C,n'"¢'? si n'?¢>1»

Demostracion del teorema 2
A. Para procesos uniformemente mixing
Razonando como en el teorema 1, es suficiente con probar que
A (X) —> 0 c.p.d. (1) (x).
Para ello se calcula una cota de
P(A,)| > &) = P(',.il Z;.| >s)

siendo

n -1
Zin= (j;l E(am(j)(x’ Xj))) (Yiam(i)(xﬁ X)) — E(Yiém(i)(x’ X))

Por ser (X,, Y}) @-mixing (¢-mixing) también lo es Z; respecto a los
mismos coeficientes y se encuentra en las hipotesis del lema 2 con d,
= O(nby)~'; g, = O(1/n); h, = O(n’by)~".

Aplicando dicho lema con v = (k,d,)” !, de H.4.A se sigue que

P(4,(x)) > &) < 2exp (— Cenby/k,).

Y del criterio logaritmico de convergencia de series se sigue que
Y P([A,(x)| > ¢€) converge si nby/k,log(n) — oo cuando n — oo, que es

H4.Aii. (O

B. Para procesos fuertemente mixing

En el supuesto de que la dependencia fuese fuertemente mixing,
utilizando el lema 3 se obtiene que: ¢ = O(nb¥ ' *"/2) y por tanto,
P(A,(x) > &) < 0 exp (—n/*pd1+m/4 y ytilizando el criterio de conver-

21



TRABAJOS DE ESTADISTICA. Vol. 6. Nam. 2, 1991

gencia de series anterior se deduce que A4,(x) 250 c.p.d. (u)(x) si

n/4pdmid /o (n) — oo que es H4.B. [

Comentarios

1. En el supuesto de dependencia ¢-mixing, son elecciones de
interés de k, verificando H.4.A las siguientes, propuestas por G. Co-
llomb:

e Si (X, Y)) son m-dependientes, esto es, ¢; = 0sij > m + 1, enton-
ces k, =m + 1 y la condicion H.4.A.ii es: nb?/log (n) — oo.

e Si (X, Y son geométricamente ¢-mixing, esto es, ¢; = af’ 0 < «
< 00,0 < B < 1, entonces k, = Clog(n) con C > —1/log(p) y la condi-
cion H4.A.ii es: nb?/(log (n))* - oo.

e Si los coeficientes ¢-mixing son de la forma ¢; = 4% 0 < a < o,
0<pB <1, entonces k,=n'"1"H la condicion H4.A.ii es:
nfl1+Ppd/log (n) — oo.

2. La condicion de ser ¢p-mixing es bastante restrictiva, sobre todo
si se trabaja con series de tiempo ya que los procesos autorregresivos o
de tipo ARMA no lo son. De hecho como sefialaron Ibragimov-Linnick
(1971), los procesos estacionarios gaussianos son ¢-mixing si y solo si
son m-dependientes. Trabajando con procesos markovianos la condi-
cion es bastante buena y puede verse en Rosenblatt (1971) que bajo
condiciones no muy restrictivas (condicion en norma [?/condicion de
Doeblin) el proceso es geométricamente @-mixing. En cualquier caso
como indicaron Collomb y Hardle (1984) el contexto natural de trabajar
en series de tiempo es el de los procesos fuertemente mixing, que como
indicamos en el apartado 1 es muy poco restrictivo.

3. En la hipotesis H4.B se consideran procesos o-mixing con
coeficientes exponenciales, condicién no muy restrictiva y que cumplen,
por ejemplo, los procesos ARMA generados a partir de ruido continuo.
Se puede debilitar esta condicion no exigiendo que los coeficientes ofj)
sean de tipo exponencial, para ello habria que utilizar una desigualdad
de M. Carbon (1983) en lugar del lema 3, pero se exigira una condiciéon
mas restrictiva al parametro de suavizacion b,. En este supuesto la
hipotesis H.4.B' seria:

«La sucesion de pares (X, ;) es a-mixing y

22
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i. existe una sucesion de nimeros naturales k,, con 1 < k, < n tal

k a(k) . L
que (n/k)ak)**" < A < o0 y i < con k) = Y. ofi).
n“n i=1

iil. (nb?)/(k,log(n)) - oo.

Que para el caso de coeficientes exponenciales a(k) = Ap/, A >0, 0
< p < 1, eligiendo k, = Cn**P/2 con Ce(l1,2) tal que k, sea entero
para alglin B, la condicion ii es b¥* P2 /log (n) - co, mas restrictiva que
la dada anteriormente.

4. Utilizando un resultado de Glick (1974) se deducen de los
teoremas 1 y 2 propiedades de consistencia global del estimador r,(x):

Corolario. «Sea |Y| <y < co. Entonces bajo las hipotesis de los
teoremas anteriores (1 6 2) se otiene que | |r,(x) — r(x)|u(dx) » 0 cuando
n — oo en probabilidad o casi segura, respectivamente.»

3. CONCLUSIONES

Se ha definido un estimador no paramétrico recursivo de la funcion
de regresion r,(x), bastante general ya que comprende a diferentes
estimadores no paramétricos clasicos. Y se han estudiado propiedades
de consistencia débil y fuerte en un contexto de datos dependientes. Se
ha utilizado la hipotesis de dependencia a-mixing que verifican los
procesos ARMA, lo que permite adaptar el estimador definido para
estimar la funcion de autorregresion de una serie de tiempo univariante,
la cual es utilizada normalmente como funcion de prediccion.

En el estudio de las propiedades de consistencia que hemos realiza-
do uno de los puntos importantes es observar bajo qué condiciones se
verifica que:

z b?‘E(g(X )5m(i)«x, X))

i=1

lim -
e Z b:-“E(ém(i)(x, X))

i=1

Para ello se ha utilizado la hipotesis D.2. Siguiendo la metodologia de
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Greblicki y Pawlak (1987) puede demostrarse que dicha condicion se
cumple en el supuesto del estimador nucleo y para t = 0 si:

1. lim=1—— =0 para todo ¢>0

2. C,H(x) < K(x) < C,H(x) con C; > 0y H(x) una funcion medi-
ble, no negativa, no decreciente definida en R*, con 0 < H(0+) < oc -
lim t?H(t) 0. Esta condicién es muy débil ya que no exige ninguna
condicion a la medida de probabilidad asociada a la v.a. X y permite
trabajar con todo tipo de funciones nucleo, incluso las de soporte no
acotado como el gaussiano o exp (—|x|), y también con funciones nucleo
no integrables como K(x) = 1/e si |x|] < e y K(x) = 1/(|x]In(x)) si
|x| = e.

De los teoremas 1 y 2 se deduce que el estimador no paramétrico
r,(x) presenta un buen comportamiento asintotico en la estimacion de la
mayoria de los modelos de regresion, incluso bajo condiciones de
dependencia, ya que no se le exige ninguna hipoétesis a la funcion de
regresion r(x). En el estudio de la consistencia en media cuadratica
(Vilar Fernandez, 1989b) sera necesario utilizar condiciones de regulari-
dad de r(x) (que sea k veces diferenciable) que son usuales en la
estimacion no parameétrica de curvas, pudiendo aumentar la velocidad
de convergencia en media cuadratica al aumentar el valor de k.

Comparando el estimador r,(x) con el estimador no paramétrico no
recursivo 7,(x), cuya forma general es la siguiente:

=

5m(n)(x’ X:) Yt
1

Fulx) = —,
Z (sm(n)(x’ Xl)
i=1

se puede afirmar que, bajo condiciones generales, ambos estimadores
verifican las mismas propiedades de consistencia y con el mismo orden
de convergencia, pero el error de estimacion al utilizar r,(x) es mayor
que el de 7,(x). Por contra, el primero tiene la propiedad de ser recursi-
vo.

En ambos estimadores la velocidad de convergencia va a depender
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de las siguientes causas: Tipo de estimador (forma de la funcion nucleo,
parametro de suavizacion); regularidad de la funcion de regresion; y
dimension de la variable regresora (d). Siendo muy importante esta
ultima ya que la velocidad de convergencia en media cuadratica de los
dos estimadores es n”/**4 1o que exige que al aumentar la dimension
de la variable regresora ha de aumentar el tamafio muestral para
obtener resultados aceptables.

En la realizacién del estudio de simulacion que se expone en el
apartado siguiente se ha observado que el tiempo de computo al utilizar
r, o F, es similar. Ambos estimadores se obtienen rapidamente una vez
que se ha decidido el parametro de suavizacion a utilizar, siendo esta
etapa la mas costosa, ateniéndose al tiempo de computacion, si se
calcula el parametro de suavizacion a partir de los datos muestrales
utilizando técnicas de validacion cruzada modificadas para el supuesto
de dependencia, problema en el que estamos trabajando en la actuali-
dad. Por ello, en el supuesto de un muestreo secuencial es conveniente
utilizar el estimador recursivo.

4. SIMULACIONES

Para ilustrar el comportamiento del estimador definido en el aparta-
do 1 se han simulado muestras de tamaiio 100 y 200 para el estudio de
la funcion de regresion y de autorregresion de datos con distintos tipos
de dependencia.

Se han elegido modelos de regresion suficientemente regulares, lo
que permite obtener mejores estimaciones. En las tres primeras figuras
se considera un modelo de regresion racional que se estudia bajo
distintas condiciones de dependencia, obteniéndose el mejor resultado
en la figura 3, donde la dependencia es mas débil. En la figura 4 se
estudia un modelo sinusoidal y en las dos ultimas se estudian dos
modelos de autorregresion.

Las curvas se estudian en 240 puntos distribuidos equidistantemente
en un intervalo de (—20, 20), siendo ¢ la desviacion tipica de X. Las
series de tiempo utilizadas se han generado a partir de ruido gaussiano.
Y las estimaciones se realizan utilizando el método descrito en (2) y (3).

Siendo 8, (x, u) = b, *K((x — u)/b,) y K(u) la funcion nicleo Epa-
nechnikov y el parametro de suavizacion es b, = Cn~'/?, C un valor
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elegido segin la muestra, de forma empirica, tal que minimice el Error
Medio Cuadratico:

z

p

EMC(r—Nl—; ) — rx)?

Los modelos estudiados son los siguientes:

Figura 1. Modelo de regresion Y = + ¢, siendo X la serie

1+ X?
de tiempo ARMA(2, 2) siguiente:

(1 —0,5B + 0,3B%)X, = (1 + 0,2B + 0,2B%)q,
¢ y a, son N(0,1).

Eligiendo el tamano muestral n = 200, C = 1, T = 0,5 se ha obtenido
un EM.C.(r) = 0,04371655.

Figura 2. Modelo de regresion Y = + ¢, siendo X la serie

2+ X?
de tiempo AR(3) siguiente:

(1 —0,7B + 0,25B% — 0,175B%X, = qa,
ey a, son N(O,1).

Eligiendo el tamafio muestral n = 200, C = 2 y T = 0 se ha obtenido
un EM.C.(r) = 0,04238389.

X
Figura 3. Modelo de regresion Y = Tr X2 + ¢, siendo X la serie

de tiempo MA(3) siguiente:
X, =1+ 0,5B — 0,62B> — 0,33B%)q,

ey a, son N(O,1).
Eligiendo al tamafio muestral n = 200, C = 2 y 7 = 1 se ha obtenido
un E.M.C.(r) = 0,01104943.

Figura 4. Modelo de regresion Y = sen(3X + 1) + ¢, siendo X la
seric de tiempo ARMA(2, 1) siguiente:

(1 —03B - 0,1B5)X, = (1 + 0,7B)a,
¢ es una N(OmO0,5) y a, es N(O, 1).
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Eligiendo el tamafno muestral n = 100, C = 1y t = 0 se ha obtenido

un E.M.C(r) = 0,06496141.

Figura 5. Modelo de autorregresion X, = 0,7X,_, + ¢, siendo ¢,

ruido normal: N(O0,0,5).

Eligiendo el tamafio muestral n = 100, C = 1,4 y = = 0 se ha obteni-

do un EM.C.(r) = 0,04641599.

Figura 6. Modelo de autorregresion X, = sen (2X,_; + 2) + ¢,

siendo ¢, ruido normal: N(0,0,5).

Eligiendo el tamafno muestral n = 100, C = 0,9 y t = 0 se ha obteni-

do un EM.C.(r) = 0,01679199.

REGR.
' = 5 o
3.0 i BDDDD a a a
a
_ iy
) o W °
Ea o o
7] So a_po° 3
o
1.0 _| S el 1 o
. o
T
o
[ ' T 1T 1
1.0 3.0

27



28

TRABAJOS DE ESTADISTICA

. Vol. 6. Nom. 2, 1991




VILAR FERNANDEZ, J. M.  CONSISTENCIA DE UN ESTIMADOR NO PARAMETRICO, RECURSIVO...

REGR.
- o_a C[]:‘ a
— m =]
* e a ?‘% 7
o /) —
ao /f ':‘?::DD E-Zl\\\\
R / _D // \ “\.
\ —tT
\ EY/EEN
\© AN
o
A o =
r:t‘,: o3 o ° a
[e] ]
- (=] D
i g -
I I ] I l ] [ |
-3. -1.0 1.0 3.
FIG. 4
[ AUTOREGR. |

29



TRABAJOS DE ESTADISTICA. Vol. 6. Num. 2, 1991

[ AUTOREGR. ]

3.0
- =]
- mn
l.’ﬂ}:—: oo 3
L0 — o AR Er')%:J
- 715100 o b
_ ;rs{j @ o TaNRp 0
2D v
— 3 o ':|]:|
-1.0 |
7, e
. o B8
- o
3.0 [ I I A N B B
-3. 0 -1.0 1.2 3.0
FIG. 6
BIBLIOGRAFIA

BIERENS, H. J. (1983): «Uniform consistency of kernel estimators of a regres-
sion function under generalized conditions», J.A4.S.4., vol. 78, pp. 699-707.

BRADLEY, R. C. (1986): Basic properties of strong mixing conditions, Ed.
Birkhauser.

CARBON, M. (1983). «Bernstein’s inequality for strong mixing non stationary
processes. Applications», C. R. Acad. Sci. Paris Ser. I Math., 297, pp. 303-
306.

COLLOMB, G., y HARDLE, W. (1984): «Strong uniform convergence rates in
robust nonparametric time series analysis and prediction: kernel regression
estimation from dependent observations», Stochastic Process. Appl., pp. 77-
89.

COLLOMB, G. (1985): «Nonparametric regression: an up-to-date Bibliography»,
Statistics, 16, pp. 309-324.

COLLOMB, G. (1985): «Non Parametric Time Series Analysis and Prediction:
Uniform almost sure convergence of the window and k-NN Autorregres-
sion Estimates», Statistics, 16, 2, pp. 297-307.

30



VILAR FERNANDEZ, J. M.  CONSISTENCIA DE UN ESTIMADOR NO PARAMETRICO, RECURSIVO...

DOUKHAN, P,; LEON, J, y PORTAL, F. (1984): «Vitesse de convergence
dans le théoreme central limite pour des variables aléatoires mélangeantes a
valeurs dans un espace de Hilbert», C. R. Acad. Sci. Paris Ser. I Math., 298,
pp. 305-308.

GLICK, N. (1974): «Consistency conditios for probability estimators and
integrals for density estimators», Utilitas Math., 5, pp. 61-74.

GREBLICKI, W.; KRZYZAK, A., y PAWLAK, M. (1984): «Distribution-free
pointwise consistency of kernel regression estimate», The Annals of Statis-
tics, vol. 12 N 4, pp. 1570-1575.

GREBLICKI, W.,y PAWLAK, M. (1987): «Necesary and sufficient consistency
conditions for a recursive kernel regression estimate», Journal of Multiva-
riate Analysis, 23, 67-76.

HALL-HEYDE (1980): Martingale limit theory and its applications, Nueva
York, Academic Press.

HARDLE, W. (1988): Applied nonparametric regression, Springer Verlag.

IBRAGIMOV, I. A, y LINNIK Y. V. (1971): Independent and stationary
sequences of random variables, Wolters-Noordhoff, Groningen.

ROSENBLATT, M. (1971): Markov Processes, structure and asymptotic baha-
vior, Springer Verlag.

VILAR FERNANDEZ, J. M. (1989): «Estimacion no paramétrica de curvas
notables para datos dependientes», Trabajos de Estadistica, vol. 4, n.° 2,
pp. 69-89.

VILAR FERNANDEZ, J. M. (1989): «Estimacion recursiva, tipo nucleo, de la
funcion de autorregresion para datos dependientes», Estadistica Espariola,
vol. 31, n.° 131.

31



