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1. Introduccion

En esta nota presentamos un método general para calcular la edad
de un sistema de soleras a lo largo del tiempo, que generaliza y unifica
resultados obtenidos por Baker et al. (1952), que puede ser facilmente
programado para cualquier sistema de criaderas, de modo que sea
sencillo simular el comportamiento del mismo segun diversas condicio-
nes iniciales y en funcidon de ciertos parametros que pueden ser regula-
dos a priori como la frecuencia de las extracciones, el nimero de
andanas y la proporcion de liquido extraido.

Desde una perspectiva tanto tedrica como practica es interesante el
estudio a largo plazo del sistema, es decir, su comportamiento asintotico
que demuestra que bajo ciertas condiciones que se suelen dar en la
préactica, el sistema adquiere un caracter estacionario, de modo que, sin
cambiar las condiciones del sistema, no es posible sobrepasar una edad
limite en cada una de las etapas del sistema, por muy dilatado que sea el
tiempo transcurrido.

También se estudia el comportamiento de la solera del sistema a lo
largo del tiempo antes de alcanzar el régimen estacionario, obteniéndose
resultados similares a los del articulo citado, que sefalan algunos
errores de calculo del mismo.

Este modelo que estudia la evolucion de la edad de un liquido a lo
largo del tiempo, es susceptible de ser generalizado al estudio de otras
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caracteristicas del mismo que también evolucionan durante el proceso
de crianza, debido principalmente a la interaccion del liquido con las
botas y a los procesos quimicos que se desarrollan, y que inciden en la
calidad del mismo y en la homogeneidad del producto final.

2. El modelo: su comportamiento asintotico

Supongamos que K es un numero de andanas en un sistema de
soleras, ordenadas de menor a mayor, es decir, siendo la primera
andana la que recibe la primera holanda y la K-ésima la solera, sin que
esto implique necesariamente que las mas jovenes precedan a las mas
viejas, que aunque esto suele ocurrir en la practica, no es necesario para
el desarrollo del modelo.

Por X, .., X{° designaremos la edad inicial de cada una de las
barricas de la andana correspondiente que, por ejemplo, en sistemas
tradicionales con sacas anuales serian 1, 2, .., k afios. Por X¥, .., X"
designaremos la edad de las botas de las andanas correspondientes tras
n periodos o trasiegos justo antes de la n-ésima extraccion, extracciones
que no tienen por qué realizarse en periodos idénticos, aunque en la
practica suele ser asi (anuales, semianuales, cuatrimestrales, etc.) Por
ty, . t, representaremos el tiempo transcurrido justo antes de la 14, ..., n”
extraccion que, como hemos indicado, suele ser el mismo. Por altimo,
sea p la proporcion de liquido que se extrae en cada operacion de saca,
que supondremos es la misma en cada una de los periodos y la misma
para cada una de las andanas del sistema de soleras (el modelo podria
también incorporar esta circunstancia sin mucha complicacion de
calculo pero, de momento, no la consideramos). Por g = 1 — p repre-
sentaremos la proporcion de liquido que permanece en las botas en
cada extraccion.

Con estas hipotesis y suponiendo, por ultimo, que la primera andana
se rellena siempre con holandas de edad 0, la evolucion de la edad del
liquido en el sistema justo antes de la primera extraccién, tras un
periodo de duracion t,, viene descrita por el siguiente sistema de
ecuaciones recurrentes

X{ = qX{¥ +q0 +t,
X§ = qXQ + pX¢ + 1,

X =gXP + pXQ, + 1ty

(2.1)
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Tras el periodo ¢, la edad del liquido de cada una de las andanas,
seria

X@ =qX{! +q0 + 1,
XP =gXy + pX{' + 1,

(2.2)

y, en general, al cabo de n periodos la edad del liquido en cada una de
las andanas, se obtendria de la recurrencia

X(ln = qX(ln_l + qO + tn
X§ =qX0™' + pXUT! + 4,

_ . (2.3)
X{=qX{ '+ pXPTt + 1,
que, en forma matricial, se puede escribir, simplemente como

g 00 - 0 0 O
p g 0 - 0 0 O
O pg - 000

X" = X! + tnl’ (24)
000 -~ g 00
000 - p g O
000 -+ 0 p g

donde el vector 1 es un vector k-dimensional con todas sus coordenadas
iguales a 1.

Si denominamos P a la matriz k x k anterior, la relacion de recu-
rrencia se escribira para la etapa n-ésima

X" = PX" 1 4 ¢, 1, (2.5)

que puede ser facilmente programada y proporciona de forma inmedia-
ta la edad del liquido de todas las botas del sistema.

Otra expresion alternativa de la recurrencia, en términos de las
condiciones iniciales X©, resulta ser

n—1
X — prx© 4 (Z T"_A.J-Pj>1- (2.6)

im0
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que permite el estudio del comportamiento del sistema cuando transcu-
rre mucho tiempo y muestra el caracter estacionario del mismo, es decir,
a partir de un cierto periodo, e independientemente de las condiciones
iniciales, la edad del liquido se estabiliza y no puede sobrepasar ciertos
limites. El comportamiento asintotico del sistema nos sirve para deter-
minar la influencia de ciertas variables en la evolucion de la edad del
liquido. En particular demostraremos que, suponiendo sacas a lo largo
de periodos iguales, la estrategia Optima consiste en 1.° alargar los
periodos de saca lo maximo posible, siempre que sea compatible con la
demanda del producto (lo cual abarata, por otro lado, el coste del
mismo); 2.0 disminuir la proporcion p de liquido en cada saca y 3.
aumentar el nimero de andanas del sistema. Algunas de estas conclusio-
nes concuerdan con los resultados empiricos obtenidos por Baker et al.
(1952). Sin embargo, no hay que olvidar que la edad del liquido no es el
unico factor determinante en la calidad del producto final y, por lo
tanto, las conclusiones que obtenemos respecto de la edad del producto,
que basicamente nos dice que mediante el procedimiento de crianza
individual podemos obtener productos de mas edad, no son aplicables a
otros factores que determinan la calidad del producto final como
pudieran ser el extracto seco, la cantidad de lignina, etc., problemas que
pueden abordarse mediante un estudio similar al presente.

Para estudiar el comportamiento asintotico del sistema, observemos
que la matriz P se puede descomponer como P = gI + pN, donde I es
la matriz identidad de dimensién k y N es una matriz nilpotente
completa en forma canodnica. De aqui que sea facil calcular la potencia
n-ésima de P, teniendo en cuenta que para n=k N" = O. Concreta-
mente se tiene que si n < k entonces

" n S
P" = (qI + pN)" = }, (l_)q”_'p'N‘, (2.7a)

i=o

mientras que si n > k, entonces

1 2

n
+ n—k+1 k—ONk—l'
(W2 y)e

n n
P" = q"I + ( )q"“pN + < >q"_2p2N2 + o+
(2.7b)
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De la expresion Gltima se deduce que lim,_, , P* = O, con lo que el
comportamiento asintotico de X" depende del de la serie matricial
2125 t,— P’ El comportamiento asintotico de ésta, a su vez depende de
la politica seguida en las extracciones. Como ya advertimos, general-
mente los periodos de saca suelen ser homogéneos a lo largo del tiempo.
Si suponemos que los periodos t, son todos idénticos a t, no solo el
estudio del comportamiento a largo plazo sino el de la evolucion del
sistema a lo largo del tiempo se simplifica. En efecto, la ecuacion (2.6) se

reduce a

n—1
X = P"X© + t< Y Pf>1. (2.8)
j=o
que puede escribirse
X" =PXO + (I — P — P)" 1, (2.9

donde (I — P)™! es la matriz inversa de la (I — P). Teniendo en cuenta
que esta inversa es

1 0 0 0O
1 1 0 0O
1 1 1 1 0 00
I—P)'=- Pl , (2.10)
Pl 11 1 0 0
1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1
se tiene que
1 1 1
t t t
X" =P X%+ -(1-P" 2 = - 2 —P"| - 2 — X0 1 (@21
14 ol P\ Py
k k k
Y como P" se puede expresar en forma explicita
q" 0 0 0
Mg 'p q' 0 0
P = " (Ma""'p o o 0}
(:2o)g" " 2ph? Mg 'p g O
kfl)qn—k-f-lpk'—l (kzz)qn—k+2pk—2 (rlu)qn—l qn
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se tiene asi una solucion explicita de la edad de todo el sistema a lo
largo del tiempo en funcion de la edad inicial de las barricas X©, del
nimero de periodos transcurridos, de la duracion de cada periodo t, del
numero de andanas k del sistema y de la proporcion (en tanto por uno)
p de liquido extraido.

Obsérvese que el primer término de (2.11) es precisamente el limite,
cuando n crece indefinidamente, ya que como hemos visto anterior-
mente P" — O, siendo este limite

La interpretacion de este resultado es que la edad maxima del
liquido de la andana j-é¢sima es precisamente jt/p, independientemente
de la edad inicial del liquido que contuviera, y que esta edad puede ser
aumentada bien aumentando el periodo t entre extracciones o bien
disminuyendo la proporcion p de liquido extraido. Obsérvese también
que la edad del liquido de la solera es kt/p, de modo que al aumentar k
también aumenta linealmente la edad limite del producto final.

Hay que advertir, sin embargo, que estas conclusiones son a largo
plazo y que, en particular, el tiempo necesario para alcanzar un porcen-
taje elevado de la edad del régimen estacionario, depende en gran
medida de p y, en menor medida, de k. A medida que p disminuye, mas
lenta es la convergencia de P" hacia O.

Si, por otra parte, lo que se desea es estabilizar pronto el sistema,
aunque la edad limite sea baja, la ecuacion (2.11) y la forma de la matriz
P" nos dice que la politica Optima seria, en este caso, aumentar p
(proximo a 1), y disminuir . Sin embargo, esta solucidon no parece
sensata, a pesar de las recomendaciones de Baker er al.,, debido al
razonamiento que sigue.

Como veremos a continuacion, estudiando la evolucion de la edad
del liquido en la solera, la maxima tasa de evolucion se obtiene en las k
primeras etapas del proceso y, a partir de este momento empieza a
diminuir progresivamente. De aqui se concluye que, también la politica
Optima a corto plazo, es similar a la anterior, es decir, aumentar k y t y
reducir p. Observemos que esta conclusion llevada al limite, es decir,
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= 0. nos lleva a la conclusion, por otro lado obvia, de que el siste-
ma de criaderas, si sélo se tiene en cuenta la edad del producto final y
no otras caracteristicas aleatorias como la homogeneidad del producto, la
proporcion de ciertas substancias transmitidas por la bota durante el pe-
riodo de crianza, etc., es menos eficiente que el sistema de crianza en
botas individuales.

El estudio del sistema en las primeras n etapas, si n < k, se puede
realizar directamente a partir de la ecuacion (2.11) y de la expresion de
la matriz P" en funcion de las condiciones iniciales X‘°. Dependiendo de
estas ultimas y del periodo t entre extracciones, Baker et al., consideran
diversos modelos, que denominan tipos. Si las extracciones son anuales
t = 1, si son semianuales t = 1/2, consideran dos tipos A y By, por
ultimo, si son trimestrales t = 1/4, al modelo lo denominan de tipo C.
En todos los casos, salvo el tipo A, la edad inicial del sistema en aiios es
X© = (0,1, ..,k — 1), mientras que en sistemas de tipo A4 la edad de
partida del sistema es X© = (0,0, 1, 1, ..., (k — 2)/2,(k — 2)/2 si k es par
y X©=(0,1,1,2,2,...,(k — 1)/2,(k — 1)/2 si k es impar.

Excluyendo a los sistemas de tipo A, que son algo mas complicados
que el resto, para los demas la ecuacion (2.11) adopta la forma

1 1

t t
xo = L |2 —<———1>P" 21 po, 212)
p\: p .

De aqui se deduce que la edad de la solera X} al cabo de n,
con n < k, extracciones y tras algunos calculos, es

r=k—1+ n(t — p).

que establece una relacion lineal entre X} y n cuya intensidad depende
de la pendiente t — p. Obviamente, la ordenada en el origenes k — | la
edad inicial de la solera.

De esta formula se deduce lo que comentamos anteriormente, que
con el fin de maximizar la edad del producto final de las soleras durante
la primera fase de la evolucion del sistema, es necesario aumentar sobre
todo t, disminuir p - -en ningun caso ha de ser p > t, pues la edad del
liguido podria disminuir o no aumentar como en los sistemas del tipo C
(véase la Fig. 8 de Baker et «l)- y aumentar k.

La formula que relaciona n con X} pierde su caracter lineal cuando
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cuando n > k y su expresion analitica es mas complicada, aunque puede
darse en términos de la funcion de la distribucion Beta, I,(k,n — k),
debido a la bien conocida relacion entre la distribucion Binomial y la
Beta.

La conclusion méas importante que se deduce de este estudio es que
si Gnicamente se consideran variables que no dependen de las caracteri-
sticas propias de las barricas y, por consiguiente no aleatorias, sino que
solo dependen del tiempo, como es, por ejemplo, la edad del producto
final, entonces el sistema de soleras no ofrece ventaja alguna sobre el
sistema de criaderas individuales. Sin embargo, la intuiciéon y la sabidu-
ria popular parecen apoyar el sistema de soleras como un procedimiento
de obtener un producto final mas homogéneo. Pero en la calidad de este
producto intervienen otros factores, no s6lo la edad, por lo que las
conclusiones anteriores no son en absoluto aplicables a otras caracteristi-
cas. Variantes del modelo que proponemos pueden ser susceptible de
incorporar estos elementos.
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