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RESUMEN

Tras plantear las métricas diferenciales asociadas a M-divergencias para
funciones de densidad de probabilidad pertenecientes a la misma familia de
funciones paramétricas, consideramos para las funciones ®@,(t) = t* la relacion
entre las matrices que definen las métricas y las matrices a-informativas.

Obtenemos, en segundo lugar, las funciones ®(t) que determinan M-
divergencias invariantes, a nivel diferencial, frente a cambios no singulares de
parametros y variables aleatorias.

Observamos, finalmente, que las funciones que proporcionan invariancia
aseguran un incremento en el valor de la distancia al afiadir variables aleatorias
estocasticamente independientes.
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SUMMARY

After introducing the differential metric associated with M-divergences for
probability density functions, which belong to the same family of parametric
functions, we consider for the functions ®,(t) = t* the relation between the
matrices which define the metric and the a-information matrices.

Then we obtain the functions ®(t) which determine M-divergences invariant
with respect to non-singular changes of parameters and random variables.

Finally, we observe that the functions which give invariance ensure an
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increase of the value of the distance when we add independent random
variables.
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1. INTRODUCCION

Al analizar la distancia entre objetos a partir de funciones de
densidad de probabilidad, distintos autores han planteado la necesidad
de invariancia para la distancia, al variar la forma de tomar las medidas
de los objetos. En este sentido Kullback (1959) plantea la invarianza
para las métricas diferenciales asociadas a la medida de Kullback-
Leibler, a la medida de Jeffreys y a la matriz de informacion de Fisher,
Amari (1985) plantea la invarianza en el estudio de las a-conexiones, y
Cuadras y otros (1985) plantean la invarianza para la esperanza del
cambio infinitesimal de informacion.

En este trabajo, planteamos las métricas diferenciales asociadas a M-
divergencias para funciones de densidad de probabilidad pertenecientes
a la misma familia de funciones paramétricas, relacionamos las matrices
que definen las métricas con matrices informativas, y finalmente, deter-
minamos las divergencias que a nivel diferencial resultan invariantes
frente a cambios no singulares de parametros y variables aleatorias.

2. DEFINICIONES PREVIAS

Para una medida positiva u, o-aditiva, y o-finita, definida en una o-
algebra de subconjuntos de un espacio medible X, para una funcion real
positiva ®(t) dos veces diferenciable con continuidad y definida en un
intervalo Ty, con [0,1] € T, < [0, o), y para cada subconjunto Q de £#".

Q={0;0 = (6,,..0,)c 2"}

se considera la familia paramétrica de funciones de densidad de proba-
bilidad %, definida por:
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X

Ro={p(x,0)p: X >R tq 1. J p(x, @) du(x) = 1

2. p(x,®)eT, VxeX :

0%p(x, ©)

.3
3 26,06,

Vi je{l,.,n}

y se toma como medidas de distanciacion entre poblaciones las M-
divergencias definidas por

1/2
Mg(p, q) = [I [VO(p) — /Plg)]? d#]
X

3. METRICAS DIFERENCIALES ASOCIADAS
A LAS M-DIVERGENCIAS

Distintos autores han planteado la distancia entre individuos, pobla-
ciones o grupos de poblaciones, a partir de métricas definidas a través
del elemento diferencial de arco. En este sentido, para familias de
distribuciones dependientes de parametros, Bhattacharya (1946), Kull-
back (1959), Kagan (1963), Vajda (1973), Boekee (1979) y Ferentines y
Papaioannou (1981) consideran, para medidas de disimilaridad D, las
métricas definidas a partir de

ds? = lim

t— oo

_ 2
[D(p, p + tdp) — D(p, p):| )

t

En este trabajo, hemos desarrollado la métrica diferencial correspon-
diente a las M-divergencias, obteniendo, al desarrollar el numerador por
Taylor en el punto 0, que el elemento diferencial de arco se expresa en la
forma

dsg = J [(/®(p))1? [dp]* du (2)
X
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Teniendo en cuenta que
dp=Y - do, 3)

la expresion (2) se reduce a

-3 U [/ )]Zﬁge—d :|d9id9j 4)

ihj=1

es decir,
Ll op 0
dsh= 3 ghdodo; con gf=| (ORI 55 crdn O
=1 06, 60
Nota 1:

Obsérvese que la matriz (¢f) define un tensor covariante de segundo
orden, ya que, al efectuar un cambio no singular de parametros
0,,0,,...,0,) —(0,,0,,..,0,), el elemento g7 se transforma en g

. vz P P, " a0, 00,
o __ M2 5
gij - J\x [( (D([)))] 69, 66_ r'Z grs (90_ 89—

de forma que, la matriz (¢} y el elemento ds obtenidos en (5) definen
una métrica Riemaniana.

Nota 2:

La matriz (¢} que define la métrica y el elemento diferencial de arco
ds% pueden expresarse en la forma

® 5 6logp dlogp
g; = <[(\/‘D( )1°p 0, )

i

dsg = E([(/@(p))1°p[d log p]*)

Casos particulares
Para la familia de funciones @,(t) = t* definidas en #*, se tiene:
o? _1810gp610gp>

% = — E(p*
g5 = 5 Elp 20, o0,
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2
ds} =2 E(p" " '[dlog p]?)
Asi, (g%) resulta la matriz de orden » mddulo a?/4 y ds? la distancia
geodésica de orden a modulo «2/4.
Obsérvese que para o = 1, la matriz (g;) se reduce a la matriz de
informacion de Fisher modulo 1/4 y ds? al elemento de linea correspon-
diente a la distancia de Rao, salvo la constante 1/4.

4. CONDICIONES GENERALES PARA UNA DISTANCIA

En analisis de datos, el concepto de distancia se utiliza para expresar
de forma cuantitativa las semejanzas y diferencias entre objetos, siendo
de especial interés las caracterizaciones de los objetos a partir de
términos matematicos susceptibles de ser tratados. En este sentido, con
frecuencia se determinan los objetos a partir de un conjunto de medidas
que pueden ser consideradas como una muestra aleatoria de una
poblacion estadistica, de forma que la caracterizacion puede realizarse a
través de la funcion de densidad.

Exigiremos que las distancias consideradas en las familias de funcio-
nes paramétricas verifiquen las siguientes condiciones:

1. La distancia entre los objetos debe depender de las funciones de
densidad.

2. La distancia entre dos funciones de densidad debe ser indepen-
diente de la parametrizacion utilizada, es decir, debe ser invariable
frente a transformaciones no singulares de los parametros, entendiendo
como tales las transformaciones biyectivas definidas a través de funcio-
nes diferenciales con continuidad. Ello es debido a que los parametros
juegan en nuestro caso el papel de las coordenadas en la variedad de las
funciones de densidad de probabilidad.

3. La distancia entre dos funciones de densidad de probabilidad
debe ser invariante frente a transformaciones no singulares de las
variables aleatorias ya que dichos cambios no afectan a los objetos a
distanciar, sino a la forma de tomar las medidas.

4. La distancia entre los objetos a comparar debe aumentar al
agregar variables aleatorias estocasticamente independientes, ya que
aumenta la informacion sobre sus diferencias.
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5. INVARIANZA FRENTE A TRANSFORMACIONES
NO SINGULARES DE VARIABLES ALEATORIAS

Hemos determinado las funciones ®(t) que a nivel diferencial, para la
medida de Lebesgue, nos proporcionan M-divergencias invariantes
frente a transformaciones no singulares de variables aleatorias. En este
sentido, cuando transformamos

P = P(X1se0 Xps01s 00 0,) €0 P = PV 1y ooy Vi» 01 ooes 0,),

el tensor métrico se transforma siguiendo la relacion

_ I s S PPy,
g?}—f[( )]Zaeaedx f Y )]Zaeaed

_ 2 OPJ OpJ d_x 2 0p p
—L NI et J (/ORI 55 50T

siendo J el valor absoluto del jacobiano del cambio.
Particularizando a la familia de funciones de densidad de probabili-
dad

P(X1y ey Xpo 010, 0,) = 01 + ¢

donde ¢ es una constante, la transformacioén anterior se reduce a

@ _ {fx[(m)]zdx parai=j=1

T Paralaéjoz_];él
L= Ix[( @0, + c)J)y]* Jdx parai=j=1
J parai#joi=j#1

Asi, por la arbitrariedad del jacobiano del cambio y de la constante
0, +¢, la invariancia frente a transformaciones no singulares de variables
aleatorias en la métrica diferencial asociada a M-divergencias, se verifica
cuando

[(V @)1 = [(/D(x-y)]?y con x,y >0
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condicion que se cumple unicamente para funciones de la forma
d(t) = [a\ﬂ + b]* con a y b constantes (6)

Es decir, la invarianza se obtiene para las funciones que a nivel de
divergencias definen la distancia o multiplos de la distancia Matusita.

Nota 3

Al tratarse de una métrica Riemaniana, los cambios no singulares de
parametros no alteran el valor de la distancia.

Nota 4

Para X, Y vectores aleatorios estocasticamente independientes y
para las funciones ®(t) definidas en (6), se verifican las siguientes
igualdades

2 op(x, y) Op(x,
o =E{_‘Z_p—2(x,y) pg(;y) p((;;.y)}=
2 0 0
- E{%p_z(x)p-z(y) R0 "(g;'?‘”}=
_ gl - Bp(x) op(x) a* 6p(x) ap(y)
_E{Z e 59.}+ { ) g ) 66,.}+

N E{% “109p- 1y )ap(X) 5p(y)}+

20,

2
j i

A|9

ya que

op(x) 0 x) 0
{ —1( ) —1() p(x p(y)} fjél 60 p(y d dx

= J J‘ap(y)d =0 por Jp(x)dx—fl
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Asi, la forma cuadratica diferencial que define el elemento de linea es
suma de las formas cuadraticas correspondientes a las variables X e Y
separadamente. Es decir

dsk. y, = dsg + ds} (7)

con lo que, la descomposicion (7) asegura el incremento en el valor de la
distancia al anadir variables aleatorias independientes.

Nota 5

Hemos estudiado el caso absolutamente continuo, ya que en el caso
discreto todas las funciones ®(t) proporcionana invariancia.
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