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RESUMEN
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1. INTRODUCCION

Un objetivo basico de la Estadistica al realizar un experimento es
conseguir informacion sobre «algo» relacionado con él para extraer
conclusiones; de ahi, la gran importancia que tienen tanto las medidas
de incertidumbre o de informacién al permitir evaluar la incertidumbre
o informacién asociada con el mismo. El modelo matematico que se
plantea usualmente es considerar un conjunto ®, espacio de estados o
espacio paramétrico, y al que se refiere la informacion requerida. Para
lograr la informacion precisa se observa un experimento A (o sistema de
informacion probabilistico) en el que las probabilidades de sus resulta-
dos dependen de los elementos del conjunto ®. Es decir, un experimento
A vendré caracterizado por un espacio de probabilidad (X, fy, P,),
0 € ©, donde X es el espacio muestral, iy es una g-algebra asociada a X
y Py, 0 € ®, es una familia de distribuciones de probabilidad sobre la o-
algebra fy. La reduccion de la incertidumbre sobre el conjunto ®
causada por el conocimiento del resultado obtenido en la observacion
del experimento proporcionard un camino para evaluar la informacion
suministrada por este experimento.

Supuesto que el valor desconocido del parametro 6 se interpreta
como una variable aleatoria y que (®, f, T) es el espacio de probabili-
dad asociado a tal variable aleatoria, donde ® es el espacio muestral, fig
es una o-algebra de Borel sobre ® y T es una medida de probabilidad
perteneciente a la familia T* de medidas de probabilidad «a priori»
especificada. Designando por f(x/6) y p(0) las densidades asociadas a P,
y T respecto a sendas medidas o-finitas v y 4, la informacion que la
observacion x del experimento A proporciona acerca de 6 y cuantificada
en términos de la Energia Informacional de Orden a y tipo f§, viene
dada por

# g
HY(p(0/x), p(0)) = [_f@ p(6/xy" d)~(0)] - [J@ p(0)* dl((?)] (1)

y la cantidad de informacion que se espera obtener por la realizacion
del experimento A viene dada por

# s
HY(4; p(0)) = J [J@ p(0/x)* d)»(H)} J(x)dv(x) — [JG) p(0)* dl(0)] (2)
X
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Estas expresiones corresponden a la adaptacion de las medidas de
certidumbre estudiada por Boekee y Van der Lubbe (1979) y Van der
Lubbe (1981) a problemas estadisticos y cuyo analisis resultard como un
caso particular de lo que se tratard en el presente trabajo.

Esta cuantificacion de la informacion proporcionada por una deter-
minada observacion o la que se espera obtener antes de la realizacion
del experimento se realiza sobre la base de que la capacidad de observa-
cion del experimento es tal que permite asignar cada suceso observable
asociado al experimento a un subconjunto del espacio muestral. Sin
embargo, a veces no es posible la distincion nitida del resultado experi-
mental, sino que los sucesos observables solo pueden describirse me-
diante subconjuntos difusos del espacio muestral, Zadeh (1965).

De forma mas precisa, se admitira tanto en este apartado como en
los posteriores que la informacion que proporciona la observacion del
sistema de informacion probabilistico A sélo puede conocerse de forma
aproximada y que tal conocimiento aproximado permite expresar la
informacion como un subconjunto difuso sobre X, denotado bien por
Z, bien por {(x, ur(x))}icx> 0 simplemente mediante la funcion de
pertenencia uy, donde uy asocia a cada elemento x € X un nimero real
en [0, 1] de forma que py(x) representa el «grado de pertenencia» de x a
Z (o grado de compatibilidad del resultado x con la informacion difusa
Z). Seguidamente se estableceran los conceptos de «Informacion Difu-
sa» y «Sistema de Informacion Difusa» dados por Tanaka et al. (1979)
que seran esenciales en el desarrollo del presente trabajo.

Definicion 1

Se denomina Informacion Difusa a partir del sistema de infor-
macion probabilistico A, cuyo espacio de probabilidad asociado es
(X, By, f(x/0))gce a todo suceso difuso Z sobre X (esto es, a todo
conjunto difuso 4 sobre X cuya funcion de pertenencia uy es medible
Borel).

Definicion 2

Se denomina Sistema de Informacion Difusa 2'*, asociado al sistema
de informacion probabilistico A, a toda particion difusa del espacio de
observaciones X, mediante sucesos difusos. Es decir, Z* es un Sistema
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de Informacion Difusa asociado al sistema de informacion probabilisti-
co A, si todo Z € Z* es un suceso difuso sobre X y ademas Z wa(x)
= 1V xe X (Condicion de ortogonalidad). Le

A partir del concepto de probabilidad de un suceso difuso dado por
Zadeh (1968) se tienen los siguientes conceptos:

o A(Z/0) = jX tz(x) f(x/0) dv(x)

(Probabilidad de la Informacion Difusa %, dado el parametro
0 € ©, inducida por Py)

o P(X) = J o 2 /0)p(0)d0)

(Distribucion predictiva sobre Z*)

p(OZ(Z/0)

o Z(0/%) = @)

(Distribucion de probabilidad a posteriori sobre ® dada la infor-
macion difusa %)

Una vez introducidos estos conceptos se esta en condiciones de
adaptar las medidas generalizadas de certidumbre introducidas por
Boekee y Van der Lubbe (1979) y que en esencia son una generalizacion
de la medida de informacién Energia Informacional (Pardo, L. (1977,
1981, 1982, 1983, 1984, 1985), Garcia-Carrasco, M. P. (1982)), cuando la
Unica informacion obtenida acerca de los parametros es nitida, al caso
en que ésta sea difusa y se disponga de informacion a priori sobre los
parametros.

Se comenzara adaptando la expresion (1) de forma que permita
cuantificar la cantidad de informacion que una informacion difusa &
sroporciona acerca del parametro desconocido () (Pardo, J. A. (1989)).

Definicion 3
Sea A un sistema de informacion probabilistico y 2" una informacion

difusa obtenida al observar A. La cantidad de informacion asociada a Z
acerca del parametro desconocido 0, cuando la distribucion a priori es
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p(0) viene dada, en términos de la Energia Informacional de Orden « y
Tipo B, por

s s
HY2(0/%), p()) = <J® 20/%) d7~(9)) - <J® (o) d/’»(0)>

para todo par («, f)e D, donde
D={0p0<a<l,f<0 06 a>1af>1}

La expresion anterior permite cuantificar la informacion que la
«Informacion Difusa Z» proporciona acerca del parametro 6 en térmi-
nos de la diferencia entre la informacion a posteriori y la informacion a
priori.

La adaptacion de (2), se lleva a cabo mediante la siguiente definicion.

Definicion 4

Sea A un sistema de informacion probabilistico y supdngase que la
informacion obtenida a partir de A pertenece al sistema de informacion
difusa Z*. La cantidad de informacion esperada del sistema de informa-
cion difusa Z'*, cuando la distribucion a priori es p(6), viene dada por

B B

HYZ*p() = ), PX )(J 20/Z) dﬂ»(9)> - <f p(oy di(()))
rer* 0 C

para todo («, f) € D, siendo D el conjunto introducido en la definicion

anterior.

En lo sucesivo, la cantidad de informacion precedente se denomina-
ra Energia Informacional esperada de Orden o y Tipo f asociada al
Sistema de Informacion Difusa Z*.

Este concepto permite cuantificar la informacion que se espera
obtener de la observacion de un sistema de informacion probabilistico
cuando ésta no viene dada de forma nitida.

Obsérvese que la definicion anterior depende de la eleccion de o y f3;
en el caso particular de que « =2 y f# = 1 se obtiene:

HYZ*p() = Y PO/T) di(O)—j p(0)? dA(0)
Xer* ®
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que coincide con el concepto de «Ganancia de Energia Informacional»
introducida por Pardo, L. (1985) y estudiada posteriormente en Pardo,
L.; Menéndez, M. L., y Pardo, J. A. (1986a, 1988). Ademas en este
trabajo queda plenamente justificado el interés e importancia de esta
medida de informacioén en la Teoria de los Conjuntos Difusos.

2. COMPARACION DE SISTEMAS DE INFORMACION
DIFUSA A TRAVES DE LA MAXIMIZACION DE LA
ENERGIA INFORMACIONAL DE ORDEN o Y TIPO g

En determinadas situaciones existe la posibilidad de elegir uno de
entre varios sistemas de informacion difusa que proporcionan informa-
cion acerca del parametro de interés. La pregunta parece obvia. {Cual
de ellos elegir para su observacion? En este apartado se aborda este
problema para elegir aquél que proporciona mayor cantidad esperada
de informacion en el sentido de la Energia Informacional de Orden o y
Tipo B. Una vez introducido este criterio de eleccion se estudian sus
propiedades comprobandose que verifica las mas importantes, que a
nuestro juicio debe verificar cualquier criterio de eleccion.

Sean A y B dos sistemas de informacion probabilisticos que propor-
cionan informacion difusa perteneciente a los sistemas de informacion
difusa Z* e %*. Sea p(0) una distribucion de probabilidad sobre (®, i)
con p(0) = (dT/d2) (0).

Definicion 5

Sea N un sistema de informacion probabilistico nulo del que se
obtiene informacion no difusa segun la medida de probabilidad P y sea
A"* un sistema de informacion difusa sobre N. Entonces

AE > N* Ny Vp()

Demostracion

Al ser

Pln/0)
PN

PO).4) = J py(n) p(6) dv(n) = p(0)

N
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se tiene
B B
HY A, p() = Z » ;?(Vviv"“)( J o PO)AY d/1(9)> — ( j@ p(BY d/l(B)) =0
Alet*

y como H4(Z*, p(-)) = 0; sin mas que aplicar la desigualdad generalizada
de Minkowsky (G. H. Hardy, J. E. Littlewood y G. Polya (1983)) y la de
Jensen, se tiene

HYZ*,p()) = 0 = HY(AN*,p(), Vp() y VZ*
Por tanto
X*=2 N 5 Vp() vy VI* ]

El siguiente resultado pone de manifiesto la relacion entre los
sistemas de informacion difusa y los sistemas de informacion completa-
mente difusa. Una informacion difusa & € * es completamente difusa si
su funcion de pertenencia es constante sobre X, siendo X el espacio de
observaciones al que esta asociado el sistema de informacion difusa Z*.
Un sistema de informacion para el que las informaciones difusas asocia-
das son completamente difusas se denomina sistema de informacion
completamente difusa.

Propiedad 2

Sea Z* un sistema de informacion completamente difusa y sea #*
cualquier sistema de informacion difusa. Entonces

Y* = X* Y p()
Demostracion
Al ser * un sistema de informacion completamente difusa
Ur(x) =k, VZeZx* y VxeX
en consecuencia
PZ) = jX (%) f(x) dv(x) = k

y por tanto

f(x/0)
PX)

P20/%) = JX Hr(x) p(0) dv(x) = p(0)
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es decir, si Z* es un sistema de informacion completamente difusa la
distribucion de probabilidad sobre Z* no depende del parametro e ®
luego razonando como en el teorema anterior resulta que

Y* = Z*, V() "

Como consecuencia de las dos propiedades anteriores podemos
afirmar que cualquier sistema de informacion difusa es mds informativo
que un sistema de informacion difusa asociado a un sistema de informacion
probabilistico que no proporcione informacion probabilistica sobre el
espacio paramétrico y que un sistema de informacion difusa que solo
suministra informacion uniformemente imprecisa.

Propiedad 3

Sean Z'* e #* dos sistemas de informacion difusa asociados a los
sistemas de informacion probabilisticos A y B. Entonces

X% x U* > X* ¥ p()

dandose la indiferencia, si 2(y/%, ) es independiente de 6, VX e F* y
V% e%*, o bien si el sistema de informacién difusa #* es completa-
mente difuso. Donde Z* x #* = {(¥ x ¥)/Z € X*, ¥ €%¥*}y se deno-
mina Sistema de Informacion Difusa Combinado.

Demostracion

Consideremos en primer lugar el caso en que o > 1.
Aplicando la desigualdad generalizada de Minkowsky se tiene

1/a 1 1/2
l: J o 20/7) dz(a)] = [ f@ <W;y* 2(0, @/33")) d;L(O)] <

<y gl(@//%)(f@ PO, V) d)(@))m

YeW*

luego

B -
(J P0/2y di(O)) <[ ) .@(@/@”)U PO/, ) d).(()))l/:l i)
® Yew* ®
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Sea Z;w(@) la variable aleatoria que toma los valores
1/2
<J;) PO/Z, ) dzi(O)) , VZex*

con probabilidades (% /%) y consideremos la funciéon convexa t(x)
= x* V¥ (a, B)€ D, se tiene entonces:

1/a
E[Z(M(@)] -y 9(@/?1’)( f@ POIX, Y d/l(O))

Yei*

B
t(Z(,Jz(??/)) = < J@ POIX, YY) d/'..(()))
ademas

B
E[t(Z,,,,,(??/))} = ,,Z, ﬁ}(?//ﬁl‘)( f o 20/, 2y d/”.(()))

Aplicando la desigualdad de Jensen resulta:

1/a jap
[Z y(:@/ﬁl‘)(f POIX, WY d/l(())> } <
yew* ®

i
<3y y(f'zy/.%)q@ PO, W) d;.,(0)>

Ye*

(1)

y teniendo en cuenta (I) y (1I) se llega a que
B B
(J PO/F) d).(())) < > 2Wx )(J PO/, WY d/l(()))

® Yed* ®

En el caso 0 < a < 1 se procede de forma andloga al caso anterior.
Multiplicando ahora por 2(#) y sumando en Z* se obtiene:

I
Y .@(:%‘)(J@ PO/A) d/l(())) <

Xer*

N

B
P, ,?,/)< J o 20121y dﬁ.(()))

ALed* Hewy*
es decir

A* X WH* = a*

Veamos ahora que si 2(y/Z, 0) no depende de 0 se da la indiferencia.
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En efecto, al ser 2(y/%,0) = P(y/¥) se tiene que

Py, DPX,0) Py/X)PX,0
210,y - ZULEED TIERED — atyyment)

Por otra parte

J J LWz (x) 0, x, y) dv(x) dv,(y)
PO, Y| %)= =P(Y|X)PO/%)

PF)
de donde
P02, )= 20, Y| ZXVPX) _PY[X )WPO/Z)PX) _ Py TP O/T)

PE,Y) PE,Y)
por lo tanto

AR AR &

en el caso de que 2Z(y/%,0) sea independiente de 6, VZ e X*, VyeY.
Queda por ver que si el sistema de informacion difusa #* es
completamente difuso se verifica que Z* x #* ~ Z*,
Ahora bien, al ser #* completamente difuso sobre Y se tiene que

py(y) =k, VY e¥* VyeY

por tanto
1x(x)f (0, x, y) dv,(x) dv,(y)
POIX,Y)= J J d/;:j) P2(0/%)

j J‘ pa(x) f(x, y) dv(x) dvy(y)
y como consecuencia

HYZ* x %, p() = HYZ™*, p()), ¥ p()
luego

X* x Y* ~ F* |

Este resultado afirma que todo sistema de informacién difusa combi-
nado es al menos tan informativo como cada uno de los sistemas de
informacion componentes.
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Corolario 1

Si Z{, es una muestra aleatoria difusa de orden n obtenida a partir
de un sistema de informacion difusa Z* se verifica que

e, 2 X5, (=2

Es decir, cuanto mayor sea el tamafno de la muestra aleatoria difusa
mas informacion se tendra acerca del parametro 6.

El siguiente resultado prueba que cualquier sistema de informacion
difusa a partir de otro por la «condensacion» determinada por el agrupa-
miento de sus elementos proporciona menos informacion que este ultimo.

Propiedad 4

Si el sistema de informacion difusa Z* es un refinamiento del
sistema de informacion difusa Z'§ entonces

T < A5V pl)

Donde se dice que el sistema de informacion difusa 2*={Z",me M}
es un refinamiento del sistema de informacion difusa 2§ = {Z4,je J} si

para cada Z¥™e Z* existe J(m) = J tal que pm(x) = Z pzi(x) donde
jeJ(m)
{J(m),me M} es una particion de J. (Ken Kuriyama (1983)).

Demostracion

Por ser #* un refinamiento de Z'¥, para cada Z™e Z* existe un
subconjunto J(m) de J tal que
pae(x) = Y. pai(x)
jeJ(m)

con {J(m), me M} particion de J.
Sea a > 1.
Aplicando la desigualdad generalizada de Minkowsky se tiene

PP—. v POIZYPEDIN oo e
< f@ PO/ di(())) ~[ J@ (je;m)W) du(0)j| <
jed(m)

PAY) o Va
< PO/ dAO
<3 M,)q@) 017 <)>

jeJ(m)
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Por tanto

<j® 20/xmy d/l((?))ﬂ <

2@ NN
—~ PO/ZL) d4(0
Le;m)_z S Jo 2 0ir i) |

eJ(m)

Sea Z,(Z%) la variable aleatoria que toma los valores

1/a
<j® 2O0/Zhy d/"»(0)>

P& Y, PAY)

jeJ(m)

con probabilidades

Considerando la funcion convexa t(x) = x*, V (o, f)e D y aplicando la
desigualdad de Jensen, resulta:

'@('%"0) . 1/a"]ap
TN~ A s 2N NI <
[ 52 (Jo o) '

jeJ(m)
(11)
2(h)

E B
< P N S A— P 0 %j « A0
< jedm) _S_ g’(@"{)) <‘[(..D ( / 0) ( ))

JjeJd(m)

Teniendo en cuenta (I) y (II) y que Y, P(Zh) = P(X™) se sigue que

jed(m)

B B
g’(fr'")q@ PO/ dl(O)) <y 9(33"{,)( f@ PO/X ) d/"h(a))

jeJ(m)
donde sumando en m se llega a que
B B
Y. 2@ m)<j® 20/2my d/l(G)) <) 9’(5’5{5)<I® PO/%LY dl((?))
M jed
en consecuencia, resulta que
X* < X§.

Para 0 < o < 1 se procede de forma analoga. |
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Seguidamente se pasara a establecer la relacion entre la informacion
que una muestra aleatoria difusa, extraida de un sistema de informacién
difusa, proporciona acerca del parametro desconocido 6 y la que
proporciona un estadistico. Entendiéndose como tal a toda funcion real
T, definida sobre Xf,.

A partir de esta definicion y admitiendo la relacion probabilistica
considerada por M. A. Gil, M. T. Lopez y P. Gil (1985):

P(to/0) = P( (.. gm}) =

(s XY EXETAL, o X = 14

= Y P, .., X"/6)
(X XY € TETTANT, o I = 14

se tiene el siguiente resultado.

Propiedad 5

Sea &'f;) una muestra aleatoria difusa de orden n y T; una aplicacion
sobre 4, de tal forma que Ty(%Z{,) sea un sistema de informacion
difusa, verificandose:

P0,t,) = y PO,X,., A", V0e® y
Y, o T e Ally)

para casi todo t, e To(Z'¥)), donde
Aty) = {(Z, . AN e Xl TYX, .. ™) = to}

entonces
Xy = T &)

dandose la indiferencia si y solo si
PO/X, ... T = POJty) , V(XL ... ZNeMNLy) , Vige Ty&E)
Demostracion

La demostracion se realiza de forma analoga a la de la propiedad 4.

Propiedad 6
Sea &*, %*, %* tres sistemas de informacion difusa con Z°* tal que

VOe® PF x X)0) = P(Z)0O)PX)O), N X eX* N ¥ eX*
VO0e® PF x W0) = P(LI0)PH0), N X eX* YWY en*
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Entonces si
X* = H*, VY p()
se verifica que
X* X Z* = H* x Z* Yp()

Demostracion

Al ser

HYZ*, p()) = HY*, p()), ¥ p()

se tiene tomando como distribucion a priori 2(0/%), que la distribucion
a posteriori es
P(E0)P0)%) P, 0/%)

PE|Z)

VI ex* = 20/%, %)

J@ P(Z(0)2(0/%) dA(0)
Por otra parte la distribucion incondicional en Z, sera:
j® P(E/)0,Z)dN0) = PAX|Z)

con lo cual

HYZ*, p(-/2)) =
B B
= ) W(;%”/I’Z")(J POIX, Z) di(())) — <J POIZY di(@))
rer o e
De forma analoga
HY#*, p(-/2) =
B B
= ) ??(@/I’Z)(J‘ P00/, Z) d)»(())) — (J POIZ) dl(0)>
yew* ® ®

Por tanto, se tiene que

Ted*

B
y W(.-%"/:’Z)( J o 20/, 27 d (0)> >

B
> ¥ 9’(@/3’2?)( j o 207, 2 d);(0)> VY e T

YeHy*
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Multiplicando a ambos miembros de la desigualdad por #(Z) y suman-
do en ¥ e Z*, se obtiene

B
P, fl’)( J o 20/, 2 dA(f))) >

rEx* reu
T P >(f® 20/9, 2y dﬂ~(0)>”
luego
HYZ* x 2%, p() = HA@* x Z*,p(), ¥ p()
y por tanto

X* X X*=Y* x X* Y p() "

Es decir la relacion de preferencia entre dos sistemas de informacion
difusa se conserva cuando cada uno de ellos se combina con un sistema
de informacion difusa independiente de los sistemas de informacion
difusa iniciales.

Corolario 2

Sean &*, W*, Z*, W'* cuatro sistemas de informacion difusa que
proporcionan informacion sobre @ y tales que

e X* = %* Vp()

e I*=W*Vp()

e V0 PX x Z/0) = PX/OPZX)0), VIXeZx* , FXeZ*

e VO P x W/)0)=PUWOPW/)0),NYeWH* , WeW*

Entonces
X* X T* = H* x W*, ¥p()
Demostracion

Se consideran cuatro nuevos sistemas de informacion difusa Z§, #§,
Z¢y W de forma que las distribuciones de probabilidad, condiciona-
das a cualquier 6, coinciden con las distribuciones de los sistemas de
informacion difusa iniciales y supongamos ademas que

VOe® PWy x Zof) = PWoJOPZ)0), ¥ YyeWE, N Foe XY
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Entonces, teniendo en cuenta la propiedad anterior, se tiene que
HYZ* x 2%, p() = HYZE x 28, p() = HYZE x ZF,p()) =
> HYWE < WEp() = HYW* x W*,p() ¥ p()
Por tanto
T* x ZL* = W* x W* Vp() |

Por tltimo veamos que también se puede relacionar un sistema de
informacion probabilistico A y un sistema de informacion difusa asocia-
do a él

Propiedad 7

Sea Z* un sistema de informacion difusa asociado al sistema de
informacion probabilistico A. Se verifica que

A* < A, Vp()
Demostracion

Consideremos la variable aleatoria

1/a
Zy(x) = (J@ p(6/x)” d/l(O))

con funcion de densidad
g(x) = f()ur(x)/P(%)

y la funcion ¢(x) = x** que es convexa V (a, f)e D se tiene por la
desigualdad de Jensen,

. Ve () (x) id
|:J'X <J® p(0/x) d)»(())> dex(x):' <

e g Y S (%)
< JX (J@ p(0/x) d)~(0)> Wdh(x)
es decir

¢ PO/ g\ T
ol [ [ Jo(PHr ) o] e <
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B
< J'X <J® p(G/X,)a d/:(e)) f(x)'uf(x) dvl(x)

Ahora bien teniendo en cuenta que si o > 1

UX (fy SN0 dv(y))a dv(x)]m <

< JX< JY (SO dv(x)>”“ )

y si 2 < 1 se da la desigualdad en sentido contrario (G. H. Hardy, J. E.
Littlewood y G. Polya, pag. 148), se tiene que si x > 1

PO/ Qua(N o0 o\
fx U@ (W) dxu(e)} dvy(x) = ( L PO/F) d/v(0)>

y si o < 1 se obtiene la desigualdad en sentido contrario.
En ambos casos se llega a que

p(0/x) f ()par(X)\* .. ] "
Ao

> ( J o 20/ di(()))a

A partir de las desigualdades (I) y (II) se obtiene que

(1D

/»(r)< J o 2027 dz(e))” <

B
< JX <j® p(0/x)* dl(@)) S (pz(x) dvy(x)

y sumando en % € Z* se tiene

Xel*

B
< J % <JO p(0/x)" d/"»(U)) J(x)dvy(x)

Y PAx )<I 0 20/2) di(()))ﬂ <
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luego efectivamente
*< A B

Este teorema afirma que todo sistema de informacién difusa suminis-
tra menos cantidad de informacion acerca de la cantidad de interés que el
sistema de informacion probabilistico al que estd asociado; esta disminu-
cion se debe a la indeterminacion que aparece con la falta de nitidez en la
observacion del sistema de informacion probabilistico. Es decir, la difusi-
dad siempre entrania pérdida de informacion.
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