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SUMMARY

In this paper, Hampel’s concept of qualitative robustness (1968, 1971) is
adapted to the problem of estimation by confidence regions. The basic idea is
to consider the confidence regions as «generalized estimates» taking values in
the space of compact sets endowed with the Hausdorff metric.

In section 3, the qualitative robustness is analyzed in five particular cases,
which include confidence regions and tolerance intervals of common use.
Section 4 is devoted to discussion and coments.
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RESUMEN

En este trabajo se propone una adaptacion del concepto de robustez
cualitativa de Hampel (1968, 1971) al problema de estimacion por regiones de
confianza. La idea basica de esta adaptacion es considerar las regiones de
confianza como «estimadores generalizados» que toman valores en un espacio
de conjuntos compactos dotado de la métrica de Hausdorff.

En la seccion 3, se aplica esta definicion en cinco ejemplos de regiones de
confianza e intervalos de tolerancia cominmente usados en Estadistica.

Recibido Noviembre 1989.
Revisado Marzo 1990.
* Este trabajo ha sido parcialmente financiado por una beca DGYCIT, PB88-0178.



TRABAJOS DE ESTADISTICA. Vol. 5. Nim. 2, 1990

Por ultimo se incluye una seccion en la que se discuten y comentan los
resultados.

Palabras clave: Intervalo de confianza, robustez cualitativa, conjuntos aleato-
rios, distancia de Hausdorff.
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1. INTRODUCCION

El concepto de robustez cualitativa fue inicialmente propuesto y
analizado por Hampel (1968, 1971) para el caso de estimadores puntua-
les (con valores en R o en R¥). Posteriormente, dicho concepto se aplico
también al contraste de hipotesis (Rieder, 1982; Lambert, 1982).

En este articulo se estudia la posibilidad de adaptar la teoria de la
robustez cualitativa de Hampel a la estimacion por regiones de confian-
za. Esto tiene a nuestro juicio el interés metodologico y conceptual de
mostrar que la nocion de robustez admite un tratamiento formal
unificado en los tres problemas clasicos de la Inferencia Paramétrica.

El punto de vista que se adopta en el presente trabajo, se asemeja a
los planteamientos de la «Inferencia Abstracta» en el sentido de inter-
pretar una método de construccion de regiones de confianza C,, como
una variable aleatoria que toma como valores subconjuntos del espacio
paramétrico, es decir como un «estimador generalizado» al cual se le
puede aplicar la definicion y los resultados fundamentales de Hampel
convenientemente adaptados.

El planteamiento formal es el siguiente:

Sea (%, (%)) un espacio medible donde % es un espacio métrico
completo y separable y #(%) denota el o-algebra de Borel en Z. Si
Q — R* es el espacio «paramétrico», se consideran las aplicaciones me-
dibles C,

Co: (27, B") — (Ko, BA(Kq)) (1)

donde K = {subconjuntos compactos no vacios de Q} y #(Kg) es la o-
algebra de Borel en Kg, asociada a la métrica de Hausdorff.

En los casos particulares que se consideraran aqui, C, serd una
region de confianza, un intervalo de tolerancia o una banda de confian-
za para una funcion de distribucion con soporte compacto; en cada una
de estas situaciones K¢, sera una familia de subconjuntos compactos del

10



CUEVAS, A.. Y SANZ, P. ROBUSTEZ CUALITATIVA EN REGIONES DE CONFIANZA

espacio Q adecuado a cada problema. Los casos de intervalos de
tolerancia y bandas de confianza presentan matices diferentes a los del
problema clasico de estimacion paramétrica por regiones de confianza,
si bien tienen en comun con este ultimo, el hcho de que el «resultado
final» de la estimacion es un conjunto aleatorio.

Las hipotesis y notaciones que se utilizaran en el desarrollo poste-
rior son las siguientes:

Se supone £ = Ry Q = R, En R" se considera definida la estructu-
ra producto usual con la métrica d(x,x’) = max {|x; — xj|; i = 1,..,n}
donde x = (x;, X5, .., X,) ¥ X = (X, X5, ..., X,). En Kq se considera la
distancia de Hausdorff d;, definida entre conjuntos compactos no
vacios por

inf{6 > 0/4, S A5 , A, S Al

VA,, A, € Kq, siendo B = B(0, 1) = la bola cerrada de R" de centro 0 y
radio unidad y A? = | B(x,d), denotandose por «+» la suma de
Minkowski. xed

El espacio K¢, dotado de la métrica d,;, tiene la propiedad de ser un
espacio métrico completo, separable y localmente compacto (Lay, 1982).

Se supondra también que los estadisticos C, son invariantes por
permutaciones, por lo que podra considerarse, C,(x;, X, ..., X,) = C,(F,),
donde F, denota la distribuciobn empirica asociada a la muestra
(x> X3, .. X,) de tamano n, designandose por %, el conjunto de las
distribuciones empiricas de orden n y por & el conjunto de todas las
funciones de distribucion.

Il

2. DEFINICIONES Y RESULTADOS

A partir del planteamiento indicado en (1), una adaptacion sencilla
de la definicion de robustez cualitativa de Hampel (1971) seria la
siguiente:

Definicion 1. Se dice que la sucesion {C,} de aplicaciones medibles
del tipo (1) es cualitativamente robusta en F € # respecto de la métrica
de Prohorov d, si y solo si

Ve>038>0Nn YGdF,G) <8 = d(ZWC,), LAC) <5 (2
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siendo ZR(C,) y Z4C,) las medidas de probabilidad inducidas por C,
en #(Kq) bajo F y G, respectivamente.

Debido al supuesto de invariancia ante permutaciones de los
estadisticos C, es también valida en este contexto, la siguiente adapta-
cion directa de la definicion de continuidad (para sucesiones de estima-
dores) propuesta por Hampel (1971).

Definicion 2. La sucesion {C,} es continua casi seguro en F si y
solo si

Ye>036>03n/Nn,m=n,VFE,F, F,e#,, F,eZ,
d(F,F,) <6 dF,F,) <& = dy(C(F,), C,(F,) <& cs. F

La interpretacion intuitiva de la Definicion 1 es similar a la corres-
pondiente para la definicion original de Hampel. En este caso, £ (C,)
denotan medidas de probabilidad de variables aleatorias que toman
como valores conjuntos, lo cual dificulta el manejo efectivo de esta
definicion. Puede sin embargo comprobarse (Cuevas, 1988), que las
principales condiciones necesarias y condiciones suficientes demostradas
por Hampel, se adaptan también con las modificaciones naturales para
el caso de estimadores que toman valores en espacios métricos; por
tanto, no sera preciso el conocimiento exacto de #p(C,).

En particular se verifican los siguientes resultados:

Teorema 1. Si la sucesion {C,} es continua c.s. en F, entonces {C,}

d
es consistente hacia algan C_(F) bajo F, es decir, Z((C,) — CoolF).

Teorema 2. Si la sucesion {C,} es tal que:

i) {C,} es continua casi seguro en Fe Z.

ii) C, es continua en R" respecto a dy, para cada n.
Entonces {C,} es robusta en F.

Teorema 3. Sea ¥, < & y sea {C,} una sucesion robusta en
Fe % ,. Supongamos que

ZoC,) —— C(G)eKg VGeU
siendo % = U(F) = & , un entorno de F en la topologia relativa de %,

Entonces la funcion C_ : % — Kq es continua en F.
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En el Teorema 3 se da una condicion necesaria para que se verifi-
quen la robustez y consistencia simultaneamente. Dicha condicion sera
utilizada en la proxima seccion para establecer la no robustez (de
acuerdo con la Definiciéon 1) de algunos intervalos de confianza de uso
frecuente en la Estadistica clasica. A partir de la condicion suficiente que
se indica en el Teorema 2, se obtienen resultados positivos de robustez
en dos ejemplos.

3. EJEMPLOS

En primer lugar, se analiza la robustez de dos ejemplos tipicos de
intervalos de confianza.

3.1. Intervalo de confianza para la media de una distribucion
normal de varianza desconocida

Sea F ~ N(u,0), con o desconocida. Para cada n, dado xeR", se
define el intervalo de confianza para u, de coeficiente 1 — o por

Cox) = [X — (@,//n)s % + (a,//n)s] 3)

donde a, es el cuantil de orden 1 — «/2 de la distribucion ¢ de Student

con n — 1 grados de libertad y s> = ) (x; — X)*/(n — 1).

i=1

Como lim X + (a,,/ﬁ)s =y cs. F, ya que, lima, =k (k es el

n— oo n—oC
cuantil de orden 1 — a/2 de la distribucion N(0, 1)) se verifica que la
sucesion {C,} es consistente en F, esto es,

C(x) :: {#} = C,(F)eKq cs. F,

pero la funcion C(G) = x dG(x) > no es débilmente continua en F

(respecto a d;;). Asi pues, por el Teorema 3 la sucesion de intervalos de
confianza, dada en (3), no es cualitativamente robusta en F.
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3.2. Intervalo de confianza para la varianza de una distribucion
normal con media desconocida

Para cada n, dado xe R" se define el intervalo
Co(x) = [c;5% ;5] 4)

siendo (n — 1)/c¢; y (n — 1)/c, los cuantiles de orden 1 — a/2 y /2,
respectivamente, de una distribuciéon y? con n — 1 grados de libertad.
Teniendo en cuenta que para i = 1,2 lim ¢; = 1 es obvio que

n—oc

C,(x) — {6?} = C(F)eKq cs. F

donde C_(F) = { j(x — T(F))? dF(x)} y T(F) = Jx dF(x). Como C(-)

no es una funcion continua en F, razonando como en el ejemplo
anterior, se obtiene la no robustez en F de la sucesion de intervalos
definidos por (4).

Resultados analogos pueden obtenerse para el intervalo de confianza
de la varianza de una distribucion normal de media conocida y para el
elipsoide de nivel 1 — o« de la media de una distribucion normal p-
dimensional con matriz de varianzas conocida o desconocida. En todos
estos casos, la clave de la no robustez es la consistencia hacia un
funcional (la media o la varianza) discontinuo.

A continuacion, se proponen dos ejemplos de regiones aleatorias
(usadas frecuentemente en Estadistica) que verifican la condicion (2) de
robustez cualitativa.

3.3. Intervalo de tolerancia

Dados 0 < o < f# < 1 consideremos el intervalo de tolerancia defini-
do por

Co(x) = Cyxy, s X,) = C(F,) = [F7 (@), F7 (BN (5)

donde F, !(t) = inf {x/F,(x) > t}. Obsérvese que C,(x) = C(F,), siendo
C(F) = [F™ (@), F~'(B].

Utilizando el Teorema 2 veremos que si F~! es continuaenay fla
sucesion {C,} es robusta en F. Para ello necesitamos demostrar

i) {C,} es continua cs. en F.
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i) Cada C, es una funcion continua en R".
En efecto, si F~! es continua en a y B (Clarke, 1983), se verifica

Ve>036>0/d(F,G) <5 =
= max {|[F o) — G '), IF"'(B) — G~ '(B)l} < (6)

lo cual, teniendo en cuenta la definicion de dy, equivale a la continuidad
de C en F. Esto prueba i).

Para obtener ii) es suficiente demostrar la continuidad como funcion
de R* de F, (o) y F, }(B). Se ha de comprobar por tanto (limitandonos
al primer caso) que

Ve>036>0/dx,y) = max |x; — y| < = |g(x) —g(y)l <e&

I<ign

donde x = (xy,..,X,), ¥ = (Jy, - V) son elementos de R" y
g(x 15 s X,) = inf {x/F(x) > a}.

Supongamos que g(xi, ..., X,) = X, Dado ¢ > 0, tomemos é = min (¢/2,
a/2) donde a = min {|x; — x;|, x; # x;} (si todas las x; son iguales se
tomaria 6 = g).

Si d(x,y) < 6, entonces ¢g(yy,...,¥,) = y, O bien, si hay elementos
repetidos g(yy, -, Vo) = Y, cOmo |y, — ] < 6. En cualquiera de los dos
casos

Ig(XI’ (] xn) - g(yla ey yn)| <26 <e

como se queria probar.

3.4. Banda de confianza para una funcion de distribucion.

Dada una muestra x=(x, .., x,) € R", se denotara por x=(xy, ..., X,)
el vector definido a partir de x cuando se ordenan sus componentes de
menor a mayor.

Suponemos aqui que F es una funcion de distribucion continua con
soporte contenido en el intervalo [a, b]. Se define la banda de confianza
para F basada en el estadistico de Kolmogorov-Smirnov por

n+1

Sn(xl, XZ, ceny x”) = U Cl(xl, xZ, ceey xn)

i=1
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siendo
CilX1s 0 X,) = {(w,0) e R*/x; -y < u<x,
max {0, F,(x) — d; -,(n)} < v < min {1, F(x) + d,_(n)}}
donde
i=1,.,n+1 Xo=0, Xps1=b, F(x0)=0, F(x,.)=1, F,(x)=(—1)/n
y d,_,(n) es tal que

P[sup| F(x) — F(x)| <d, (W] =1—u,

verificandose que 1/n < d,_,(n) = d’l_a/\/ﬁ con d_, <2 (Johnson y
Leone, 1964). En lo sucesivo d, _,(n) se denotara simplemente por d.
En definitiva, C; para i = 1,..,n + 1 viene dado por

Cix1, s Xp) = {(u,v)e Rz/)_ci_l SuU<X;

i1 i1
max {o,l _ d} < v < min {1,'—— " d}} (7)
n n

Cada uno de estos conjuntos es convexo, compacto y de interior no
vacio ya que x; # x; Vi, j=1,..,n + 1 con probabilidad 1.

Para analizar la robustez de S, se emplea el Teorema 2, por lo que es
preciso demostrar:

i) S, es continua como funcion de R" para cada n.
Es decir, para toda sucesion {x*} = R", tal que x* —— x se ha de
k—w

verificar
Ve>0 Tko/k = ky = dy(S,(x"), S,(x)) < e. (8)

Esto se prueba en dos pasos:

il) Para cada i=1,..,n + 1 se verifica que, dado ¢ > 0
Fkifk = ki = dy(C{x"), C(x)) < & 9

En efecto, teniendo en cuenta la forma de los conjuntos C(-) dada en
(7) y la definicion de la distancia dj; se tiene,

dII(Ci(xk)9 Ci(x)) = max {lxi - x:-‘|, Ix;—y — x:"—1|}-
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Por otra parte, si x¥ —— x entonces

k—
Ve>0 Jk*/k > k* = dx*,x) <e¢

Como d(x* x) < ¢ =d(x*, x) < ¢ (Huber, 1977) se tiene pues que
dado ¢ > 0, el valor k; = k* verifica la condicion (9) para todo i
=1,.,n+ 1

i2) La expresion (8) se verifica también tomando k, = k*. En
efecto, dado ¢ > 0, se deduce de (9) y de la definicion de dy

k=ky = {Cix)= Cx")+¢B} A {C(x") = C(x)+¢B} Yi=1,.,n+1,

por tanto, para todo k = k,
n+1 n+1

S(x) = | Cix) = {J (Ci{x*) +¢B) =

i=1 i=1

n+1

= {J (U {B((u,&):ue C(x"}) =
i=1 wu

= {F(u, g:ue "Ol C ,-(x")} =

n+1
= |J C(x* + ¢B = S,(x") + ¢B,
i=1

analogamente,

n+1 n+1
S,(x) = |J C(x) e | Cx)+eB=S,(x)+&B Vk=k,
i=1 i=1

lo cual prueba (8).

ii) {S,} continua cs. en F.
Por la Definicion 2 hay que comprobar

Ve>036>03In,/Nnm=>n,VF, F,eZ, F,eF,
dp(F’ Fn) <9 dp(Fa Fm) <d = d}I(Sn(Frr)’ SI)l(F"l)) <& Cs. F,

donde S,(F,) = S,(x,, X5, .., X,) definida al comienzo de 3.4.

Para ello basta demostrar que

. |
Ve>0 3In,/n=n, = dyS,F,), Gral(F)) < -2—1; cs. F, (10)

17



TRABAJOS DE ESTADISTICA. Vol. 5. Nim. 2, 1930

siendo
Graf(F) = {(u,v)e R*/ue[a,b], v = F(u)}.

En efecto,

dII(Sn(Fn)a Graf(F)) <
< dy(S(F,, Graf(F,)) + d(Graf (F,), Graf (F))

el primer término del segundo miembro es menor que 2/\/; y el
segundo es menor o igual que sup |F,(x) — F(x)| que, en virtud del

teorema de Glivenko-Cantelli, tiende a cero c.s. F. Esto demuestra (10).
Se ha impuesto la restriccion de soporte compacto para F con
objeto de manejar conjuntos S,(x) compactos, para los cuales esta
definida la distancia de Hausdorff. No obstante, el desarrollo efectuado
seria valido si se considera la banda de confianza en un intervalo.

4. ALGUNOS RESULTADOS COMPLEMENTARIOS.
DISCUSION

Las regiones aleatorias analizadas en los ejemplos 3.3 y 3.4, para las
cuales se obtuvo la propiedad de robustez de acuerdo con la Definicion
1, dependen de estadisticos robustos (cuantil muestral F, !(x) y distribu-
cion empirica F,, respectivamente) bajo las hipotesis consideradas,
mientras que los intervalos de confianza de los ejemplos 3.1 y 3.2 que
estan construidos a partir de estimadores no robustos, resultaron ser
inestables. A la vista de esto, podria justificarse intuitivamente la
estabilidad o inestabilidad de una region aleatoria o intervalo de
confianza a partir del cumplimiento o incumplimiento de la propiedad
de robustez cualitativa de los estadisticos de los cuales dependen dichas
regiones o intervalos.

A continuacion estableceremos un resultado de este tipo para lo cual
necesitaremos el siguiente lema

Lema 1. Sea {T,} una sucesion de estimadores (T,: %, —» R* para
cada n) robusta en F y sea {W,} tal que W,=g° T, con g: R*—>E, sien-
do E un espacio métrico completo y separable dotado de la métrica d.

Si g es una aplicacion contractiva (i.e., d(g(x), g(y)) < a|[x —y| con
o < 1) entonces la sucesion de estimadores {W,} es robusta en F.
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Demostracion. De acuerdo con la definicion de sucesion de estima-
dores robusta en una funcion de distribucion F (ver Hampel, 1971),
habra que demostrar

¥e>036>0/NG, Vn:d(F,G) <8 = d(LHW,), LW,) < s,

siendo L(W,) y LW, las medidas de probabilidad inducidas en
(E, B(E)) por W, bajo F y G, respectivamente.
Obsérvese primero, que para todo 4 e #(E) se verifica

LeW)(A) = Py(T)e A) = PAT,eg™"(4) = LHT)g "(4). (11)

donde .Z(T,) es la medida de probabilidad inducida en (R¥, Z(R¥)) por
T, bajo F.

Dado ¢ > 0 por ser {T,} robusta en F existe 6* > 0 para el que se
cumple

Ve>036*>0/NG, Vn:d,(F,G) <d = d(LT,), LT, <e.
se tiene entonces

d(ZLeW,), £e(W,) = inf {6 > 0/LT)(g™'(4)) <
< Zo(T)g™ 1 (A%) + 6, VAe B(E)} < inf{d > 0/LHT) (g™ '(4) <
< Z(T)(g™(A)) + 6, V Ae B(E)},

ya que por ser g contractiva, para todo é > 0 y para todo A€ %(E) se
tiene

(971(A4))° = g~ '(A) + 6B, = g~ (49,

donde B, denota la bola cerrada de centro el origen y radio 1 de Rk
Por otra parte, como {g~'(A)/A € B(E)} = #(R*) se obtiene que

d (L W,), £ o(W,)) <inf{é > 0/LK(T,)(C) <
< ZLT)C) + 6, ¥V Ce BRY}) =d(LHT), Lo(T) <e,

siempre que d,(G, F) < 6*.
Teorema 4. Sea una sucesion {C,} de intervalos de confianza en R

definidos para cada n y cada muestra x por

Cix) = [U,(x), Vi(x)]

19
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(U(x) < V,(x) para todo x € R". Si la sucesion {T, = (U,, V,)} es robus-
ta en F, entonces lo es la sucesion de intervalos de confianza.

Demostracion. Dada la sucesion bivariante {T, = (U,, V,)} robusta
en F, si se define la aplicacion

h(x,y) = [x,y] con x<y
se obtiene que
Cux) = he T(x)
ahora bien, la aplicacion h es contractiva (x = 1) ya que
dp(h(T(x)), h(T(y))) = max {|U,(x) — U,(y)l, |V,(x) = V,(y)I} =
d(T,(x), T,(y)),

por tanto, se sigue el resultado buscado a partir del Lema 1. |

It

Por tltimo, algunos breves comentarios relativos a ideas que no se
desarrollan en este trabajo, pero que podrian tener algin interés:

a) Obsérvese que a lo largo de todo el desarrollo anterior, aplicado
a regiones de confianza, no se ha hecho mencion del parametro que se
pretende estimar ni, en consecuencia, del nivel de confianza, elemento
caracteristico de este método de estimacion. Podria pensarse, por tanto,
en considerar una definicion alternativa expresada en términos del nivel,
que tuviera en cuenta la estructura paramétrica del problema.

Un enfoque de este tipo puede verse en Cuevas (1983). El plantea-
miento, en resumen, €S como sigue:

Se supone que la distribucion basica es del tipo Fgy(x) = F(uy(x)),
siendo u,(x) biyectiva y bicontinua para cada 0 € Q. Dada una region de
confianza C,(x), se define su nivel por

"F) = Fi{xeR"/0 e C,(x)}.

El nivel aparece asi, como una funcion de la «forma» general F de la
familia paramétrica subyacente. Puede, por tanto, definirse la estabili-
dad en términos de la continuidad de esta funcion; es decir,

Ve>0 36> 0/d(F,G)d = |NYF) — NYG)| < e, (12)

esta condicion, puede imponerse uniformemente en 0 y/o n (o incluso en
F), obteniéndose versiones con diferente grado de exigencia.
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En Cuevas (1983) aparece una condicion suficiente para que se
verifique (12). Utilizando esta condicion se obtiene la estabilidad de los
intervalos de los ejemplos 3.1 y 3.2, en el sentido indicado por (12).

Cuando una sucesion {C,} de regiones de confianza es robusta en F,
de acuerdo con la Definiciéon 1, el cumplimiento de (2) implica

lim Z4C,){A}=ZLC,){A} YV AeB(Kg) tal que LC,){CA} =0
G—F
para cada n, cuando d,(F, G) — 0.
En particular, si para cada 0 € Q el conjunto .«7, de Kq (formado por
los subconjuntos de Q que contienen a () pertenece a #A(Kq) y es tal que
ZLHC,){0e,} =0 se obtiene

lim Nj(G) = NYF)

G—F
para cada 0e€Q, cuando d,(F, G)— 0.

b) La extension del concepto de curva de influencia (ver Hampel,
1974) a este contexto presenta varias dificultades técnicas, motivadas en
parte por los «valores» que toman los estadisticos considerados y
también por la imposibilidad, en la mayor parte de los casos, de obtener
las aplicaciones C, definidas en (1) mediante la restriccion de un
funcional al conjunto %, de distribuciones empiricas de orden n.

¢) Como ya se indico en la introduccion, el estudio de un concepto
formalizado de robustez en tests de hipotesis ha sido abordado por
Lambert (1982) (en términos de estabilidad de los P-valores) y Rieder
(1982) (en términos de estabilidad de la potencia); ahora bien, siguiendo
la linea de este trabajo, si tratamos de unificar al maximo la nocién de
robustez en los tres métodos clasicos de Inferencia Paramétrica puede
efectuarse un desarrollo analogo al expuesto para regiones de confianza
y regiones aleatorias, aplicando la condicion de Hampel a la funcion
que define el test (ver Sanz, 1988).
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