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RESUMEN

En este trabajo, se caracteriza la simetria de la J-divergencia generalizada
en términos del parametro y de la funcidon que la determina. Se plantea
seguidamente la convexidad y simetrizacion en funcion del parametro, aten-
diendo a la forma de la funcion ¢(t) que la determina. Finalmente, se revisa la
convexidad en funcién de las variables atendiendo a la concavidad y convexi-
dad, de las funciones ¢(t) y 1/¢"(¢).
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SUMMARY

In this work the symmetry of the generalized J-divergence is characterized
by its parameter and function.

The convexity and symmetrization are studied as a function of the parame-
ter, according to the shape of the function ¢(t) that determines this generalized
J-divergence.

Finally, the convexity as a function of the variables, according to the
convexity of the functions ¢(t) and 1/¢"(t) is revised.

Key words: J-divergence, convex analysis, data analysis.
AMS Classification: 62H30, 62-07.
Title: Convexity and simmetry of some generalized J-divergence.

Recibido, enero 1989. Revisado, julio 1989.

69



TRABAJOS DE ESTADISTICA. Vol. 6. Num. 1, 1380

1. INTRODUCCION

Un problema interesante que se plantea en analisis de datos provie-
ne de la eleccion adecuada de medidas que nos permitan cuantificar las
diferencias entre poblaciones o entre individuos de una misma pobla-
cion. En este sentido, las J-divergencias generalizadas pueden entender-
se como medidas que cuantifican analogias y diferencias entre distribu-
ciones o poblaciones.

Como una aproximacion a la caracterizacion de las divergencias,
analizamos en este trabajo las condiciones para la convexidad, simetria
y simetrizacion de las J-divergencias generalizadas, completando y
extendiendo los aspectos relativos a J-divergencias presentados por
Burbea y Rao (1982).

Estudios en este sentido resultan muy adecuados para abordar
aspectos relacionados con la teoria de la informacion e inferencia
estadistica, siendo destacables, entre otros, los trabajos de Matusita
(1955, 1964), Pitman (1979), Wald (1950) y Shaked (1977) y en otro
orden, Burbea y Rao (1987) y Salicra y Calvo (1988) obtienen relaciones
con las ¢-entropias.

2. DEFINICIONES PREVIAS

Dada una medida positiva y, o-aditiva y ¢ finita definida en una o-
algebra de subconjuntos de un espacio medible X, y una funciéon a
valores reales ¢(t), dos veces diferenciable con continuidad y definida en
un intervalo Ty, con [0,1] = Ty < [0, ), se define el espacio de las
funciones ¢-integrables como el conjunto

Ly = {p;p;X—>R tq. 1) f Ip(x)ldpu(x) < + o0
X
2) p(x)eT, para todo xeX}

Para diferenciar dos funciones ¢-integrables p(x) y g(x), se define la
J-divergencia generalizada a partir de la expresion

Jolp, @)= J [A¢(p)+(1—D(g) — d(Ap+(1—Ag)] du(x) para Ae(0,1)
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donde si pu(x) es una medida atémica, la J-divergencia generalizada se
reduce a la igualdad

0

Jilp @) = Y. alid(x) + (1 - D) — d(Ax; + (1 — 2)y)]

i=1

3. PROPIEDADES PREVIAS

De sencillos célculos y particularizaciones con la definicion de la J-
divergencia generalizada, se obtienen de forma inmediata los siguientes
resultados.

Proposicion 3.1

Je(f ), f(@) = A1—4) L |f () — f(@)* du(x) para ¢(x) = x* — x.

Obsérvese, que al particularizar a f(p) = \/1_), la expresion anterior
se reduce a

J¢(f , /@) =2M1-1) (1— J NI du(x)) 2/(1—2)(1—cos (p, 9))

siendo p(x), q(x) funciones de densidad de probabilidad, en las que se ha
definido el producto escalar

p,qy = L V/ P(x¥)gq(x) dp(x)

Asi, en este caso la J-divergencia se expresa en funcion de la distancia
Hellinger y de la distancia Bhattacharyya.

Proposicion 3.2

Ji(p,q) = 0 para todas las funciones p(x), g(x) de L } si y solo si la
funcién ¢(t) es convexa en T,

Demostracion

Si ¢(x) no fuera convexa en un punto x, € T;, entonces existiria otro
punto x; € T, que cumpliria

Ad(xo) + (1 — D(x,) < p(Axo + (1 — A)xy)
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para los que al considerar las funciones

x, para xekK x, para xekK
plx) = q(x) =
0 para x¢K 0 para x¢K

con K subconjunto de X de medida finita, se tendria que J}(p,q) < 0.
El reciproco resulta evidente al reducirse la J-divergencia a la
integral de una funcion positiva.

4. CONDICIONES PARA LA SIMETRIA
DE LA J-DIVERGENCIA GENERALIZADA

Estudiada la no negatividad de la J-divergencia generalizada, resulta
interante el estudio de las condiciones que debemos imponer al parame-
tro A para que fijada una funcion ¢(t), la J-divergencia generalizada
resulte simétrica. En este sentido, estudiaremos previamente las funcio-
nes que cumplen la condicion f(ix + (1 — A)y) = f(Ay + (1 — A)x)
para todo x,ye T, siendo T, = [a,b] = R.

Lema 4.1

Fijado un valor de 4, las unicas funciones continuas f:T, —» R
que cumplen la condiciéon, f(ix + (1 — A)y) = f(Ay + (1 — A)x) pa-
ra todo x,ye Ty son las de la forma f(x) = cte para todo xe T,.

Demostracion
Dados x,€(a,b) y 2 fijos, 1€(0, 1/2), existen dos puntos de (a, b)

Mk+1)—k Mk+1)—1
] LU s O

para valores de k cumpliendo

24 —1
x_°+_,___~___1

k
g AXxq

A

Para tales valores, al aplicarles la condicion

fO%o + (1 — D9o) = f(A9o + (1 — ARo) 1
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se obtiene

f(xo) = fla + kix, — a))

y al aplicar de forma recurrente la expresion anterior

S(xo) =f(a + k"(xo — a))
con lo que al tomar limites

S(xo) = lim f(a + k™(xo — a)) = f(a)

n— oo

Asi, las Unicas funciones que cumplen la condicion (1) son las funciones
de la forma f(x) = cte en T

De aplicar al lema anterior a las J-divergencias generalizadas, hemos
obtenido una caracterizacion de la simetria que se expresa en los
términos siguientes
Teorema 4.1

a) Las J-divergencias J}(p, q) son simétricas p y q para toda
funciéon de la forma ¢(x) = ax? + bx + c.

b) Las J-divergencias Jj,(p, q) son simétricas en p y g para las
funciones ¢(x) # ax? + bx + ¢ dos veces diferenciables con

continuidad si y so6lo si 4 = o

Demostracion a)

Para ¢(x) = ax* + bx + ¢, J}(p,q) = J al(1—2)(p—q)* du(x) que es
X

simétrica en p y q.

Demostracion b)

De J}(p, q) simétrica para toda p(x), q(x)e L} y de tomar

x) s para xe K ) s para xe K 02 u(K) < +
= X) = co
P 0 para x¢ K 1 0 para x¢ K f HK) %

se tendra para todo s, te Ty.

[A¢(s) + (1 — Ae(t) — d(4s + (1 — H)Iu(K) =
= [ = Dg(s) + Ae(1) — d((1 ~ Vs + A)]u(K)
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Simplificando la expresion anterior, se obtiene
@A—=DLé(s) — ¢(1)] = d(As + (1 — A1) — (1 — A)s + Ar) = F(s, 1)
y derivando respecto de s y ¢

0%F(s, t)
Jsot

0= [¢"(hs + (1 — A)t) — ¢"((1 — A)s + A)](1 — DA =

Asi, para ¢”(x) se cumple la condiciéon del lema 4.1.
¢"Us+ (1 —At)=¢"(1 —A)s + At) para todo s, teT,

de la que resulta ¢"(x) = cte para todo x € T, cuando A # 3, y por ello,
se obtiene la simetria para funciones con ¢"(x) # cte solo para el valor

1
de ==
©4=3

5. CONVEXIDAD DE LA J-DIVERGENCIA
GENERALIZADA RESPECTO DEL PARAMETRO

Prosiguiendo con el estudio de la J-divergencia generalizada aten-
diendo a los valores que toma el parametro, analizamos seguidamente
las condiciones exigibles a la funcidon ¢(t) para que J-divergencia sea
convexa en funcion del parametro. En este sentido, con el supuesto que
J}(p, q) es dos veces derivable bajo el signo integral y que el soporte de
Ad(p) + (1 — Ad(q) — d(Ap + (1 — A)q) no depende del parametro, he-
mos obtenido

Proposicion 5.1

J;},(p, q) es convexa (concava) en (0, 1) respecto de A para todas las
posibles parejas p(x),q(x)e Ly si y sOlo si ¢(t) es concava (convexa)
en T,

Demostracion
De la convexidad de Jj(p, q) respecto del parametro A resulta para

toda p(x), q(x)e L}

J ¢"[Ap(x)+(1 = A)g(x)1[p(x) — q(x)]* dpu(x) <O para 1€(0,1) )
X
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Por otro lado, si ¢”(t) fuera positiva en un punto “a” de Ty, existiria un
entorno de “a” en T, cumpliendo ¢"(t) > 0 para te(a — é,a + 0), y al
tomar

o
a si xeK a+—2- si xeK

pm:{o si x¢K q(x)={ 0 si x¢K

con 0 # u(K) < + oo, resultaria

J ¢"[3p(x) + 39()1[p(x) — q(x)]* du(x) = J
X

X

d)”(a + g)i—zdy(x) >0

que contradice (2) en el valor 4 = 1.
El reciproco es evidente, pues de la concavidad de ¢(t) se deduce (2)
y a su vez la convexidad de J}(p, g).

Proposicién 5.2

0
(5/{ J4(p @) J(A) = K(p, ip + (1 — A)g) — K(q, Ap + (1 — A)q) siendo

¢(t) = tlogt,K(p,q) la diferencia de informacion entre p(x) en
el sentido de Kullback-Leibler y las funciones p(x) y g(x) cumplien-

do la condicién |p| = ||ql =1 para el producto escalar <{p,q),
pgy = J V/ P(x)q(x) dp(x).
X
Demostracion
2 1ip.0) ) =
or e PP =

= f [plogp—qlogq—plog(ip+(1—A)g+qlog(Ap+(1—A)g)]du =
X

= K(p, Ap +(1—2)q) — K(g,Ap + (1 — A)q)

Corolario 5.1

En las condiciones de la proposicion 5.2, se tiene de forma inmediata
los resultados siguientes:

0
a) (51 Ty, Q))(O) = K(p, 9)
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d
b) (5,{ Ji@, q))(l) = —K(q,p)

Corolario 5.2

En las condiciones de la proposicion 5.2, existe un unico 4, tal que
cumple la condicion:

K(p, Aop + (1 — 40)q) = K(g, Aop + (1 — Ao)q)

Demostracion

0
Al ser la funcion 51]{},(1), q) una funcion decreciente en A1 y tomar

distintos signos en los extremos del intervalo [0, 1], resulta inmediata la
existencia de un unico A,€(0,1) cumpliendo

0
(5 7. q)>uo) =0
condicién que equivale a

K(p, Zop + (1 — 40)q) = K(g, 40P + (1 — 45)q)
Proposicion 5.3
La simetrizacion *J3(p, q) = J3(p, q) + J} ™ *(p, q) alcanza el maximo
en A =1 cuando ¢(t) es una funcidn estrictamente convexa.
Demostracion

Cuando la funcidén ¢(t) es convexa estricta, las funciones J3(p, q) y
J3~4(p, 9) son concavas en (0, 1). Asi, la funcion simetrizada es también
concava estricta en (0,1) y el maximo respecto de A es unico.

Por otro lado, al cumplirse las condiciones

2

d
5}(3-73(17, Q))(%) =0 y FYEl

(T3P, () <0

el maximo de ‘J,’},(p, q) se alcanza en A = 1.
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6. CONVEXIDAD DE LA J-DIVERGENCIA
GENERALIZADA RESPECTO DE p(x), ¢(x)

De forma paralela al estudio de la convexidad de la diferencia de
Jensen realizado por Burbea y Rao (1982), hemos obtenido para la J-
divergencia generalizada el siguiente resultado.

Proposicién 6.1

J3(p, q) es convexa (concava en Ly x L si y solo si ¢(t) es convexa

, 1 .
(concava) en T, y —(t) es concava (convexa) en Tj,.

¢I ’
Demostracion

Para que J}(p,q) sea convexa en Ljx L}, la matriz de la forma
cuadratica que define el Hessiano debe ser semidefinida positiva. En
nuestro caso, el calculo se reduce a

a*J 4(p; 9); (£, 9), (£, 9) =

= J [a,(p, @) f* + a,(p, 9)g* + 2b(p, q)f - 9] du(x)
X

con
a,(p, q) = 49" (p) — 22¢"(Ap + (1 — A)q)
ay(p,q) = (1 — ¢"(q) — (1 — ’¢"(lp + (1 — A)g)
b(p,q) = A1 — A¢"(Ap + (1 — A)q)
y

M(p, q) — <a1(pa q) b(p’ ¢I)

semidefinida positiva.
bp.a)  axp, q)) P

Al tomar p = q se tiene

0 < ay(p, 9) = A9"(p) — A¢" () =(A—A*)¢"(p(x)) para todo p(x)e Ly

de donde resulta ¢”(t) = 0 para todo t.
Por otro lado, de a,(p, 9)a,(p, q9) — (b(p, q))*> = 0, se obtiene

A1 — D¢ (p)d"(@)¢"(Ap + (1 — DP(d") ™ '(p + (1 — A)g) —
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— (@70 — (1 = A") g1 =0

1
y de la convexidad de ¢"(t) es inmediata la concavidad de — (¢).

¢/I
1
Reciprocamente, de la concavidad de F(t) y la convexidad de ¢ se

obtiene de forma inmediata

al(p3 Q)az(P; q) - (b(P, q))z = 0

Por otro lado, al considerar los valores,

l 1/2 1_/1 1/2
=\ T 2=\ o5 > 1= Q" 12 s 2= 0
"t (¢"(p)> T <¢~(q)) 1 =0E) s

se tiene

PR gy 1
+ <
") ¢"@ ¢"(p + (1 — A)g)

y sustituyendo en la desigualdad de Cauchy

r?+ri=

1
¢"(4p + (1 — A)q)

Ag"(p) = A2
de donde
ay(p,q) = Ap"(p) — 22¢"(Ap + (1 — Ag) = 0

Corolario 6.1

La diferencia de Jensen definida por

1
T = j (5 [9(0) + 9la)] — qs(#)) i

es convexa (concava L‘},xL(}, si y solo si ¢(t) es convexa (coOncava) y

¢II

(¢) es concava (convexa) en T,.
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Corolario 6.2

J5.(p,q) es convexa en Lj x L} siy solo si ae[1,2] U {0} y no es
nunca concava en Lj x Lj para

(@—1D"'(x*—x) para a#1
xlog x para a=1
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