TRABAJOS DE ESTADISTICA
Vol. 4, nim. 2, 1989, pp. 3-18

INSTANTE DE PRIMER VACIADO
Y EXTENSIONES DE LA IDENTIDAD DE WALD

G. DOMINGUEZ y M. SAN MIGUEL

Departamento de Métodos Estadisticos
Facultad de Ciencias
Universidad de Zaragoza

RESUMEN

Este trabajo presenta diversas extensiones de la identidad de Wald, con
interpretaciones en términos del comportamiento de un embalse. Se considera
la independencia y diversos casos de dependencia (markoviana homogénea,
markoviana no homogénea) de las variables aleatorias «entrada neta» al
embalse. En tiempo continuo, se incluye una identidad de Wald para el proceso
de Poisson compuesto.
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SUMMARY

This paper presents several extensions of Wald’s Identity, with inter-
pretations in terms of behaviour of a dam. Several cases are discused: The case
of independent «pure inputs», and different types of dependence (Markovian
homogeneous, Markovian non-homogeneous). In the continuous time case a
version of Wald’s Identity for Compound Poisson Processes is included.
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1. INTRODUCCION

Se llama «periodo humedo» de un embalse, al tiempo que ha de
transcurrir hasta el vaciado, para un contenido inicial de agua dado.

Este problema de primer vaciado ha sido estudiado por Gani (1970),
Gani y Matthews (1973) y Phatarfod (1982), entre otros. Nuestra
aportacion usa teoria de martingalas para abordar el problema de
estimar el instante aleatorio de primer vaciado de un embalse.

Se presenta una coleccion de martingalas asociadas a versiones muy
generales de la Identidad de Wald (IW). El conocimiento de «buenas»
expresiones, similares a la IW clasica, proporciona métodos para la
estimacion de los momentos de «tiempos de primer paso» (tiempo de
primer vaciado, etc.), para el proceso estocastico de volumenes de agua
contenidos en un embalse. Es conocido que algunos problemas de
«dimensionamiento» de un embalse pueden abordarse con resultados de
este tipo citado.

2. INSTANTE DE PRIMER VACIADO

2.1. Introduccion

Sea {Z,} el proceso estocastico que, en tiempo discreto, describe el
volumen de agua almacenado en un cierto embalse. Se construye la
filtracion natural, {F,}, para {Z,}, es decir, las g-algebras:

I'T’l = G(Zo, Zl""’ Zn) Vn
El tiempo de parada, Ty, con respecto a {F,}, que se define como
To=Inf{n>0:2Z, =0}

recibe el nombre de instante de primer vaciado del embalse, cuyos
estados (0 volumenes almacenados) vienen descritos por {Z,}.

Conocer la distribucion de probabilidad de T, o, simplemente,
disponer de técnicas que permitan acotar o estimar los momentos de la
variable aleatoria T es el problema sobre el que nos planteamos hacer
algunas aportaciones.

Va a usarse sistematicamente para ello la teoria de martingalas
«clasica». La idea no es nueva, sin embargo; Karlin y Taylor (1975) dan
cotas para la esperanza del instante de primer vaciado, haciendo uso de
argumentos que readaptamos a continuacion.
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2.2. Cotas inferiores para el instante de primer vaciado

Proposicion 1. (Karlin y Taylor (1975)). Sea {Y,} una sucesion de
variables aleatorias (v.a., abreviadamente) adaptadas a la filtracion {F,},
integrables y tales que:

) E(Y,+|F,)<1ecs
i) E(exp(—AY,.,)|F,) <1 cs., para algin AeR,.

Se supone Y, = y, y se denota {Z,} a la correspondiente sucesion de
sumas parciales.

Entonces, el proceso
{a(A(1 —exp(—AZ,) — Z,+n} , a(l)>0

es una submartingala. ©

Sea {X,} la submartingala

{a()(1 —exp(—MZ, —a)) — (Z,—a)+n} , a>0.

Corolario. Si {Z,} es tal que

as<Z, <A <c¢s. Vn

, a>0,
el tiempo de parada
T,=inf{n>0:2,=a}
es regular para {X,}.
Ademas, para a(l) = 1~ 'exp (M4 — a)):

E(T) = exp (MA — a))(1 — exp(—MUyo — a))A" ' —(yo —a) ©

Observacién 1. Sia=01y 4 = y,, se obtiene

E(T)) > (exp(2A) — DA™1 — 4

Observacion 2. Si las v.a. son gaussianas e independientes, con
medias u, < my varianzas 62 < 2u,A” 'V n y algin A > 0, satisfacen las
condiciones de la proposicion 1 (sin mas que sustituir la condicion i) por
1) E(Y,4,|F,) <mcs., m>0).
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De manera mas general, recordemos que una v.a. real, Y, se llama
localmente generalizada Gaussiana con respecto a una subtribu G (Stout
(1974)) si existe una constante « > 0 tal que:

E(expmY)|G) < exp (u®a?/2) cs. YueR.
Entonces, si las Y, son tales que
E(},ann—l):ungm > Vn

y las v.a. Y, — p, son localmente generalizadas Gaussianas, con respecto
a las tribus F,_,, y con constantes a, > 0, se tiene

E(exp (—AY,)| F,_,) = E(exp (=AY, — ) exp (—2p,) | F\—y) <
< exp(A%aq/2) — A,

ysio? <2u,A”' Vnyalgin J, las {Y,} satisfacen las hipotesis i) y ii) de
la proposicion 1.

Observacion 3. Los resultados anteriores son aplicables al modelo
estocastico de volumenes embalsados en un pantano que, en el instante
inicial, contiene un volumen Z, = z, de agua y, en el instante n + I,
contiene

Zys1 =2, +1,—0)",

donde I, es «input» de volumenes en el intervalo (n,n + 1) y O, es el
correspondiente «output». Asi pues, la variable aleatoria Y,,, = I,
— 0, es la «entrada neta» en el intervalo (n,n + 1). Suponemos que la
sucesion {Y,} satisface las hipotesis i) y ii). Si estudiamos el proceso de
volimenes embalsados en el pantano hasta que por primera vez, para
un cierto instante T;,, ocurra Z;, = 0, dicho comportamiento viene
descrito por

Zy=Yy =124
n+1
Z,,H:ZYi , n=01,..

i=0

El corolario anterior nos proporciona una cota para el primer
instante de vaciado, supuesto que este pantano sea de capacidad finita
Ay Z, = A en el instante inicial:

E(Ty) = (exp(AA) — DA™! — A.
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3. LA IDENTIDAD DE WALD

Sean {X,} e {Y,} dos sucesiones de variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas tales que {X,} e {Y,} sean también
independientes. Sean ¢(u) y ¢(u) las correspondientes funciones genera-
trices de acumulantes:

¢(u) = log (E(exp (uX,)) , ueR
¢(u) = log (E(exp(uY;))) , wueR

Sea [x] = «parte entera de x». Se denota:

n/2
Z,=) (X;+Y) , sinespar
i=1
y
[n/2] ) )
Zn = Z (Xi + Yz) + X(n+1)/2 ) S1 n €S 1mpar

i=1
{Z,} esta adaptado a la filtracion natural {F,}, donde:

Fayr=0(Xy, Yy X Y
F2k—1 = O-(Xl, Yl’ ceey Yk—l’ ‘Xk) N kGN

Se afiade X, = 0, Y, = 0. Entonces se tiene:

Teorema. Para cada ueR tal que ¢(u) < oo, @(u) < oo, la sucesion

{exp (uZ, — [(n + 1)/21¢(w) — [n/2]p(u))}
es una martingala positiva con respecto a la filtracion natural, y con

término inicial igual a 1.

Demostracion. Si n es par, sea n = 2k, se tiene:
E(exp (uZ i1 — (k + 1)@(u) — ko(u)| F,) =

= exp (uZy — kp(u) — kp(u)E(exp (uX, 4, — p)| X, Y,) =
= exp (uZ, — [(n + 1)/2]dp(u) — [n/2]p(u)) cs.



DOMINGUEZ, G., y SAN MIGUEL, M.: /NSTANTE DE PRIMER VACIADO...

Si n es impar, sea n = 2k — 1, se tiene:

E(exp (uZ, — k() — ko)) | Fay—,) =
= E(exp (uZy-1 — k() — (k — Dop()E(exp (1Y, — o) | X,) =
= exp (uZ, — [(n + 1)/2]¢(w) — [n/2]ow). ©

Teorema. (a) Sea u # 0 tal que ¢(u) < oo, ¢'(u) = 0, @(u) < oo,
¢@'(u) = 0. El tiempo de parada

T+ _ min {n:Z, > a}
* +o0 si Z,<a VYn

para aeR,, es regular para la martingala anterior.
La Identidad de Wald

T T
exp|uZr — = du) — — o(u) |dP +
(T<ow}n{T=23} 2 2

T+ 1 T-—1
+ exp| uZs — —+—¢(u) ——— o) |dP =1
(T<oo}n{T=3+1} 2 2

es cierta para los tiempos de parada T = T, y, mas generalmente, para
cualquier tiempo de parada T acotado superiormente por T, .

(b) Para cualquier nimero real u # 0 tal que ¢(u) < oo, @(u) < ©
y para numeros reales a, b > 0, el tiempo de parada:

T min{n:Z,>a o Z,< —b}
“"" )40 si —b<Z,<a Vn

es regular para la martingala dada y satisface la anterior IW.
La demostracion es similar a la de Neveu (1975), pp. 81-83, y no se
incluye aqui. &

4. EXTENSIONES DE LA IDENTIDAD DE WALD

Sea {Y,} una cadena de Markov irreducible con espacio de estados
E, y matriz de probabilidades de transicion |p;;||. Para u # 0 se conside-
ra la matriz |p;;exp (uj)|| y se denota A(u) y f(u) a un valor propio de
ella y al correspondiente vector propio.
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Se tiene pues:

Y. Py exp (u)f(ulj) = 2w)f(uli)

JjeE

para todo i€ E, donde f(u|i) es la componente i-é¢sima del vector f(u).
Sea E(|f(u|Y,)) < o, Vn, ke E, y denotemos

X,=) Y
r=1

Teorema. Para todo u # 0 tal que A(u) # 0, el proceso

{CXP (X ) f(u] Y,.)](
()"

es una martingala positiva, con respecto a la filtracion natural.

Demostracion. En efecto:

exp (uX, ) f(u] Y1)
k + Fn =
. [ Gy ]

(Aw)" Au)

P,-c.s., si se tiene en cuenta la medibilidad y markovianidad del proceso.
Como:

_exP(“Xn) expuY, )f(ulY, 1)
= k | Y,

Ekl:eXp @Y, )f ! Y0

) |Yn=']=f(u|i)

para todo estado i y cualquier distribucion inicial, se deduce

l exp (X, 4 1) f(u] Y4 1) ' exp (uX,)
F |==—" Y
, (A’(u))" 1 l " ()u(u))n f(u I ")

P.-cs. ©

Cuando el espacio de estados de {Y,} se pueda identificar con un
subconjunto finito de enteros, tomemos b < 0y ¢ > 0 y consideremos el
tiempo de parada:

T=inf{n:X,>a o X,<bh}
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que es regular para la martingala:

{exp X,)f (] Y,)
)"

} (Au) # 0),
siempre que:
flulYy)

, fal%)
£ [ )" } © . lm ﬁ} gy =0

Por ejemplo, para u > 0, el valor propio maximo de la matriz
| p;jexp (wj)l es, al menos, exp(u) > 1. En tal caso:
]<

Ek[ flulYr) ]< Ek[ f(ul Yp) ] < Ek[

(Au)” exp (uT)
<3 | sl v)dp, < mix fu] £)PEQ) <o
n=1 J{T=n}

flulYr)

puesto que el rango de Y, es finito.
Del mismo modo:

T>n) (Aw)" (T>n}
< méx f(u| Y,)lim P{T > n} =0,

Y,
limJ fu] ”)deslimf fu|Y,)dP, <
{

puesto que E(T) < oo (véase Karlin y Taylor (1975), para el caso de
v.a.iid., que puede extenderse).

Entonces:

Teorema. Si el espacio de estados E es finito, para todo u # 0 tal
que Au) = 1 es cierta la siguiente Identidad de Wald:

E exp (uXq)f(u] Yr)
‘ (Mu)”

para cada estado inicial k, y T el tiempo de parada anterior. ©

}=f(ulk),

Observacién 1. Supongamos que existe un valor u, # 0, para el
cual hay un valor propio A(u,) y vector propio correspondiente f(u,)
tales que

10
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Sl ¥o) _
(o)

En este caso la IW se reduce a
Eexp (uoX 1)) = f(uo | k).
Veamos entonces su aplicacion practica. Sea
Ef = E{exp (uoX7)| X1 > a}
E} = E{exp (upX 1) | X1 < b}
tenemos
flug| k) = E2P{X; = a} + ECP{X1 < b} = E} + (E; — E))P{X; > a}.
Luego

flug| k) — E

Suponiendo que cuando X, salga de la banda (b, a) los «saltos» no
estén lejos de los limites podemos poner:
Ef ~exp(upa) y EP=exp(uyh)
Asi

_ Sl | K) — exp (uoh)
™ exp (1uoa) — exp (ugh)’

P{Xy = a}

5. EL MODELO DE LA CADENA DE MARKOYV
NO HOMOGENEA

Sea X, Y;,X,, Y,,.., una sucesion de variables dependientes en
forma markoviana, donde las transiciones X, — Y, estan gobernadas
por la matriz de probabilidades de transicion G = [lg;[, (1 <i<s,
1 <j < r)y las transiciones Y, —» X, ,, estan gobernadas por la matriz
de probabilidades de transicion P = [|p;ll, (1 <i<r, 1 <j < s). Ambas
sucesiones {X,} e {Y,} forman cadenas de Markov homogéneas ¢
irreducibles con matrices de probabilidades de transicion GP y PG,
respectivamente.

11
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Definimos las matrices siguientes:
G* = |lgijexp@)ll ., P*=|pjexpw)| , u#0

y consideramos ahora las sumas parciales {Z,}:
Zy=0 Zan.Z Xi+Y) . Zyy=Zy+ Xy

Consideremos un valor propio, Apg<(u) # 0, y su vector propio
correspondiente, fipgy<(u), para la matriz:

(PG)* = P*G* =

Y. Pucexp (uk)g,; exp (uj)
k=1

Analogamente, sean Agpy(u) # 0 valor propio y fgpy<(u) su vector
propio correspondiente, para la matriz:

(GP)* = G*P* =

k; g €Xp (uk)p,; exp (u))
Sea el vector hpg)(u) definido de la siguiente forma:
hoor(u1 ) = 3 guexp () fipc 1))
Por tanto
3. puwexp bl ) = e fear(u] )

Sean las o-algebras
F2m - G(Xl’ Yl’ ceey Xm, Ym)
F2m+1 =O’(X1, Yla'"’Xm’ YmaXm+1) , meN
Definimos ademas el proceso {V,} tal que

_ 24y (uZZk)f(PG)*(ul Y)

v, si n=2k k=0,1,..
(ApcHu)®
v - exp (uZ 5 - Jhpcyu | X,) n— 2k — 1 k=12

(Apcyw)

12
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Por ultimo, para la distribucion de probabilidad inicial P; de la
variable aleatoria Y,, denotemos E() y E(-|S) a los correspondientes
operadores esperanza y esperanza condicional con respecto a una sub-
g-algebra S.

Entonces:

Teorema. Si las variables aleatorias V, son integrables, €l proceso
{V,}, si n =2k, definido antes, es una martingala con respecto a la
filtracion {F,}, n =2k, k =0,1,...

Demostracion. En efecto, si n = 2k:

yA «(ul Y,
E(V..,|F,) = E, <eXp (u 2k+2)f(PG) (ul Yvy) | F2k> _

(Apoy@)*+?
__ CXp (uzzk)E (exP (u( Xy + Yk+1))f(PG)*(u| Y1) l Y> _
== . AR
(Apyw)* Arpc)u)
exp (uZ )
= «ulY,) P-cs. ©
oty 100 e

Teorema. Si las variables aleatorias V, son integrables, el proceso
{V,}, si n = 2k — 1, definido antes, es una martingala con respecto a la
filtracion {F,}, n=2k — 1, k = 1,2,...

La demostracion es similar a la del teorema anterior.

Observacion. Notese que, pese a tenerse E[V,,, | F,] = V,, ¢l pro-
ceso {V,} no es martingala, con respecto a la filtracion natural {F,},
n=20,1,2,..

Cuando los espacios de estados de {X,} y de {Y,} puedan identificar-
se con subconjuntos finitos de enteros, tomemos a,b > 0 y considere-
mos los tiempos de parada

T, =inf{n=2k k>0:Z,< —a o Z,=b}

14
T=inf{n=2k+1,k>0:Z,<—a o Z,>b}

Los resultados siguientes permitiran, en su caso, obtener identidades
de Wald.

13
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Teorema. T, es regular para la martingala {V,}(n = 2k, k =0, 1,...)
si

E;[|Vr, |l <

lim J‘ |V,,I{n=j}! dP;=0. ©
{T,>n}

n

Teorema. T; es regular para la martingala {V,}(n = 2k — 1,
k=1,2,.)
si

Ei[IVy]] < o0

lim j IV,,I{,,ZQ_I}l de =0. &
{Ti>n}

n

En efecto, si u > 0, el valor propio maximo de

(PG)* = Z Dix €Xp (uk)gkj exp ()
k=1

es al menos exp (2u) > 1.

En tal caso, puesto que E(T,) < c© y E(T;) < oo, puede comprobarse,
como en el caso de la matriz [|p;;exp (uj)l| estudiado antes, que T,y T,
son regulares para las martingalas consideradas, respectivamente. ©

5.1. Aplicacion al embalse

Sean I, y O, los inputs y outputs del embalse, respectivamente, en la
etapa n-ésima.

Supongamos que ambas sucesiones de variables son de naturaleza
estacional y, en particular, consideremos el caso biestacional. Asi,
1P 0P i = 1,2 denotan los inputs y outputs en la estacion i-€sima.

Definamos ahora las variables

Xp=L'=0" , n=12.
Y,=L2—02 , n=12.

14
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que son las «entradas netas» de agua en el embalse en la etapa
(2n — 1)-ésima y (2n)-ésima, respectivamente.

Para un embalse de capacidad finita b, podemos caracterizar el
comportamiento de su nivel de llenado mediante las sumas parciales

Zy=0 , 22n=_z Xi+Y) , Zyii =25+ Xp4y

El tiempo de parada definido anteriormente para —a < 0, pero
«muy proximo» a 0, y b, la capacidad del embalse, indica el instante en
que, o bien el embalse se vacia, o bien alcanza su capacidad maxima.

Si ahora suponemos que la sucesion de variables «entradas netas»,
X, Y, X,, Y, ... estda formada por variables dependientes en forma
markoviana, son aplicables los resultados anteriormente expuestos.

6. IDENTIDAD DE WALD PARA UN PROCESO
DE POISSON COMPUESTO

Sea {Y;} una sucesion de variables aleatorias (v.a.) independientes e
identicamente distribuidas y {N,,t > 0} un proceso de Poisson (PP),
independiente de {Y;}, con parametro A. Definimos el PP compuesto
siguiente:

Sea ¢(u) = E(exp (uY})) la funcion generatriz de momentos, definida
y finita para u en algun intervalo abierto que contenga al origen.
Proposicién. El proceso {Z,,t > 0}, donde:
Z, = exp (uX, — At(¢p(u) — 1))

es martingala, con respecto a la filtracion natural del proceso {N,}.

Demostraciéon. Para t > s
E(Z,| F,) = ZE(exp (X, — X)) — At—s)(dw)—1))| F,) =
= ZE(exp (u(X,— X,) — Ut —s5)(d(u)—1)))
= ZE(exp (u(X,— X)) exp (— At —s)P(u)) =

15
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=Z,exp(— Mt —sfpw)—1)) ). Elexp@X,—X)IN,—N;=nP(N,—N;=n)=
n=0

=Z,exp(—At—s)(¢p(u)—1)) i E"(exp (uYy)) exp (— At —s))

n=0
=Z exp (— At —s)¢(u)) exp (At —s)p(u) = Z;

sin mas que tener en cuenta condiciones de medibilidad y algunas
propiedades de los PP. ©

(Ae—s)) _
n!

Definimos el tiempo de parada:
T=inf{t>0 ; X,<—a o X,=h} con ab>0.
Sea F la funcion de distribucion comun de las {Y;} y
F"x) = P{Y; + - + Y, < x}

con
1 , x=0

FOe) = {0 x<0

Lema. E(T) < oo si:

Y (F™(b) — F™(—a) < 0, con ab >0
n=0

Demostracion. Como {T >t} = {—a < X, < b}
P{T>1t} =P{—a< X, <b} =P{X, <b} — P{X, < —a}.
Para {X,t > 0}, PP compuesto, se tiene:
x (A" exp (— At
pix, < x) = 3 G eR(=)
n!

n=0

F(n)( x)
luego

P(T> 1} — Z‘: (At)" exp (—At)

n=0 n!

(F"(b) — F®(—a)).

Por ser T>= 0:

E(T)=J" P{T> 1} dt
0

16
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(At)"exp (—4t)

E(T) = J‘j <i _-__'— (F"(b) — F‘”’(—a))) dt =
0 n=0 n:
<J‘°° (At)" exp (— At)

0 n!

dt)(F‘”’(b) — F"(—g)) =

=)'y (F"b) — F™(—a) < 0. ©
Sea ahora {T;};~ ,. ., la sucesion de «instantes de salto» del PP
{N,} y consideremos el proceso {U,},-, , , donde:
U,=72p,

Se puede comprobar facilmente que este proceso es MG. Estamos en
condiciones de aplicar el siguiente (Karlin y Taylor (1975)):

Lema. Sea {U,} MG y T un tiempo de parada con respecto a {Y,}.

Si
i) E(T)Y< o,y
ii) existe una constante k < oo, para la cual
E(U,sy — UllF) <k para n<T,
entonces

E(Uy) = E(Uy). ©
Queda por verificar la condicion ii):

E(|Un+1 - UnHFn) =
= E(U,|lexp (X1, — X1) — AT,y — T)P) — 1)) = 1| F)).

Tomando en consideracion que 2 >0, T, >0, u > 1 y ¢(u) = 1:
[U,| = lexp (uX 1, —AT(¢(u)—1))| < exp (b)
E(lUn-+1 - Unl [ Fn)=
= E(U,|lexp u(X1,,,— X1)— AT, + 1 — T)Pw)—1)—1|| F,)=

nt1

= [U,JE(exp (X 1., — X 1) — AT, 1, — T — 1) —1]) <
< exp (HE(exp (uY,)) = exp (B)p(u).

17
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Por ser ¢(u) convexa en el intervalo donde la estamos considerando,
estd acotada: 3k* tal que ¢(u) < k*. Basta tomar k = exp (b)k*.
En nuestro caso, en atencion al lema previo
E(exp uXr — AT(¢p(u) — 1)) = 1,

que es la Identidad de Wald para un PP compuesto.

Nota. Estos resultados podrian aplicarse a aquellos tipos de embal-
se en los que su «volumen de agua» estuviera afectado de forma
importante mediante «sucesos puntuales», tales como grandes tormen-
tas, o embalses utilizados para luchas contra incendios. Ambas situacio-
nes suponen una modificacion «rara» y grande sobre el comportamiento
cotidiano, mas «regular».
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