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Este trabajo presenta una mejora del conocido método iterativo, propuesto por
Brown (1951), y cuya validez fue demostra por Robinson (1951), para resolver
juegos matriciales mediante el desarrollo ficticio de una serie de partidas del juego.

La mejora consiste en dotar al método de una mayor flexibilidad en la eleccién
del punto inicial del algoritmo. i
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An Improvement in Brown's Iterative Method to solve Matrix Games

Brown's fictitious play method is endowed with a greater flexibility in the
choice of its starting point. ‘
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1. INTRODUCCION

En las presentaciones usuales del algoritmo de Brown para resolver juegos
matriciales, el punto de partida del proceso del consiste simplemente en la eleccién
de una estrategia pura por parte de cada uno de los jugadores (véase McKinsey
(1967), p. 92 y Owen (1968), p. 31 y 36) 6 al menos por parte de uno de ellos (véase
Brown (1951) y Luce y Raiffa (1957), p. 442), sin hacer previamente ninguna
conjetura acerca del modo de jugar de su oponente, y sin tener ninguna idea
preconcebida, fruto de la reflexién propia o de experiencias anteriores, acera de cudl
va a ser o deberia ser este modo de jugar de su contrario.
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La demostracién de Robinson (1951) supone una cierta ampliacién formal de
estas presentaciones usuales en cuanto que admite la existencia inicial de unos datos
que podrian considerarse, con alguna aproximacién, como "valores acumulados
previos”; cuando estos valores previos son todos nulos se obtiene el proceso en su
presentacién usual.

La ampliacién que presentamos en este trabajo tiene otro sentido: se supone que
al iniciarse el proceso cada uno de los jugadores formula una conjetura acerca de cuél
va a ser el modo de jugar de su oponente. Estas conjeturas constituyen el punto de
partida del proceso. Sobre ellas se ird acumulando la informacién obtenida
posteriormente, que las ird mejorando paulatinamente.

En la demostracién de la convergencia del proceso desde este nuevo punto de
partida se aprovecha la existencia de los "valores previos" introducidos por Robinson
en su demostracién.

Aunque la exposicién formal del nuevo punto de partida se encuentra en los
parrafos que siguen, puede ser conveniente hacer ahora una presentacién intuitiva del
mismo. Este nuevo punto inicial puede ser contemplado desde dos puntos de vista:
uno estético y otro histdrico o temporal.

Desde el punto de vista estatico, hemos de considerar que cada jugador
comienza suponiendo que su contrario va a jugar una determinada estrategia
aleatorizada. La observacién del comportamiento de su oponente a lo largo del
proceso le sirve para ir modificando esta estrategia supuesta, tal como se indica mis
adelante.

Una particularidad de este planteamiento consiste en que cada jugador puede
ponderar a su gusto la estrategia supuesta inicialmente, de modo que la haga mis o
menos inerte o ligera frente a la informacién que vaya recibiendo. (Para hacerla més
inerte tiene que aumentar proporcionalmente todas las componentes del vector
inicial s? 0 %, que introducimos en el epigrafe siguiente, y para hacerla més ligera
tiene que disminuirlas).

Desde el punto de vista histérico o temporal, suponemos que cada jugador
comienza fingiendo que se ha jugado ya un determinado nimero de partidas (no
necesariamente el mismo nimero para los dos jugadores), y fingiendo también el
nimero de veces que su oponente ha jugado cada una de sus estrategias puras. (Sin
embargo, en el desarrollo formal no imponemos que estos niimeros sean enteros).
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Esta ficcién equivale a situar a cada jugador en un estadio hipotético, factible o
no, del desarrollo del proceso de Brown en su modo usual. A partir de aqui el
proceso continda segin el modo convencional.

El método usual puede obtenerse como un caso particular del que presentamos

en este apéndice. Para ello hay que tomar unos vectores iniciales s° y t° que tengan

" una componente igual a uno y las demds iguales a cero. Este procedimiento quiere

decir, desde el punto de vista que hemos llamado estético, que cada jugador supone

para su contrario una estrategia pura y adjudica a esta estrategia la misma

ponderacién que a cada uno de los elementos de informacién que va a ir recibiendo

en cada partida. Desde el punto de vista temporal, equivale a fingir que se ha
jugado una partida.

Otra manera de obtener el método usual, si bien aproximadamente, consiste en
hacer que las componentes de los vectores s y t° sean muy pequeiias. Esto equivale,
desde el punto de vista estatico, a otorgar muy poca poderacién a las estrategias
supuestas inicialmente. Desde el punto de vista temporal no tiene una interpretacion
afortunada ya que obligaria a suponer que se ha jugado un ninero de partidas menor
que uno y muy préximo a cero.

La consecuencia practica del método que presentamos es inmediata: el
investigador que pretenda resolver un juego no se ve obligado a iniciar el algoritmo
con estrategias puras, sino que puede partir de estrategias que considere cercanas a
las 6ptimas o, en dltimo caso, de estrategias uniformes si se siente animado de
"espiritu minimaxista".

2. ELEMENTOS MATEMATICOS DEL PROCESO
Partimos de un juego matricial T(A)= {I,I,A} Si x= (x},...x) €
y = (¥,,---¥p) Tepresentan estrategias aleatorizadas de J, y J,, respectivamente, e iy j

representan elementos de I, e I, respectivamente, se aceptan las siguientes
definiciones y notaciones:

M(X, J) = Zl Xi au

MG, y) = Z; a5
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Mx) = min ¢ 5, M(x,y)
P-()’) = Max, ¢ s, M(x, y)

siendo S, y S, los conjuntos de estrategias aleatorizadas de J, y de J,,
respectivamente. Recordemos, a partirde la teoria de juegos matriciales, que

A(X) = min M(x, j)

jeln
W(y) = max ;. 1, M(iy)

Mx) < M(x,y) <u(y)

MaXy ¢ 5 MX) = miny e g HY) =V

siendo v el valor del juego.

Seans%= (s,%...,5,0) y %= (t,%...,t.%) una m-tupla y una n-tupla de nimeros
reales no negativos tales que

C= Zi Si0>0 y T= th_)0>0
A partir de s° y t0 se definen por recurrencia las sucesiones

{sh {t<}, {x%), {ykh {igd {i}
donde, para todo k, sk y t¢ son una m-tupla y una n-tupla similares as® y 0, xk e
y¥ son estrategias aleatorizadas del primero y del segundo jugador, e iy y j, son
estrategias puras de los jugadores, del siguientes modo: '
a) xX=sk/Zsk Viel,

yk=tX/E K Vo je]

b) i, esun elemento de I, que maximiza en i la funcién M(j, y¥), es decir, tal que

M(ik’ yk) = l—l(yk)
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¥ ji s un elemento de I, que minimiza en j la funcién M(xX, j), es decir, tal que
M(xk, .]k) = )‘(xk)

c) s

- _ k . .
l(k)k+1— Si(k)k+ 1 y Sik+l-— Si , Vie Im- {lk}

o =t +1 y =tV jel - {j}

Obsérvse que, para todo valor de k, se tiene
Ysk= Nsl+k=o0+k (1)
Gtf= G0 +k=T+k @)

y xk=sk/(o+k) yk=t/(1+k)

3. TEOREMA DE CONVERGENCIA

En este apartado presentamos un teorema que pone de manifiesto la
convergencia del algoritmo.

Teorema. lim, _, ., AM(x¥) = lim, oo Wy*) = v
Demostracién . Para todo nimero natural k definimos los vectores
uk= (uk,...uk) vE = (viE..,vK)
de R® y R™ respectivamente, del siguiente modo:
| uk= (6+k) M@, j)+C, V jel, (3)
siendo
C= tu(y”) - o Mx,

vi= (t+k) MG y<), Viel, @)
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Unas expresiones alternativas de u* y de v son

Ujk= Zi Sik au"l' C

k_ k

Vit = Zj t] aij

Las sucesiones {uk} y {vk} forman un sistema vectorial para A segin la
definicién dada por Robison (1951). En efecto, la primera condicién de esta
definicién se cumple, ya que

min e, u’= 6 Mx% +C= 1 Wy’ = max

0
ieImVi

y también se cumple la segunda condicién ya que, por una parte, tenemos que el
valor de i que maximiza vXes precisamente i, con lo que

uktl= 3 skl ey + C= 5 skay+a,,+C= uk+ag,;
kel _ yk
y o uth = ut+ Ay,

donde Aqy. = (aj) 1»--3j)n) ¥» POT Otra parte, tenemos, andlogamente, que el
valor de j que minimiza u* es j,, con lo que

vit= Iy ey = T ey g = Vi A
y vEl= vk AL
siendo A. joy = (@ jgyeeqm jgo)-
Aplicando el teorema de Robinson se tiene que

lim o, { (min; ¢ uk)/k} = limy o, { (max ;g v¥)/K} = v.
Ahora bien, de (1) y de (3) se tiene que

MK j) = (uk - C)/(o+k)= (y*/k)(k/(c+k))- (C/(c+K))
luego

Ax) = ( minje Iuk/k)(k/(c+k)) - (C/(c+k))
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y limy ., Ax) = lim k_W,{(minjeInujk)/k}= v.
Andlogamente, de (2) y de (4) se tiene que
M@yS) = ( v/ (t+K))=( v/ k) (k/(t+Kk))
luego
W(y%) = (max;_ v¥/K) (k/(T+K))
y  lim, Wy =lim , ,{(maxie I vk)/k}=v.

Con esto queda demostrado el teorema.
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