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La informacién cuadrética es una buena alternativa a la informacién de Shannon
para todos aquellos problemas que, por su naturaleza, interesa tratarlos con una
utilidad no local. El objetivo de este trabajo es dar, para estas situaciones, un método
secuencial de construcién de disefios para discriminacién entre modelos, basado en
la maximizaci6n de la informacién cuadrética.

Después de una introduccién, donde se resumen los conceptos y resultados
principales sobre informacién cuadriética, se plantea el problema, reduciéndolo a un
caso particular de comparacién de experimentos, con un espacio paramétrico de tipo
mixto, y donde la cantidad de interés es alternativamente un subconjunto de sus
componentes o todo él. Se dan los disefios 6ptimos en ambos casos, su relacién y
posibles alternativas y aplicaciones.
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Sequential Design to Discriminate between Models, based on the
Quadratic Information

Quadratic information is a good alternative to Shannon information for all those
problems, that ought to their nature, we are interested to treat with a nonlocal utility.
The purpose of this paper is to give, for all those situations, a sequential method for
building designs to discriminate between models. This is based on the maximization of
the quadratic information.

After an introduction, where the main results and concepts about the quadratic
information are summarized, the problem is presented and reduced to a particular case
of experiment comparison, with a mixed type parameter space and where the interest
quantity is alternatively a subset of its components or the whole set. In both cases,
optimum designs are given, as well as its relations, possible alternatives and
applications.
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1. INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es dar un método secuencial de construccién de
disefios para discriminar entre modelos, basado en la maximizacién de la informacién
cuadraética.

El problema se plantea en la linea de Box y Hill (1967), Fedorov (1971) y del
Rio (1977), los cuales proponen una solucién basada en la maximizacién de la
informacién de Shannon. Esto no significa que el estudio aqui realizado sea
totalmente paralelo al alli contenido, ya que en el actual trabajo se considera una -
clase mas amplia de modelos, que comprende a los de regresién, y se logra un
tratamiento unificado de los criterios marginal y conjunto al considerar la
informacién cuadratica sobre transformaciones no biyectivas del pardmetro. En los
trabajos anteriores, al no considerar la informacién de Shannon generalizada para
transformaciones del pardmetro, era necesaria una mayor casuistica en el tratamiento
de ambos criterios y la demostracién de diversos resultados parciales que podrian
haberse obtenido directamente de las propiedades de la informacién generalizada.

Habiendo demostrado (G-Carrasco (1983) y (1984)) que la informacién
cuadrética es una buena alternativa a la de Shannon, 1til en aquellos problemas que
por su naturaleza deban ser tratados con una utilidad no local, proporcionando en
particular un buen criterio para comparar experimentos, vamos a aplicarlo en este
trabajo al caso de discriminacién entre modelos.

La idea fundamental de ambos trabajos era considerar el problema de
inferencia como uno particular de decisidn, con conjunto de acciones las posibles
distribuciones sobre el espacio paramétrico y funcién de utilidad la cudratica, por ser
la més sencilla entre las propias, no locales e invariantes frente a transformaciones
biyectivas. En el primero se estudiaba la informacién esperada de un experimento
cuando la cantidad de interés era el pardmetro de partida 6. En el segundo se extendia
esta medida a situaciones en las cuales se puede estar interesado solo en parte de la
informacién dada por el experimento; esdecir, la cantidad de interés es
y = y(6), funcién en general no biyectiva de 6, comprendiendo como caso particular
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el anterior al tomar y(0) = 6. Entre los diversos conceptos estudiados vamos a
destacar y resumir algunos a los que posteriormente haremos referencia.

Sea Q el espacio paramétrico, p(8) 6 € Q una distribucién a priori sobre él,
X={X; p(x/6), 8 € Q} un experimento y y= y(0) € ¥ la cantidad de interés, en
general no biyectiva de 6.

Si ¥ es discreto y finito, concretamente ¥'= {y,,...,yy}, tomando para
cualquier distribucién p*(.) sobre y cuando el valor del pardmetro es ; la utilidad

w(PH) W) = 2P(¥) - 5PHW)? ;  j=L..N (1.1)
se obtiene, siguiendo el principio general (bayesiano) de maximizacién de la utilidad

esperada (Raiffa y Schlaifer (1961)), la informacién cuadrética proporcionada por X
sobre y cuando la distribucion a priori es p(6).

GX; ; p(0))= E,( Zip(y; /%)) - Z; p(y)*= GAN(X; y; p(8)) 5 i=1,.N (1.2

donde GAN es la ganancia de enegia informacional estudiada en éstos y otros
articulos anteriores (Pardo (1977), G- Carrasco (1982)).

Para el caso de y continuo, con una densidad p(y) implicada por p(6), tomando

para cualquier distribucién p*(.) sobre y, cuando el verdadero valor del pardmetro es
Y, lautilidad '

ur(p () Wo) = 20 (W) /(o) 3 Ju (pHCw)? /() ) dy - 1 (1.3)
donde w(.) es una densidad de referencia con u(n(.), y,) = 0, se obtiene,

maximizando la utilidad esperada, la informacién cuadratica proporcionada por X
sobre y cuando la distribucién a priori es p(B)

Gr( X;w;p(8))= Ix Jy P00 {p(W/x)Ym(yp)} dydx - [y {p(W)2m(y)} dy  (1.4)

siendo de particular interés tomar como distribucién de referencia la a priori,
resultando

Gy Xsy3p(0)) = Jx [y POW/) px/y) dyrdx - 1 (1.5)
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Es importante observar que, cuando se requiere uniformidad para los casos
discreto y continuo, puede introducirse en (1.1) una distribucién n(.) de referencia.

Una vez centrados en estas medidas de informacién cuadrética, se plantea en la
secci6n 2 el problema de construccion de disefios secuenciales para discriminar entre
modelos, reduciéndolo en cada etapa a uno de comparacién de experimentos con
espacio paramétrico mixto. En la secci6n 3 se aplica el criterio de maximizacién de
la informacién cuadratica distinguiendo dos casos: el primero, en el que se considera
solo la informacién debida a los modelos, W es un subconjunto de las componentes de
0, discreto y finito, y queda por tanto la informacién cuadritica resumida a la
expresion (1.2); el segundo, en el que se considera conjuntamente la informacién
debida a los modelos y pardmetros,  es igual a 6, y al ser el espacio mixto es
necesario definir y estudiar la informacién cuadratica adecuada, generalizacién de
(1.2) y (1.5), asi como posibles alternativas. En la seccién 4 se estudia la relacién
entre los dos criterios anteriores, marginal y conjunto. Por 1ltimo, en la seccién 5, se
considera el caso particular de modelos de regresién.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Consideremos la siguiente situacién: para cada valor t de una variable
controlable dentro de una regién T se realiza un determinado experimento cuyo
resultado es una variable aleatoria Y,. Se supone que entre esta variable aleatoria
medida y las variables de control existe una cierta relacién.

Concretamente se tienen m modelos M,, i=1,..,m, candidatos a explicar el tipo
de dependencia de Y, de t, la cual ocurre para cada i (i=1,...,m) a través de un cierto
vector de pardmetros desconocidos w; = (Wit,...,wip;))' € W;C RPi .

Supongamos que se ha realizado el disefio D= {t,,...,t;; y;,...,¥,}, €s decir, se
han realizado n observaciones (y,,...,y,) obtenidas respectivamente en los puntos
t;,....t; de T, no necesariamente distintos. La densidad correspondiente a la
observacién n+1-ésima, y, realizada en t € T, bajo el modelo M;, cuando el valor del
paramétro es w; € W;, condicionada al disefio D, se supone conocida y la denotamos
fo.1 (Y /' M;, w;; t). La dependencia en t de la v.a. Y, viene explicitada por tanto a
través de esa familia de densidades; concretamente, para cada i=1,...,m, identificamos
M,; con el conjunto de densidades.

{ {1 Y/ M w;t); VD, Vn20,V weW,teT} (2.1)
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Supongamos ademés, dado nuestro enfoque bayesiano, que se conocen las
probabilidades a priori de los modelos py(M;) i=1,...,m, y las distribuciones a priori
de los pardmetros en cada modelo, que suponemos continuas, (siempre que no se
especifique lo contrario) y con densidades fy(w;/M;) w;e W, i=1,..m.

A partir de estos datos, py(M,), fo(Wwi/M;) y f,,,(y/M;, w;; t) , es posible
conocer las nuevas probabilidades de los modelos p,(M;) y las densidades de los

pardmetros dentro de cada modelo f (w;/M;), una vez realizado el disefio D,.

Concretamente, la densidad de la primera observacién, realizada ent € T bajo
M,; serd

f(y/M;t) = [Wi (f, (y / M, wis £) fo(w; / M;) dw;
y la distribucién marginal de y, realizadaent e T serd
fi(y; ©) = Zpo(M;) fi(y / M5 t) 5 i=1,...,m
Con estas notaciones, la probabilidad del modelo M; y la densidad del

parametro w; bajo M;, cuando se ha realizado el disefio D,= {t; y}, se obtiene
respectivamente por las expresiones

P(M)) = { poM) £,y / M 1) }/£,(33 1)

De modo andlogo, supuestas obtenidas estas cuatro distribuciones para n, se
obtienen para n+1:

1) Ladensidad de la observacion n+1-ésima, y, realizadaent € T bajo M, y
condicionada a D = {t;,...,t;;y ..., Yo }»

£,y / M )= [ o (y / Mwis ) £.(w;/ M) dw, 2.2)
2) Ladistribucién marginal de y, realizadaent e Ty condicionadaaD,,

fas ) = Zp, M), (y/M;t); i=l,..m (2.3)
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3) Laprobabilidad del modelo M; cuando se ha realizado el disefio
Dn+l= {tl""’tn’t; YD"'!yn? )’},

P M) = { pM) £, (y /M ) V(s B (2.4)

4) Ladensidad del parametro w; en el modelo M; cuando se ha realizado el disefio
. Dn+1'
£ Wi/ Mp={ £, (y/ M;, wi; ) £ (w; / My }/ £, (y / M5 1) (2.5)

Observamos que la dependencia del disefio D, solo se hace explicita en la
notacién a través de n, por simplificacién y por no dar en general lugar a error. En
cualquier caso, en alguno de los desarrollos posteriores, serdn utilizadas
alternativamente notaciones que ponen de manifiesto parte de esta dependencia;
concretamente,

PasiMp=PoiMi/ Y)Y £ Wi/ Mp=£,,(Wi/ My, y) 2.6)

En el siguiente apartado vamos a dar un método, basado en la maximizacién de

. la informacién cuadrética, para la construccién del disefio secuencial. Suponiendo

que estamos en la etapa n+1, concretamente, que se ha utilizado un disefio D, se
trata de elegir el punto t € T donde se efectuard la observaciéon n+1.

3. METODO SECUENCIAL BASADO EN LA INFORMACION CUADRATICA

En el problema de decisién planteado para la etapa n+1, el espacio paramétrico
es Q={M,w), we W,, i=1,..,m}, con una distribucién a priori
p,(M,) f,(W;/ M;), w;e W, i=1,..m. Elexperimento correspondiente a realizar la
n+1 observaciéonente Tes Y, ,,,={R; f,,(y/ M,w; t), M;,w;) € Q}. Elespacio
de acciones es el conjunto de punto t € T, 6 lo que es andlogo, ‘el conjunto de
experimentos Y,,,;con te T.

Por otro lado, en el contexto de la discriminacién entre modelos, estamos
interesados en dos tipos de construccidén de disefios secuenciales. Uno, que
denominamos marginal, considera unicamente la informacién debida a los modelos,
lo que equivale adecir quela cantidad de interés es y(M;, w;) = M;, para todo
w; € W, i=1,..,m. Otro que denominamos conjunto, considera la informacién
conjunta de modelos y pardmetros, en cuyo caso la cantidad de interés es el
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parametro original, es decir, y(M;,w;)= (M;,w;),w;e W,, i=1,..,m. Dada la
particular estrutura de 2, vamos a construir la informacién cuadrética esperada del
experimento Y, ., sobre y, adecuada a cada uno de estos dos casos.

3.1. CRITERIO MARGINAL

En esto caso y(M;,w;) = M,;, w;e W,, i=1,...,m; es decir, y toma un niimero
discreto y finito de valores; partiendo por tanto, como caso particular de (1.1), de la
utilidad cuadratica

U(P+(), M)) = 2 P+(M1) - Zj P+(MJ)2 N j=lr"'rm (3‘1)

y obteniendo de (1.2) para el experimento Y la informacién cuadrética

t,n+l

GAN( Yt,n+1§ {Mi}; pa(M)) fn(Wi/ M))=
JRZiPnst M/ Y2 E0 (v3 ) dy = Zipy(Mp2;  isl,.,m (3.2)

Por tanto, cuando uno estd interesado en la informacidn debida solo a los
modelos, debe realizar la observacién n+l en el punto t € T que maximice la
cantidad marginal

Gym+1; 0 = [eZip,. M/ y)2f,, (y;)dy ;  i=l,..m (3.3)

3.2 CRITERIO CONJUNTO.

Dada la estructura de y(M;,w;)= (M;,w;), w;€ W, i=1,..,m, para una
construccién rigurosa de la informacién cuadrética en este caso, parece 16gico definir
para cualquier distribucién p*(.) f*(./.) sobre y, de modo andlogoa (1.1) y (1.3),
la utilidad cuadrética

ur(p*() £ /), Mpwy) = 2 { p*(M) £ (w;/ My / n(w;/ M) } -
- %, [y P2 £(w;/ M2/ m(w;/ M) } dw;  j=1,..m (3.4)

Propiedad. La utilidad definida en (3.4) es propia, invariante frente a
transformaciones biyectivas del pardmetro, y no local, para cualquier distribucién de
referencia n(wj / Mj) sobre Wj, j=1,...,m; verificando ademds que
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ur(p*() (. /), (M, wp) = 2p*(My) - Z;p*(Mj)? = u(p*(), My

considerada en (3.1). [En efecto: Es propia, puesto que para cualquier par de
distribuciones p*(.) f*(./.)y p()f(./.) sobrey, se verifica que

Z; Jwyug (pF() £4( 1), (M, wy) pOM) f(w;/ M) dw; <
<% Lu(p O f (72), M, wy) p(M,) f(w;/ M) dw; -; i=1,..,m

por ser ésta, después de algunas operaciones, equivalente a la desigualdad trivial

% Jwn L (pHOM) F(w; 7 M) - p(M) f(w;/ M;))2}/ { (w;/ M;) }dw; =20
Es no local, por la definicién. Es invariante frente a transformaciones biyectivas;
concretamente, si' g(M;,w;) = (M',w';) es biyectiva, para las distribuciones.

implicadas p*(M"), f*(w/M}) y =*(w,;/M}) por p*(M)), f+(w;/M,) y
n(w;/ M,) respectivamente, es immediato comprobar que

urgs(p*() £5(. 1), MW= ug(p*() F(. /), (M, wy) .

Una vez definida la utilidad (3.4) y visto que verifica las propiedades deseadas,
consideramos de modo andlogo a (1.5) como distribucién de referencia la a priori
f.(w;/ M;). Maximizando la correspondiente utilidad esperada, con la notacién
(2.6) y realizando algunas operaciones, se obtiene la informacién cuadrética para el

experimento Y,

G ( Yyopes Mpwy); paM)) f(w;/ M) ) =

= Zi v a1 ) faaC /s y), Mwy))

PraiMi/ ¥) £ (Wi / My, y) £, (y; £) dw; dy -

- 2 Fai v Pal) £ 1), (Mpw))) pa(M) fy(w;/ M) dw; =

= Z i { bn+1(Mi/ Y2 (Wi / M, y)2/ £ (Wi / M) £ (y; ) dw; dy -
- % Jwi Pa(MY? £ (w; / M) dw; =

=L 2 i D i VL7 ) £y (Wi / My, Y) £, (y / Myw;s 1) (M) dw; dy
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- %, p, (MR i=1,..,m (3.5)

Por tanto, cuando uno estd interesado en la informacién debida a los modelos y
pardmetros, debe realizar la observacién n+1 en el punto t € T que maximice la
cantidad conjunta

Ge+1; 1) =l Z; i P st M3/ ) o (Wi / My, y) £,0(y 7 Mpwis 1) pp(M) dw; dy
i=1,...,m ' 3.6)

Observacién. De modo alternativo a (3.4) podrian haberse considerado otras
utilidades u(p*(.) f*(./.), (M;,w;)) cuadréticas (propias, invariantes y no locales);
por ejemplo, tomando distribuciones de referencia ©(M;) w(w;/M;) sobre (M;,w;), 6
una referencia k; m(w;/ M;) con k; > 0 constante para cada i=1,..,m. '

También podria definirse la utilidad cuadritica no invariante (propia y no
local)

u(p*() £+ 7.), Mpwy)= (3.7
=2p*(M)) fH(wi/ M) - Z; [y, p*(M)* £+(w;/ M)?dw; ; j=L,..m

que llevaria a tomar la observacién n+1 en el punto t € T que maximizara la ganancia
de energia informacional.

Es interesante, por ultimo, observar que dada una utilidad propia u (en
particular todas las cuadréticas aquf consideradas), para cualquier transformacién
lineal u'= Au + B(M;,w;) con A > 0, los disefios secuenciales basados en la
maximizacién de la utilidad esperada coinciden para ambas, u y u'.

La eleccién de la utilidad (3.4) considerada para el criterio conjunto se ha
realizado por ser la mas sencilla de las cuadriticas invariantes y por la buena relacién
que proporciona entre las informaciones conjunta y marginal.

4. RELACION ENTRE LOS CRITERIOS CONJUNTO Y MARGINAL

Propiedad. Si para todo i=1,...,m existe un w;;€ W, tal que p(w;o/ M;) =1, se
verifica que Go(n+1; t) = Gy(n+1; t), paratodon=>0y paratodote T.
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En efeto, vamos a demostrar por induccién que para todo n se verfica que
foa(Y /M t) =1 (y/ Mpwi t) Yy pp(Wjo/ My =1, paracadai=1,..m.

Por las definiciones (2.2) a (2.5), paran=0 y w; discretas, es inmediato
que en nuestras hipétesis fi(y/M;;t) = fi(y/ M,w;t) ypi(Wio/ M) = 1;
ademds, supuesto para n resulta que f  (y/M;t)=f v/ M,wiut)y
Pnai(Wio/ My, y) = Pni1(Wio/ Mp) = 1.

Por tanto,
Ge+1;0) = [ 2 PrasMi/ ¥) foi(y / Miit) Pn(Mi)vdy =
= -[R Z Pri M/ Y2 £, (y 5 ) dy = Gy(n+15 1) 5 i=1,..,m
Observacién 1. Enlas hipétesis de la propiedad no existe una densidad sobre

W,, sino que todalamasa se concentra en wj,; aun asi y en general para
- W, = {wy,...,w; } es 1itil y conveniente considerar la utilidad cuadrética

up, (p*() p*(. 7 .), M;w;p)) = { 2 prM)(p*(w; / M) ¥ {pp(wy /M) } -
RPN p"(Mj)2 P (Wi / M2}/ { po(wj / M) };i=team; k=1 (4.1)

definida de modo anélogo a (3.4) y con distribucién de referencia la a priori
Pa(Wi;/ M), la cual se comprueba facilmente que es propia, no local e invariante,
verficando ademds para todas las distribuciones p*(.) sobre M; que
upn( p*(.) pa(. /), M;wy) ) = u(p*(.), M,), definida en (3.1).

Para esta utilidad (4.1) se obtiene la informacion cuadratica conjunta andloga a
(3.6) y utilizada en la demostracién de la propiedad

Ge(n+1; t)‘-‘JR 2 Z P M 7Y ) P (Wiy / Mypy) £ (y 7 Mjwygs )p,(M) dy
i=l,..m; l=1,..% 4.2)

Observacién 2. También con la utilidad (1.1) para (M;,w;,) discreto y finito, y en
las hipétesis de la propiedad se vertifica que

Ge(n+15 1) = [ 5 2 pry (M wyy/ y)2 £, (y; ) dy =

= fR ZPoa MG Y2 EL (s ) dy = Gy(n+15 1) 5 i=1,..m; 1=1,..k



163

La duda entre utilizar como base del disefio, en las hipétesis de la propiedad, las
utilidades (1.1) 6 (4.1), por ser esta situacién un caso particular de ambas, queda
resuelta al coincidir las dos expresiones en este caso.

5. MODELOS DE REGRESION

Hemos definido en (2.1) un modelo M; general como la familia de densidades
{fon(y/ Mpwis t); VD, Vn20, Vwe W, Vte T}

Un caso particular de interés es el de observaciones independientes, es decir,
fo1(y / M;, wys t) = f(y / M, w;; t), no dependiendo de n ni de D,, y estando por
tanto M; definido por la familia

{fy /M, w;; t); Vw,e W;, Vte T} (5.1
Aitchison y Dunsmore (1975) denominan a éstos modelos de regresién.

En el caso mas frecuente de modelos de regresién, M; viene especificado por
una relacién del tipo

Y =7it, W) +§;, (5.2)

donde 1; es una funcién conocida, w; € W; un vector de pardmetros desconocidos
y € una variable aleatoria de distribucién conocida y media cero; obteniendo a partir
de ésto, al suponer observaciones independientes, la correspondiente familia de
densidades del tipo (5.1).

Observamos ademas que en el caso (5.1), y en particular en los modelos de
regresion (5.2), aunque las densidades f(y / M;,w;; t) no dependen de n, las
distribuciones f,,,(y / M;; ), f,,,(y; t), p,M,) y f(w;/M,) definidas en la seccién
2, siguen dependiendo de D,,.

Un camino abierto a la investigacion es la aplicacién del disefio secuencial aqui
obtenido, basado en la maximizacién de la informacién cuadrética, al caso particular
de modelos de regresién lineales en hipétesis de normalidad, el cual es de esperar que
proporcione, bajo ciertas hipétesis, buenas relaciones con otros criterios, como el de
maximazacién de la informacién de Shannon y el de D-optimalidad (Stone (1959),
Fedorov (1972) y del Rio (1977)).
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