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Demostracién de un resultado generalizando el articulo de Hoeffding sobre
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Qu'il me soit permis d'apporter en hommage au grand statisticien le Professeur
Sixto Rios cette démonstration d'un théoréme dont j'ai donné I'énoncé dans une note
aux comptes rendus de 'Académie de Sciences de Paris mais qui était restée sans
explications. C'est pour moi une ocasion de rappeler tour les liens qui unissent
I'‘école statistique espagnole et 1'école frangaise. Souvent nos deux pays ont eu
I'occasion d'échanger des professeurs, des chercheurs et des étudiants. Le professeur
Sixto Rios y a beaucoup aidé et j'espere que cette tradition sera maintenue.

Notations. J'appelerai A, une matrice k x k dont tous les €léments a;; sont égaux a
0sij>i etlsij<i,B; lamatrice Ay 'Ay (ce quidonne by=min(, j)), My la
matrice k xk ol my=1 et I, lamatrice unitt kxk.

Etant donné une variable aléatoire p dimensionnelle j'appélerai Hn(xl,...,xp) la
distribution empirique de n résultats, la distribution théorique étant supposée a
composantes indépendantes, les lois marginales Fi(x;) (i=1,...,p) &tant continues.
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H,O(x,) serala distribution empirique marginale de la iMe composante.Appelons
D, T'expression :

H (X ppeenXp) + ((1EEO H,® (x;) H (Xy5000s X;= + 00 ,..., Xp)

+ (12 ZOH O H,O (%)) Hy(Xppeees Xy = + 00 ety Xj= + 00 00y X))

+ (1P H,O(x,) ... H®(x)

20 est etendue aux C(p, k) termes obtenus en faisant dans H ,k termes égaux a + co
et en multipliant cette valeur de H, par le produit des distributions marginales
correspondantes.

Voici les étapes de la démonstration qui doit conduire a la limite de la fonction
caractéristique de la variable aléatoire.

G,= nl] D2, X)) dH® (x) ... dH,®(x.)
RP

et constitue un test d'indépendance des composantes.

19 Les H ®(x;) tendent dans tous les sens du calcul des probabilités vers les
Fi(x;) et par conséquent la limite de la fonction caractéristique de G, sera la méme
que celle de :

n IRP D, 2(Xpyeers Xp) Fy(X,) ... dFy(x))

29 L'expression vn IT; (F;-H,®), i=1,..,p tend uniformément vers 0 en XpyeesXp
car Vn [F,(x,) - H,®] tend en loi vers la loi normale et IT; (F;- H,®); i= 2,...,p tend
dans tous les sens du calcul des probabilités vers 0.

La limite de la fonction caractéristique de G,, sera donc la méme que celle de:

n IRP [ Dy(%y5ees Xp) = TLTE) - HOx) 1 PAFy(x,)...dFy(x,)

D, - II; (F;- H,®) s'écrit:
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H,(x,,... xp) -Fi(x)) ... Fp(xp)
+-D'EOH, O(x;) [ Hy(Xpyeos X=+ ©0,..., %p) = Fy(xp) oo Fiy (%5 )Fy (X ) Fp(xp)]
+..
le dernier terme (-l)PHn(l)(xl)...Hn(P)(xp) disparaissant.

Les termes Vn [ H( Xppeens Xi=+ 00,00 X, ) = Fy(x)ee Fiy (i) Fiyy (X0 Fp(xp) ]
tendent en loi vers une limite. Les termes H (x;) tendent vers Fj(x;)

Donc la limite de la fonction caractéristique de G, est la méme que celle de :
n | Rpc,,Z(x,,..., xp) dFy(x,) ... dF,(x,)

avec
C.(Xp5eees xp) = H (xy,..., xp) -Fi(x)) ... Fp(xp)
+ CDPEOFi(x) [ Hy(X e X=400,0%p) = Fi(x)). Fiy(xip) Fiyy(x,)- Fy(x;) 1

+(-1)2 Z@ Fi(x;) Fi(xp)[ Hy(X .o Xj=400,. X=400,. X )= Fy (X)) Fi (X D (X )

Fii (.0 Fj (Xj40)- - Fp(xp)] + ...

3%) Etant donné les conditions de régularité de la fonction C, on peut remplacer
l'intégrale par une somme de Riemann dont la limite quand k (chaque dimension
étant partagée en k segments) augmente indéfiniment sera la méme que la limite de
G,.

Les F; étant continues partageons chaque dimension en k  segments dans
lesquels la croissance des F; sera 1/k . Dans chacun des kP domaines appelons
AH (z,,..., zp) l'accroissement p-dimensionnel de H, le point z,,..., z, étant celui du
domaine dont toutes les coordonnées sont les plus petites; appelons C l'ensemble de
ces points. la limite en loi de l'intégrale

nf Rpc,f(xl,..., x,) dF(x,) ... dF(x,)
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sera donc la méme que celle de la somme Riemann:
n 2. C2(zg,.r) z,) (1/kP)

4%  Les Vn[ A H,(z,..., zp) - (1/kP) 1 forment un ensemble de kP variables
aléatoires de valeurs moyennes nulles et dont la loi tend vers une loi normale & kP
dimensions dont la matrice de covariance est :

(1/kP) Lp - (1/k%P) Myp = ®,; (1/k) LD - &; (1/k?) M®; i=1,...,p
quand n tend vers l'infini.

Si l'on appelle Xl,...,p un vecteura p indices dont les kP coordonnées sont
Vn[ A H,(z{5.. zp) - 1/kP ] rangées dans l'ordre lexicographique on voit que les
différentes valeurs de :

vn [ H.(z,..., zp) -Fi(z)) ... Fp(zp) ] sont les coordonnées du vecteur :

®i Ak(i) Xl""’p 5 i=1,...,p
De méme les valeurs de:

\/n[H (+ o0, Z,,..., Z,) - F,(z,) ... F (z,) ] seront les coordonnées de

n Zy p) ~ FalZy p\Zp

Mk(l) ®l Ak(l) Xl""’p ; i=2,...,p
et les valeurs de:

Fy(z)) Vo [H, (+ 0, 2,,..., 2)) - Fy(z) ... Fy(z,) ]
sont les coordonnées du vecteur :

On voit aisément qu'il en est de méme pour tous les termes de C,. Pour obtenir
la matrice donnant par multiplication de Xl,...,p le terme dans lequel plusieurs

coordonnées sont remplacées par + co il suffit de remplacer dans le produit ®; A, ®; .
i=1,...p les A® correspondants par (1/k )A,® M,® ; finalement on aura
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Vo { Hy(z;,..., z) - Fy(z))..Fy(z,)
+-D'ZOF(z) [ Hy(zy,..., Zi=400,.., ) - Fi(z)) ... Fii(z) Fi, (7). Fy(z) ]

+(-12ZP Fi(z)) Fi(zp)[ Hy(z;....zi=400,....zj=+00,...,2)) - F1(2))...F; (2, )F;, (i)

. Fj-l(zj-l) Fj+1(Zj+ll)... Fp(Zp)] + ... }

= ® [AD- 1/ AD MO TX = SAD[LD - (1) MD X,

Et la forme quadratique n . C,(z,,...,z,) pourra s'écrire

Kppeop L & LLD - (1) M@] A D & AD LD - (1K) MD]}X,,...p;5i=1,...p
Le vecteur X,...,, a une valeur moyenne nulle et une matrice de covariance

égale a ®,; (1/k) D - ®,(1/k*) M,® ;i=1,..,p. On aura donc suivant le résultat

bien connu:

lim _ .,

E[expiunZ, an(zl,...,zp) 1/kP] =
det [ ®; [W - (2iu/kP) Q[ ®; (1/k) LD - ®; (1/k2) M, ] ]-12;i=1,....p
en appelant Q la matrice figurant entre les deux accolades.

Comme ( (1/k) M)? = (1/k ) M, et comme det [I - RS] = det [I - SR] on voit
aisément que :

lim, . E[expiunZ CA(z,...z;) 1/kP] =

{det [ ® -2 iu®; (1/k¥®) AD[LD-(1/k) MD] A D] }12
La matrice (1/k%®) A, ‘A, - (1/k®) AM, ‘A s'écrit

( (1/k) min (i/k, j/k) - 1/k i’k j/k) )

Ses valeurs propres tendent quand k augmente indéfiniment vers les valeurs
propres de I'équation intégrale (classique dans I'étude du mouvement brownien) de

noyau min(x,y) - xy (0<x<1,0<y<1). Ces valeurs propres sont k?n? (k=1,2,...)
I1 en résulte que l'on a quand k augmente indéfiniment :
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lim _,,E[expiuG,] = IT
ki,....k

n—oo
12

[1-Qiu/k2.. kp2 T2p) ] 12
=1

P

I1 reste et c'est un probleme difficile et important en statistique 2 connaitre la
vitesse de convergence avec laquelle est atteinte la limite.

Sans aucune démonstration j'avais donné le théoréme dans la note: Sur des tests
d'indépendance "indépendants de la loi" (Comptes Rendus de 1'Académie des
Sciences Serie A t. 281 (22 décembre 1975)).
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