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1. INTRODUCCION
Ll objetivo de este trabajo es desarrollar una metodologia para la construccion
de tests en casos de "amplias” familias NP (no-paramétricas) y también para familias
paramétricas (relativamente "pequenas”).

En este articulo se ilustra la metodologia para 5 familias paramétricas y 5
familias NP . Estas familias se definen en la Seccidn 2.

Se dividen las hipétesis usuales en 3 conjuntos - BDA (Bondad de Ajuste); BDA
con PA (parametros auxiliares ); y Muestreos Multiples. Estos conjuntos sc explican
en la Seccién 3.
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En la Seccién 4 se presenta la herramienta para la construccién y se da una regia
gencral, que también es aplicable para familias paramétricas y familias NP . Todos
los tests considerados son basados en una reordenacién de datos originales por una
TBD (transformacién basica de datos). Las coordenadas nuevas son estadisticos
suficientes y estadisticos independientes de estadisticos suficientes.

Las Secciones 5, 6 y 7 tratan los tres tipos de hipétesis en términos de la regla
general 'y las reordenaciones . Ejemplos de tipos de tests para cada familia se
encuentran en aquellas secciones.

Finalmente, en la Seccién 8, se discuten las conclusiones y problemas no
resueltos. La bibliografia final da solamente una parte de las referencias de interés.

2. FAMILIAS PARAMETRICAS Y NP

Una gran parte de las hip6tesis estadisticas se puede dividir en tres conjuntos.
Antes de discutir estos conjuntos, queremos introducir varias familias "paramétricas”
y NP de funciones de distribucién (FD's).

(A) Familias Paramétricas
(1) QEXP) = {Exp(A):A>0}
(2) QUND = {U(0,0):6>0}
(3) QGAU) = {N(,0):0>0, |yl < oo}
(4) Q(PPAR) = {P,(Ass): A>0,s >1}, donde
F(z;A;s) = 1-(AZ1) ,x>A>0.
(5) GAU2) = {N(u,, 6y, p, 1, 0,) : ;> 0, ]ujl < oo}

Para ilustrar las ideas, vale la pena considerar distribuciones univariadas y
bivariadas para los problemas NP.

(B) Familias NP

1 Q, = {F: F(.) es continua }

(2) QSIM) = {FeQ,: F(x) + F(-x) =1 paratoda x}

3) QSIM2) = {F(.,.): Fescontinuay F(x,y) = F(y,x) para
todax e y}

4) QCSIM) = {F(.,.): existe una funcién h(.) tal que la densidad
satisface f(x,y) =h(x®+y?) paratoda x e y }.

(5) (IND2) = {F(.,.) : existen F,F,e Q tal que
F(x,y) = F|(x) F(y) paratoda x e y }.
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Como es usual, llamamos "paramétricas" las' familias que tienen una
parametrizacién de dimensién finita. Ademds, llamamos "NP" las familias que no
poseen la propiedad anterior.

3. TIPOS DE HIPOTESIS

Como dijimos anteriormente, se pueden dividir las hipétesis usuales en tres
conjuntos. El primer conjunto comprende hipdtesis sobre muestreos miltiples: el
problema de dos muestreos, c-muestreos, aleatoridad, etc.

Estas hipétesis estan ilustradas en la Tabla 3.1. Se observa que usualmente
estas hipétesis pertenecen a (GAU) en los casos paramétricos y pertenecen a {2, en
los casos NP. Pero las ideas bésicas de construccién de tests son casi equivalentes
para las familias indicadas en Tabla 3.1. Ademads, valores especificos de pardmetros
no son de interés general para ser incluidos en las hip6tesis de 1a Tabla 3.1.

Tabla 3.1. Ejemplos de hipdtesis de muestreos miltiples.

Datos Hipétesis NP Hipétesis Paramétrica

7= (z,...,2y) [Familia] [Familia]
(1) (XppeeosXps YoeeorYr) F,=F, 6,=0,
[CXSIM)] [CXUND)]

(2) {lell Sj S nl s F1= e = FC )\41=...=kc
I<i<ct} (€] [CEXP)]

(3) (XpeeerXp) Fi=..=Fy B=0 (Regresion)
[CXCSIM)] [CAGAU)]

El segundo conjunto de hipétesis comprende casos en que todos los parametros
son especificamente determinados.

Se ve que estas hipétesis son muy diferentes; pero, las construcciones de tests
son "paralelas”, como se vera en la seccién que sigue.

El tercer conjunto de hipétesis de interés aqui consiste en casos en que algunos
pardmetros son especificados y otros no son especificados. Estos parimetros no
especificados se llaman "pardmetros auxiliares".
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Tabla 3.2 Ejemplos de hipétesis con todos los pardmetros especificados.
(Datos : Z = (z,,...,2,))

Hipétesis NP Hipétesis Pamétrica
BDA = Bondad de Ajuste VAPA = Valor del Pardmetro
F=F, [£%] 6 =8, [Q(UND)]
F = F, [Q(CSIM)] (A5) = (Aysy) [QPAR)]
F = F, [Q(IND2)] i= o [AGAU)]

Las obras de muchos autores, e.g. Feller (1938), Scheffé (1943), Lehmann y

Stein (1949), Lehmann y Scheffé (1950,1955), Bell (1964 a,b), Lehmann (1959)
indican que los tests para las hipétesis de la Tabla 3.1 son tests similares cra (con
respecto a) las familias indicadas. Pero, igualmente se puede demostrar esta
propiedad para los tests de las hipétesis en la Tabla 3.3. Como todos las parametros

estan especificados en la Tabla 3.2, la estructura de los tests es diferente.

Tabla 3.3 Ejemplos de hipétesis con pardmetros auxiliares.
(Datos : Z = (z,,...,zy))

Hipétesis NP Hipétesis Paramétrica
[ADF = Ajuste de Familia] [BDA con PA = Bondad de Ajuste con
Parametros Auxiliares]

F e Q(SIM) F e Q(GAU)
F e (XCSIM) F e ((UNI)
F e Q(SIM2) F e ((EXP)
F e (IND2) p=0 [CQAGAU)]

4. LA HERRAMIENTA PARA CONSTRUIR LOS TESTS

La experiencia en construir tests indica que cuando interesa el valor del

pardmetro se debe utilizar un estadistico suficiente. Pero, el "Teorema de Estructura
de Neyman" (véase, e.g. Lehman 1959, p. 134) indica que se tiene que utilizar un
estadistico independiente de un estadistico suficiente en construir tests similares.

(Viéase, también, Basu 1955,1958; Pathak y Kumar 1977 a,b).

Se pueden precisar estas ideas con algunas definiciones.
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Definicién 4.1 Sea Q' una familia de FD's (funciones de distribucién) . Un
estadistico S(Z) es un ESM (estadistico suficiente minimo) para Q' si para cada
S*(Z) suficiente para Q', existe y* tal que S(Z)= y*(S*(Z)). Se observa
inmediatamente que la existencia de un ESM no es necesaria para Q' arbitrario.

Definicién 4.2 Consideremos una familia ' para la cual (a) existe un ESM,
S(Z), para Q';y (b) existe un estadistico N(Z) tal que

(i) 8(Z) = (S(Z), N(Z)) es una transformacién 1-1 en casi todos los puntos
(i) S(Z) y N(Z) son independientes.

Entonces,
(o) &(.) sellamala TBD (transformacién bdsica de datos)
(B) N(Z) se llama una versin del REM (ruido estadistico médximo).
(Y) cada conjunto {z : S(z) = s*} se llama una ORBITA.

Estd claro que el ESM, S(Z), y el REM, N(Z), son complementarios, en el
sentido de que, conociendo los dos, se pueden reconstruir los datos originales con
probabilidad uno. Es decir, N(Z) es un estadistico ancilario que es también
complementario de S(Z) .

Regla General
(1) Para inferencia relacionada con valores especificos del pardmetro, utilizar el
ESM, S(Z) . (E.g. Tests de BDA y VAPA, indicados en Tabla 3.2.)

(2) Para inferencia que no depende de valores especificos de los parametros,
utilizar una versién del REM, N(Z). (E.g. tests sobre muestreos multiples
como en la tabla 3.1; y tests de ADF y de BDA con PA indicados en Tabla 3.3.)

Esta Regla General se aplica en una forma u otra en casi todos los problemas de
inferencia. (Véase Watson 1957; Pathak y Kumar, 1977 a,b.) pero, en la prictica, sc
necesita la herramienta para construir el ESM y el REM .

Ejemplo 4.1 Consideremos  Q'= Q(EXP) y datosZ = (x,...,xy),
V= (y,,...,yn)- El cociente de FDV's ( funciones de verosimilitud ) L(Z) / L(V) =
cxp{l\[N(my- m,)]} no depende de A siss (siy solamente si) ijj= Zj yj(Nm,, =

2 Wp). 'Consecuentemente, se concluye que S(Z) = Zj x;, es el ESM para Q(EXP).
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Ejemplo 42 Para Q'= Q(SIM) y datos Z= (X;...Xy) ¥ V= (YY)
el cociente de FDV's es, cuando existe una densidad f(.), L(Z)/L(V) =
{f(x)),....f(xy) / f(y,),....,f(yN)} y no depende del pardmetro f(.) siss
[[x[(l),...,lxl(N)]= [|yl(l),...,|y|(N)] es decir, siss los valores absolutos ordenados son
iguales para Z y V. Por eso, el ESM es S(Z) = (IX]y-.|Xln)-

Un principio general para la construccién de los ESM's es el siguiente.

Teorema 4.1 Sea €)' una familia "suficientemente regular" de FD's. Cuando
para el cociente de FDV's, Q = L(Z)/L(V) no depende del pardmetro siss S*(z) =
S*(v), entonces S*(Z) esel ESM para Q'.

Las 10 familias Q' listadas en la Seccién 2 son "suficientemente regulares”.
Sus ESM's se hallan en Tabla 4.1 al fin de esta seccién. (No conocemos ningin
método comparable al descrito en el Teorema 4.1 para la construccién de REM .)

Ejemplo 4.3 para Q(EXP) y datos Z = (X,,...,X,). Consideremos N,(Z) =
[V, Vgl , donde V, = [XX]] [}:J-Xj]‘l; i=1,..,1,j= L.,NyNyZ) = [U,,..Uy,l,
donde U; = X; [X.X;I". N((Z) y Ny(Z) son ambos versiones del REM , porque
satifacen las condiciones de la Def. 4.2. Es decir, los dos son independientes de S(Z)
, y complementarios de S(Z) .

Ejemplo 4.4 Para Q(SIM) datos Z = (X,,...,Xy), consideremos N (Z) =
(R*, €) , donde R* = (R(Ix,|),....R(Ix5)) » Yy €= (E(X,),....E(Xy)) con €(u) =1si u=0;
y €(u)=0 siu<0. N(Z) satisface las condiciones de la Definicién 4.1 y, por lo
tanto, es una version del REM.

Se define S'= {y}, el conjunto de k* = (N!) (2V) permutaciones de signos y
posiciones de(x,,...,xy); (b) h(Z) = ij xj =1,...n) 5y R(h(Z)) = > e{h(Z) -
h(y(Z)} , donde la suma es sobre las permutaciones de S'. N,(Z) = R(h(Z)) es
también una versién del REM para Q(SIM)

De estos ejemplos uno puede comenzar a inferir lo siguiente.

Teorema 4.2 Sea Q' una familia con ESM, S,(Z), y REM, N,(Z).

(i) Para cualquier otro ESM, S,(Z) , es valido que S,(Z) = S,(Z).

(i) Es posible que exista otra version del REM, Ny(Z), tal que
N, (Z) # Ny(Z).
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(iii) Para cada funcién y(.), el estadistico T = WY(N(Z)) tiene una FD Q(.),
tal que P{y(N(Z)) <w |J } = Q(w) paratodaw y toda] en la familia
Q'

Es importante ahora introducir los tipos de estadisticos que se utilizan en los
tests deseados. (ver las definiciones correspondientes, e.g., Bell, 1964a. Bell y
Haller, 1969; Bell y Kurotschka, 1971; Bell y Mason 1985).

Definicién 4.3
(i) Un estadistico T(z) es NPDL (no paramétrico y de distribucién libre) con
respecto a €2, si existe una FD Q, tal que, paracadaw ycadalJen Q, P {T(Z) <w|
I} = Q(w). '

(if) Un conjunto {T*(J,Z):J € Q'} es PDL con respecto es ', si existe una
FD,Q*, tal que, paracada wy cadaJ € Q', P {T*(J;Z) < w| J}= Q*(w).

Ejemplo 4.5 En el Ejemplo 4.1, definir T*(F,,Z) = 2A S(Z). Entonces
{T*(J,Z) : ] € Q(EXP)} es PDL cra Q(EXP) con Q* = x2(2N). Si se define en el
Ejemplo 4.3, T(Z) = sup |(N-1)! Zj e(w-Vj)- wl; j=1,...,N-1 sobre'O<w<1, entonces
T(Z) es NPDL cra Q(EXP), con Q = K - S(N-1) , la FD del estadistico de
Kolmogorov, con pardmetro N-1.

Ejemplo 4.6 Véanse los Ejemplos 4.2 y 4.4. EI estadistico de
Wilcoxon, T(Z) = Zj e(xj) R(Ile) (j=1,..,n) es NPDL cra Q(SIM). También
N-172 EJ O (Gg (X)) 5 j=1,..N, es PDL cra Q(SIM) con Q* = @, cuando
Gg (W) =P{|x,| <w | F} y ® es la FD de una distribucién N(0,1).

En muchos casos NP se pueden construir estadisticos NPDL utilizando
permutaciones como se ilustra en el Ejemplo 4.4 (Véase e.g., Bell y Sen 1984.).

Definicién 4.4 Sea Q' una familia de FD's teniendo un ESM, S(Z), tal
que cada 6rbita {S(z) = s*} es finita con k* puntos. Sea S' un conjunto de k*
permutaciones {7y} tal que, para casi cada z, S(z) = {y(z):ye€ S'} es una
orbita. Sea h(.) una funcién, tal que, P{h(z) = h(y(z))} =0 si Yy(z) #z. Se
define, R(h(Z)) = 2 €{h(Z) - h(y(Z))} donde la suma es sobre todas las
permutaciones de S'. .

(i) h()se llama una funcién de Pitman (FP),craS' yQ',y

(ii) R(h(Z)) se llama un estadistico de Pitman (EP) cra S'y Q"

(Véase Bell y Bellot (1965).)



28

Teorema 4.3

(i) Sea h(.) una funcién de Pitman cra S' y Q'(como en Def. 4.4). Entonces,
R(h(Z)) es NPDL cra Q' con FD, Q, tal que Q(r) = r[k*]}, parar = 1, 2,...,.k¥,
es decir que R(h)Z)) tiene una FD discreta uniforme.

(ii)) R(h(Z)) esuna versién del REM cra Q'.

(iii) Ademas, si el ESM S(Z) es completo cra funciones acotadas, un estadistico
T(Z) es NPDL cra Q' siss existen una funcién Pitman h(.) y una funcién W(.),
tal que T(Z) = W[R(W(Z))] .

Se observa que las propiedades NPDL y PDL son igualmente aplicables a
familias "paramétricas" como Q(GAU) y a familias "no-paramétricas” como €, .
"DL"= "distribucién-libre" indica que existe una FD, Q(.), que no depende cn la FFD,
J(.), de Q'. Andlogamente, "NP"= " no paramétrico” indica que el parimetro no
aparcce en la definicién del estadistico. Esta ultima propiedad es muy importante cn
los casos en que ¢l pardmetro es desconocido.

Otro caso importante a considerar es que, para Q,, Q(SIM), Q(SIM2) vy
Q(IND?2), las drbitas son finitas con k* = N!, [N!] [2N], [N!] [2N] y [N!}]%,
respectivamente, para muestreos aleatorios de tamafio N.  Por eso, ¢l Tcorcma 4.2
es aplicable a esas familias, que también son completas.

Para Q(CSIM) vy las familias paramétricas Q(EXP), Q(UNI), Q(GAU),
Q(PAR) y Q(GAU2) , las 6rbitas son infinitas y el Teorema 4.2 no es aplicable,
pero para esas familias se puede demostrar el siguicente:

Teorema 4.4 Si Q' esuna de las 6 familias indicadas en el péarrafo anterior.

Entonces

(1) ELESM, S(Z), es completo para funcioncs acotadas cra €.

(2) Un estadistico T(Z) es NPDL cra Q' siss existe una version, N(Z),
del REM y una funcién y(.) tal que T(Z) = y[N(Z)] .

(3) T(Z) es NPDL cra Q' siss para cada w, y para casi cada gs*
P{T(Z) < w}=P{T(Z)<w|S(Z) = s* }.

En general, el autor no ha podido hallar un conjunto "mancjable” S' de
permutaciones para las érbitas en los casos de familias paramétricas. Sin embargo,
para datos Z = (X,¥ 15X\ YN) = (Z1,Z9,...Zy) Y Q(CSIM) se tiene (Bell y Smith,
1972; Bell, 1975).
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Teorema 4.5 SeaQ'= Q(CSIM).

ELESM, S(Z) = [ R;y,...R (5 ], los radios ordenados, donde Rj2 = sz + yj2 .
Una versién del REM es N(Z) = [R**, 0**] donde R** =
[RR),...RRY] y 6**%=[6,,...6,] con (tan 0) = yj[xj]"l.

S(Z) es completo para funciones acotadas cra Q' .

Para "permutaciones" se puede considerar S* = {todas las permutaciones de

subindices (1,...,n) y todas las rotaciones (Y,,...,Y,) donde 0 < Yj<2m y 7 csuna
transformacién de Gj}= {v*}

)
2)
3)
4)

ey
(2)

Definicion 4.5

h*(.) es una funcidén generalizada de Pitman (FGP) si P{h*(Z) =
h*(y*(Z))} = 0 cuando Z #Yy*(Z).

R*(h*(Z)) es un estadistico generalizado de Pitman (EGP) cra
S* y Q(CSIM) , si R*¥(h*(Z)) = P{h*(y*(Z)) < h*(Z) | S¥(Z)} para
casi cada Z .

Ejemplo 4.7 Sea h*(z) = X, (x + 2y?); j=1,...,n
h* esuna FGP cra S* y Q(CSIM); y

R*(h*(Z)) csun EGP cra S* y Q(CSIM).
R*(h*(Z)) es una versiéon del REM para Q(CSIM).
R*(h*(Z)) ~ Q = U(0,1).

Teorema4.6 Sea h* una[FGP cra S* y Q(CSIM).
R*(h*(Z)) cs una version del REM para Q(CSIM).
R*(h*(Z)) ~ Q =U(0,1).

Ademds, T(Z) es NPDL cra Q(CSIM) siss existen y* (.) y FGP, g*(.) . tal

que T(Z) = y*(R¥(g*(Z))).

Utilizando las herramientas desarrolladas, sc pucde comenzar a dar tests para

varias hipotesis de interés. Un sumario de los ESM's y REM's, s¢ pucde encontrar
en la Tabla 4.1,



Tabla 4.1 ESM’s y REM'’s para la construccion de tests

Familias Datos ESM, S(Z) Versiones Invariantes FpP Permutaciones Notacién
QEXP)  X,,..Xy Nmy (V%L N-C N-C <~*nAM_.x_.xZva.~
Q(UNI) XXy X (U*,...Uy 5 R(X)) N-C N-C R(X))= ((R(X,),...R(Xy))
U= XXy
QGAU)  X,,...Xy (my, s?) (W,,.., W) N-C N-C W, = (X - my)s’!
. . .
QPAR)  X,,..Xy Xyy» 9 (Dy*,---Dingy®) N-C N-C Dy*= D,Dy,? ; s=ND!
D= %InX;, +(N-DInX,,,, - NInX )
A A
QGAL2) U,,...U, (my, s) (Vi Vo) N-C N-C V= (U, - my)X(s)(U- my)
A
U=(X,Y)") s=n'¥ (U, -my) (U, - my)t
Q, XppeerXn KgyperXow) R(X) X, N! permutaciones
de indices.
Q(SIM) XXy (X LgysesXlny) (R*(X),e(X)) X 2N permutaciones R*(X) = (R(X,]),...RUX\I))
de signos. €X) = (E(X),...E(XN)
QESIM2)  U,V,,..,.U,V, (Upl VO, Uy V@) (R(U),E(V)) Vv, 20 unEEBQo.:om R(U) = R(U)),...RU,))
de signos.
U=X+Y, e e o
V=Y, - X) UV, n! permutaciones &V)  =(&(V),..&(Vy)); V@
de v's la 'V asociada con Uy,
Q(CSIM) R,,..R.6,,...8, (Rppp-Rigy) RR),..RR)), T r(X2+2Y) rotaciones y perm. R?= X+Y?; tan ;= Y;(X))"!
(8,....08,) de indices.
QIND2)  X,,.X,Y,..Y, (X*,Y% R(X) ,R(Y)) XY, n! perm. de y's - X*=(X s X ()i Y¥= (Y (1ppees Y ()

R(X)=(Ry(X),---Rx(Xp)

N-C = No Conocido.
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5. TESTS BDA (BONDAD DE AJUSTE) H,: F=F,
5.1 VAPA H,:v="7, PARA FAMILIAS PARAMETRICAS .
Aqui, los estadisticos deben contener el parametro y el ESM, S(Z) .
[QEXP)] Hy:A=12,.
El estadistico es 2, ijj 5i=L0UN, ~ (Hy) x2(2N)
[Q(UNI)] H,:6=6,

El estadistico es X(N) 6,1, ~ (Hg) Pq(N), es decir P{Z(N)6,! < v} = vN,
para0<v<l.

[QGAU)] Hy: (11,0) = (15) -

EI ESM es (m,, s) donde m,, s son independientes. Aqui, se utilizan tests
independientes basados en (N-1) s20,2 y en [m,- py] s N2,

[Q(PAR)] Hy : (A,s) = (AySy), donde laFD esF(z) =1 - (Az!), z>A>0.
ELESM aqui (Véase la Tabla 4.1 y Bell, Ahmad, Park, y Lui, 1982) s (A, §) =

A A
(X(1), Dy"). Puestoque Ay s sonindependientes, se recomiendan tests indepen-

dientes basados en 2 N g sT~(Hy) x*(2N-2) y 2& Ayt~ (Hy) Pyu(1,1).
[QGAU2) Hy: (0F) = (o) -

EIESM es (my,S) (Véase Tabla4.1). n[ my - |72 my - ol ~ (Hy) %22) y
S~ (Hy) W'Y, n)laFD de Wishart.

Cada uno de estos estadisticos anterior puede ser obtenido utilizando el
cociente de FDV's (funciones de verosimilitud).

Para las familias NP , algunos estadisticos son "reflexiones" de los casos de
Q(EXP) y Q(GAU), en el sentido de que un conjunto de estadisticos importantes son
de la forma Y, H'I(FO(ZU-))) = Y(H,F,,Z). Algunas veces.tales estadisticos tienen FD's
"manejables".
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52 BDA H; F=F,
Teorema 5.1
(1) SiF, y He Q,, entonces y = y(H,F,,Z) = (d) Zjo , donde W,...,W_
son i.i.d. H. En particular,

(2) SiH=Exp(0.5) ,entonces y ~ x2(2N); y
(3) SiH=®,entonces N2y~ .

El otro conjunto de estadisticos que se consideran aqui, no tiene relacién con los
estadisticos paramétricos; estan basados en una de las ideas de Kolmogorov (1933).

Definicion 5.1
1)y (V,..,.Vi)~ E-0-H(k),laFD de estadisticos de orden si
(Vi Vi ) =(d) (Y(l),...,Y(k)) ,donde Y,,...,Y, soni.id. H(.).
(2) Si(vV,..Vy) ~ E-0-H(k) , donde H(.) € ©,, entonces
D(H,V) = sup [k'! Zj e(z - Vj) - H(z)| ~ K - S(k) , la FD del estadistico de
Kolmogorov con pardmetro k.

Teorema 5.2 (Kolmogorov) LaFD de D(H,V) no depende de H € Q,,
y por tanto es PDL cra Q,.

Ahora, se pueden dar varios tests para BDA.
(] Hy: F=Fye Q,.

Aqui, D(Fy,Z) ~ (Hy) K-S(N); y [-2 Z;In Fy(x ;)1 ~ (Hp) x*(2N).
[Q(SIM)] H: F=F, € Q(SIM).

EIESM es S(Z) = Z* = (X y--Xlny))s Y G(Fp,w) = P{[x)|<|w| Fy}. Eneste
caso, se puede considerar, p.e.:

D((G(Fy,.); Z*) ~ (Hp) K - S(N) 'y N2, D7 1(G(F,[x| ;) ~ (Hy) @
‘Las familias bidimensionales presentan situaciones algo diferentes.
[QCSIM)] H,: F = Fye Q(CSIM).

SeaR?=X2+Y;*; tan 0, = Y;/ X; paralos datos Z = (X,,Y ,X,,Y5,.. X, Y)).

n’
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El ESM es R**= Ry Rmyls ¥ dos estadisticos de interés son los siguientes.
DUJ(Fo,R**) ~ (Hg) K - S(n), y - 2 Ej In J(Fy, Rg;) ~ (Hy) X*(2N), donde J(F, ; w) =
P{R, < w|F,}.

[QUIND2)] H, : F = F e Q(IND2).

F,e Q(IND2) implica que existen F,(.) y F,(.) tales que Fy(x,y) =
F,(x)F,(y) para toda (x,y). Pueden también considerarse los tests basados en
D(F,X) y D(F,,Y); ambos tienen la FD K - S(n). También, se pueden combinar
los dos estadisticos de Fisher-Pearson para formar T* = - 2 [Ej In F,(x;) + Zj In
FZ(YQ))] ~ (Hp) x*(4N).

[Q(SIM2)] H,: F =F e Q(SIM2).

Como se ha indicado anteriormente, vale la pena transformar los datos.
wx;yp) = (Uj, Vy) donde U=x;+y; y Vi=y; -x;

Entonces se tiene el siguiente

Teorema 5.3 Sea Z = [x,,y,...Xp,y,] iid. Fe Q(SIM2) con funcién de

densidad f(.,.) ; y 'r(xj,yj) = (Uj,Vj).

Entonces,

(1) W=1[U,V,...,U,V,] soniid G tal que la funcién de densidad
g(.,.) satisface g(u,v) = g(u,-v) paratoda (u,v).

(2) ELESM, S(W) = [U, IVI®,Uy, [VI@, ..., Uy, [VI™] donde V¥ es el valor
de V asociado con Uy, Es decir, e.g., si Uy = U, entonces VO =V,

(3) Las FD's condicionales satifacen: G(.Ju) € Q(SIM) para cada u. Por
lo tanto la FD marginal de V satisface G%(.) € Q(SIM).

Consecuentemente, se pueden introducir los siguientes estadisticos de contraste.

(a) D(G,,U) ~ (Hy) K - S(n), donde U,,....U, soni.id. G,,.

(b) D(G(G,),V*) ~ (Hy) K - S(n), donde [V,|,...,|V | soniid. G(Gy).
(c) -2 Zjln Gy (Ug) ~ (Hy) x*(2n).

(d) -2 Zjin Gy(IVg) ~ (Hy) 7%(2n).



34

6. BDA CON PA; AJUSTE DE FAMILIAS. H; Fe Q'
6.1 FAMILIAS PARAMETRICAS.

Aqui los estadisticos presentados se dividen en dos conjuntos: (a) estadisticos

para BDA para el REM, y (b) modificaciones del estadistico original de Kolmogo-
rov (1933).

(a)

1)

2)

3)

4

(5)

Estadisticos de BDA para el REM

Teorema 6.1 Sean X,,..,.Xy iid. F.
Si F e C(EXP), entonces una versién del REM es

Ny(Z) = (V/*,..V*) ~ E-0-U(N-1), donde Vj* = (2, X )(Nmy)™!
(r=1,..,)).
Si F e Q(UNI) , entonces una versiéon del REM es N,(Z) = (U*R)
donde U* = (U,*,..,.Uy*) ~ (Hy) E-0-UN-1); Uj*= X X! -1
ISjEN-1; y R=[R(X)),..., R(Xy) J.
Sea F € Q(GAU), y &,,....6y son i.i.d. ® e independiente de Z.
Entonces, N(Z) = W = (W,,...,W) es una versién del REM, donde W, =
(X,- my)S1. Ademss, §',,...&y soniid @, sig = m; + SgW, , donde S; es la
varianza de (§,,...,Ey).
Sea F e QMPAR) y N,(Z)= D*=(D*,...,Dy,*), donde

D *=DyDy'y D, = ¥ InX ) + (N -1) InX ), - n InX) (G=1,...,0).
Entonces, una versién del REM es D*~ E-0-U(N-2).
Sea F € Q(GAU2) y Ny(Z)=(V,, V,,...,V,) de la Tabla 4.1. Entonces, una
versién del REM es N; (Z).

Para H/" : F € Q(EXP), se recomienda [](1) = -2 XInV;* ~ (Hy) %*2(N-1)) y
D(U,,V¥) ~ (Hy) K - S(N-1), donde Uy = U(0,]) y V¥= (V*..Vy, ™.

Para Hy® : F € Q(UNI), se recomienda [](2) =-2 Zjln Uj* ~ (Hp) X*(2(N-1)) 'y
D(U,, U*) ~ (Hy) K - S(N-1) .

Para H® : Fe Q(GAU), se puede utilizar [I(3) =-2 ¥ In ®(&') ~ (H,) x*(2N) y
D(d,W) ~ (H,) K - S(N).

Para Hy® : F € Q(PAR), dos estadisticos itiles son [[(4) = -2 Zjln Dj* ~ (M)
X*(2(N-2)), y D(U,D*) ~ (Hy) K - S(N-2).
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Cuando F € Q(GAU2) y se tiene interés en Hy® : p = 0, se usa el estadistico
T**=r(n - 2)12(1 - r2)"12 ~ (H;) t'(n-2), laFD de Student.

(b) Estadisticos Modificados de Kolmogorov

Recuérdese que, para Hy, : F=F;e Q, , Kolmogorov consideré el
estadistico D(Fy,Z) , en la Def. 5.1, donde Z = (X,...,X). Lilliefors
(1967, 69), Srinivasan (1970), Choi (1980), y Bell y Mason (1985) han
remplazado F; por un estimador, cuando F; es desconocida, como en el
caso de BDA con PA.

Se presentan aqui solamente los estimadores de tipo Lilliefors.

[QEXP)] : F(z)=1-exp[-Az], z>0, donde A = (m,)";

[QUND | : F(z) = 2(X(N)), 0 < z < X(N):

[QGAU)|: F(z) = D((z -my)ST); y

[QPAR) |1 F(z)=1-(Az)S, z>A>0,donde A=X(1), S=ND"! que
provienen de la Tabla 4.1.

En cada caso, se remplazan los pardmetros por sus EVM's (estimadores de
maxima verosimilitud).

Los estadisticos son D( fi Z) (Véase la Def. 5.1) y sus distribuciones nulas se
hallan en Bell y Mason (1985).

Ejemplo 6.1 Para H,: F € Q(EXP), el estadistico correspondiente es

D( IA:, Z)=sup|F (z)-(1-expl- iz])l; (z > 0). Las tablas de este estadistico se
puede hallar en Lilliefors (1969) y Bell y Mason (1985). En los casos
no-paramétricos, las formas de los estadisticos son, en general, diferentes.

6.2. FAMILIAS NP

Los estadisticos que se presentan aqui son principalmente relacionados a tests
de independencia o cero-correlacién. El estadistico, correlacion de Rangos dc
Spearman, para datos (X,,Y,),..., (Xy,Yy) es equivalente al estadistico T" =
ZJRX(XJ-)RY(XJ-). T" se modifica de varias maneras como se indica abajo.
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(@) Modificaciones de T, Correlacion de Rangos.
[QSIM)] Z = (X,,...Xy)-

Se prueba la independencia de signo de €(X), y valor absoluto. El
estadistico es T(Z) = Zj S(Xj)R(IXjD debido a Wilcoxon (1945). Aqui también se
utiliza el estadistico de signos, S(N) = Zj &(X)).

[Q(CSIM)] Los datos Z = (X,Y},...X,Y,) son transformados a
W=(R.;8,,...,R,0,), donde R?*= X>+Y? y tan 6;=Y;/ X;.

Los cuestiones aqui son la independenciadeR y 6 ,y la uniformidad de 6
sobre (0, 2x). Para la independencia, se puede utilizar T(S) = ZJ-RR(RJ-)R(GJ-).

Para la uniformidad, un estadistico h"= Zj(Mj - nk'!)2kn"! tiene como
distribucién nula, aproximadamente la distribucién x?(k-1) , donde Mj es el nimero
de 6's en el intervalo ((j-1)/2x, j/2x] .

[Q(IND2) ] los datos son Z = (X, Y,..., X, Y,) y T" se usa directamente.

[Q(SIM2)]  Se transforma (X,,Y ,....X,,Y,) a (U,V,,....Up,V,) donde U =

Xj+Yj y Vj=Yj— Xj.

Si Fe Q(SIM2) y momentos del segundo orden existen, entonces la
correlacion de X y Y es 0. También, la FD, G,(.) de V, es un elemento de
Q(SIM). Por eso, se consideran los estadisticos siguientes: Zj &(v), Zj e(VpRUV;),
y Zij (Vj)RU (Uj)~

Para Q(IND2), Pitman (1938) introdujo un test de permutaciones.(Véase Def.
4.4) Se puede extender su idea a otros casos.

(b) Estadisticos de Permutaciones.
Nos referimos aqui a los estadisticos de Pitman R(h(Z)). (Véase Bell y Sen, 1984).
[QSIM)] :h= ijj , ¥ permutaciones de signos.

[Q(CSIM)]:h= erjej , Y permutaciones de las r's.
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[Q(IND2)] : h = X;x;y;, y permutaciones de las y's.
[Q(SIM2)]: h= Zjvj , ¥ permutaciones de los signos; y
[Q(SIM2)] : h, = }:,jujvj , y permutaciones de las v's.

Se observa que no se consideré "H: F € Q, " porque no tiene sentido en este
contexto. También se tiene el siguiente resultado.

Teorema 6.2 Cada estadiético de esta seccién es NPDL cra la propia familia,
y puede ser representado como T(Z) = Yy(N(Z)), donde N(Z) es el propio REM. En
la préxima seccién, 2, es la familia mas importante.

7. TESTS PARA MUESTREOS MULTIPLES
Las hipétesis que se consideran aqui son las siguientes

Hy": F =F,,donde Z = (X,....X,; Yp,-.r, Y,) = (X,Y) con N=m +n
(2-muestreos);

Hy®:F, = F,=. =F, donde Z= (Xu1,...,.X1nj,...,Xcl,..., Xen,) con N =n+..+n,
(c-muestreos); y

H® :F=F, =..=Fy, donde Z = (X,,...,Xy) (aleatoridad); y se fijan principal-
mente en H, y H,® .

Los estadisticos que se presentan aqui no varian mucho entre las familias
Q,,Q(SIM) , etc. Esos estadisticos fueron desarrollados principalmente para Q, y
luego adaptados para otras familias, utilizando una versién del REM, N(Z) , en cada
caso.

Son de importancia aqui:

(a) El estadistico de Kolmogorov para dos muestras D(V,W) =
sup |m! ):,j e(z-V;) - n! Y. e( z- W) (=1,...m; i=1,...,n) (-0 < z < o0)
cuando V=(V,,..,V_ )y W=(W ..., W)

(b) S*(U,W) = el conjunto de permutaciones que intercambian a lo menos una V;
y una Wj Y%

(c) S'(N), el conjunto de N! permutaciones de (Z,,...,Zy).
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[€,] Para H\", se pueden utilizar

@) ZjR(Xj) , el estadistico de Mann-Whitney-Wilcoxon;

(ii) R(h(Z)), el EP cra $*(X,Y) y Q,, donde h(Z) = my - my
o equivalentemente h,(Z) = Z'gX] (Véase Def 4.4);

(i) D(X,Y).

Se nota aqui que los primeros dos estadisticos para H,() fueron construidos
para alternativas de diferencias en "localizacién." Para diferencias en "dispersién” ,
Siegel y Tukey (1960) han hecho una modificacién del test de Mann-Whitney-
Wilcoxon. Belly Chicarro (1966) investigaron generalizaciones del estadistico de
Siegel-Tukey. '

Para H)® , se puede utilizar Zj j R(X;)) , que esté relacionada con T" que
parece en la Seccién 6,y R(h'(Z)) y EP cra S(N) y €,, donde h'(Z) = Ej iX.

[Q(SIM)]
@ Z;R(IXD,
(ii) DX*,Y*) , donde X* = (XpresXim) s ¥ Y* = (YpoYia) 5 ¥
(iii) R(h(Z)), donde h(Z) = Zj IXjl , son tres estadisticos para Hy".

Al remplazar las X's por |X|'s en las expresiones para Q,, se obtiene
Zj-R(IXjI) y R(h"(Z)) , donde h"(Z) = ZjIXj| para H,®.

[Q(CSIM)]
Aqui, se remplaza X;, en las expresiones para Q,, por R;, el radio. Los
estadisticos se convierten en

% RR) , D(R,Ry), Ry(Z)), %; R(R) y R(h,(Z)) donde

Z=(X,Y;, XY, Ry =(R,LRY), Ry= (R, ,.0RY),

hy(Z) = Zj Rj, yh(Z) = ZJJ R]
[Q(IND2)]

Aqui, H® equivale a H;: F = G, donde F(x,y) = F,(x). F,(y) y G(x,y) =
G,(x). Gy(y) para toda (x,y) . Equivalentemente, se tienen dos hipGtesis

Hy* : F, =G, y Hy**: F,= G, . Para Hy* y también para Hy** se utilizan los
estadisticos de , indicados arriba. El mismo tipo de solucién vale para Hy® .
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[Q(SIM2)]

Cuando F, y F, € Q(SIM2), la hipétesis Hy" : F,= F, , resulta H,': F, =Gy,
yH,":Fy=G, donde U=X+Y,yV=Y- X. Estasituacién se trata como en el
caso de Q, . Por otra parte, la situacién es "paralela” para H,® .

La situacién con H®: F, = F,= ... = F, no se ha discutido hasta ahora. En
cierto sentido, las soluciones relacionadas con Hy® son "intermedias entre"
soluciones para H® y Hy® . Por ejemplo, para H® y €, , un estadistico usual es
el de Kruskal - Wallis, a Zj Rj2 (nj)‘1 +b donde R;= n;! Zj R(Xy); (=1,..n) yun
EP es R(h(Z)), donde h(Z) = ¥;(m; - m.)?; m; =n;! Zixy, M= Ty X/ Ln;.

Se pueden considerar a H\» , H®, H® como hipétesis de independencia del
niumero del muestreo y valores. Algunos de los estadisticos mencionados arriba son
"reflejos” de aquella independencia.

Para las familias NP arriba indicadas, cada versién del REM est4 expresada en
términos de rangos (o invariantes maximos) o permutaciones. La situacién es
diferente en las familias paramétricas. Los estadisticos son listados a continuacidn.

[Q(EXP)]
(1) Para H,\", se puede utilizar my(my)*!~ (H,) F(2m,2n) , la distribuci6n de
Fisher.
(2) Para H/® , sin;= .. = n, =n = Nc!, un estadistico importante es
max(m,.,..., m..) [min(m,.,...,m)}' ; (donde m,= (EjXq- )n; ; conj=1,.n,
t = 1,...c) que tiene la FD de Hartley (1950) como FD nula. (Nota: Hartley desarollé
esa tabla para la igualdad de Varianzas en Q(GAU) .

[©2(UND)]
(1) Para H,", se utiliza XmlY@ml?. (Véase: Choi, Bell, Ahmad, Park (1982)).
(2) ParaH,® , sin, = ... = n,=n =Nc? ,se puede utilizar

max[ Xy gyperes Xogmy] @I0[Xgppeees Xy -

[Q(GAU)]

H,V adopta la forma Hy' : p, =, ; Hy® se transformaen Hy": p, = .. =
y Hy® equivale a Hy": B = 0 . Algunos estadisticos "optimales" son,
respectivamente, [my - my] Sp'1 [m!+ 112 C* [3.(my - m..)2][zj(Xij -m;)? L, el
EVM de la inclinacién de la linea recta de regresion.
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[Q(PAR)]

Para esta familia la teoria de las distribuciones no esta tan desarrollada como
para Q(GAU) . Pero, Bell, Ahmad, Park y Lui (1982) han tratado varios casos al
respecto. Para Hy», sea X,..., X ii.d. P,(As;) y el muestreo . independente
Y., Y seaiid. P,(A,,s,). Se definen

() m,= Zj InX;-mInXg, (G=1,..m);
® m,= Zj InY;=nln Y(1). ,(G=1,..,n); y
© n = Zj In Xj +2;InY; - Nmin{ln X(I), In Y(l)} ; =1,...,m ; i=1,...,n)

Algunos estadisticos de interés para H,) (dependiendo de cuales son los
pardmetros conocidos) son

V¥ =X InX-min Al [m 2 InY;-nln AyJ?; (i=1,..n 5 j=1,...m)
V= [@-2)n,] [(m - 2)n, ).

Todos los casos tratados en esta seccién tienen algunos factores en comun .

Teorema 7.1 Cada estadistico de esta seccién es

(1) NPDL cra la propia familia; y

(2) de la forma Y[N(Z)], donde N(Z) es una versién del REM para dicha
familia.

8. CONCLUSIONES Y PROBLEMAS NO RESUELTOS

Laregla general de la Seccién 4 es valida para todos los contrastes de
hipétesis. Se puede utilizar esta regla para inferencia sobre procesos estocdsticos,
disefio de experimientos, etc. (Véase Bell et.al. (1970) y Bell (1975b). Sin embargo,
hay algunos problemas préacticos que necesitan investigacion:

(A) ¢Como se construyen las versiones del REM en general? Se ha visto que en
ciertos casos NP especiales se pueden construir los EP's (Estadisticos de Pitman).
(Véanse los Teoremas 4.3 y 4.6.). También en los casos paramétricos se ve que
todos los REM's son invariantes méximos cra un grupo "natural” de transfor-
maciones. Bell y Kurotschka (1971); Junge (1976) y Bell y Sen (1984) han indicado
que los EP's también son invariantés méaximos cra grupos "naturales” de
transformaciones en los casos considerados. ;Existe un método general péra la
construccién de REM's ?
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(B) (Cudl es la situacion sobre optimalidad?. En los casos en que se puede hallar la
familia de todos los tests PDL y todos los tests NPDL, (Véase la Def. 4.3), se
necesitan reglas précticas para la construccién de contrastes optimales. Bell y
Donoghue (1969) discuten tests NP que son mds potentes versus algunas alternativas
paramétricas, pero las alternativas "naturales” en casos NP son familias NP.

En general se necesitan calculos y teoremas sobre las potencias de los tests de
interés. El autor conoce muy pocos resultados en esas direcciones. (Véase Chapman,
1958).

(C) Tablas de estadisticos. Es obvio que pueden construirse millares de estadisticos
usando la regla general cuando se conoce el ESM yel REM . Existen tablas para
muchos estadisticos comunes, y existen mas teoremas de limites. (Véase, por
ejemplo, Kolmogorov, 1933; Chernoff y Savage, 1958; Puri y Sen,1970; y Bell y
Mason, 1985).

Las distribuciones son sencillas también para los EP's (estadisticos de Pitman),
pero el estadistico es dificil de calcular para muestras no muy pequefias. Aqui se
necesitan aproximaciones (Véase Bell y Sen, 1984) .

En general, se necesitan algoritmos para el calculo de tablas exactas, y tablas
aproximadas para los estadisticos de interés.

(D) Tests Aleatorizados Para evitar los problemas discutidos en (C) , Durbin
(1961) esencialmente introdujo el estadistico tratado en el Teorema 6.1 (iii) para
familias NP. Bell y Doksum (1965) emplearon esa idea para familias NP. Bell
(1984) puso este resultado en términos de ESM y REM en su "Randomized Noise
Theorem".

De las referencias citadas se puede ver que los tests aleatorizados resuelven
algunos problemas de distribuciones y tablas. Pero muy poco se conoce sobre
potencia y optimalidad. (Véase Jogdeo, 1966).
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