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RESUMEN

Se definen en este trabajo r-desarrollos de Neumann y se prueba que
toda densidad de probabilidad f, admite un r-desarrollo convergente a f.

Los resultados obtenidos se aplican a la estimacion de f sin la suposicion
de que sea de cuadrado integrable, estudiandose propiedades asintoticas de
los estimadores e ilustrandose con un ejemplo de aplicacion.

Palabras clave: series de Neumann, estimador de Neumann, estimacion no pa-
ramétrica de la densidad.

ABSTRACT

Neumann’s r-expansions are considered in this paper in relation to the pro-
blem of estimating density functions. It is proven that every probability den-
sity f admits an r-expansion which converges to f.

These results are applied to the estimation of f, relaxing the hypotheses
of being square-integrable, with special emphasis on the asymtotic properties
of estimators. Finally, this is illustrated a with a numerical example.

Key word: Neumann series, Neumann estimator, non-parametric density esti-
mation.
Clasificacion A.M.S.: Primaria G202. Secundaria G2GO05.

1. Introduccion

En los ultimos veinte afios se han desarrollado diversos métodos
para la estimacion de la densidad de probabilidad (d.p.) de una distri-
bucion desconocida, entre los que han tenido particular aceptacion el
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método del nicleo (véase Deheuvels (1977a) para una amplia biblio-
grafia), y el método de los polinomios ortogonales (véase, por ejemplo,
Céncov (1962), Schwartz (1967), Walter (1977)).

Este ultimo método de estimacion no paramétrica ha sido estudiado
considerando desarrollos en serie de conocidas funciones ortogonales y
en particular los sistemas trigonométricos y de Hermite. En general se
consideran estimadores de la d.p. desconocida, f, de la forma

m

Fu) = ¥ @¥ux) 5 Fux) = Y AYix) (1)
k=0

k=0

donde {¥,} es un sistema ortogonal respecto a una funcién peso w(x)
y a, Aw, k = 0, 1,... estadisticos que se construyen a partir de las obser-
vaciones muestrales. El numero natural «m», denominado «punto de
truncamiento», proporciona el numero de funciones ortogonales que ne-
cesitamos tomar para obtener f,,, oF m con la aproximacion deseada.

Como criterios de bondad para los estimadores f,, o F,, se utilizan
generalmente el del «error cuadratico medio» (ECM) o bien el «error
cuadratico medio integrado (ECMI), definidos por

ECM = E{f(x) — fu(x)}> ; ECMI = E [{f(x) — fu(x)}2dx (2)

que se intentan minimizar, asi como encontrar un punto de trunca-
miento 6ptimo para obtener una mejor aproximacion.

La deduccion y uso de los estimadores f”,,, y I:‘m y sus propiedades,
caso de utilizar un sistema ortogonal completo en L,(w), exige la supo-
sicion de que la d.p. f, o la f.d. F, a estimar sea de cuadrado integrable.
Este condicionamiento puede obligar a renunciar a alguna informacién
sobre la d.p. (o su f.d.). Supongase, por ejemplo, que se conoce que f
pertenece a una familia general dependiente de dos funciones reales u
y v (como ocurre en ciertas familias de Bessel). Es claro que la anterior
exigencia delimita las posibles elecciones de u y v.

Estas consideraciones nos han llevado a contemplar en éste trabajo
desarrollos de Neumann, que como veremos son posibles para toda
densidad f, con soporte positivo, ampliando la validez de los estima-
dores (1) al caso de una d.p. desconocida, sin la suposicion de que sea
de cuadrado integrable.

No obstante, que una funcién g sea desarrollable en serie de Neu-
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mann no implica que la suma de esta serie sea g, salvo ciertas con-
diciones que pueden verse con detalle en Titchmarsh (1948) y Wilkins
(1948). Este hecho nos ha llevado a la posibilidad de obtener f como
limite, cuando r — oo, de r-desarrollos, que se definen en el apartado 2
y que nos van a permitir las estimaciones que se pretenden. Para un
desarrollo algo méas amplio y mayor detalle en las demostraciones,
véase Ortiz (1982).

2. Desarrollos de Neumann de una densidad de probabilidad
J. E. Wilkins (1948 y 1950) ha estudiado la representacion de una

funcion f de la varizble real x > 0, por una serie de Neumann. Esta
se basa en las formulas

fw oy - (0d %0 si m#n 3
X v n X)Wy m X)ax = - :
0 Fanrt Famr @n+20+2)7"'si m=n )
de donde se deriva el desarrollo formal
Sy(x) = Z ko v+ 26+ 1(X) (4)
k=0

donde J,:;,+1 es la funcion de Bessel de primera especie de orden
v+2k+1y

i = 2(v + 2k + l)j x YOy 4 204 1(x)dx (5)
0

caracterizando la clase C, de funciones f:[0, «0) — R, desarrollables
en serie de Neumann mediante las propiedades:

Va>0 ; x%(x)eL(0,a) (6a)

y existen las integrales

fm x ), (x)dx Jw x 72 (x)J (x)dx (6b)



obteniendo resultados, que su autor considera los mejores posibles en el
sentido de que si f¢ C,, los coeficientes a;, pueden no existir todos y
si la serie (4) es convergente, f debe pertenecer a C,.

Cuando f es la funcion de densidad de una v.a. continua X, la
condicion (6a) implica la existencia de los momentos de orden k(=1, 2,...),
k < vdela va. X. Evitamos esta restriccion tomando v = 0. Entonces:

Teorema 1. Toda funcién de densidad f con soporte en R* = [0, o0),
admite un desarrollo en serie de Neumann (4), con v = 0 y donde los
e k = 0, 1,... estan definidos en (5). Ademas,

&G

i o =1 ; J So(x)dx =1 (7)
k=0 0

Demostracion: Cuando v(v + 1) = 0, la condicion (6a) se verifica tri-
vialmente y (6b) es consecuencia de las acotaciones (Rey-Castro (1958),
pagina 23)

1
o) <1 5 |Jux)| < \/5 ;on=1,2,.. (8)

La segunda parte del teorema resulta de la igualdad (Rey-Castro
(1958), p. 32)

x

x/2 = Z (2k + 1)J 34 1(x) )

k=0
(desarrollo en serie de Neumann de x/2). Poniendo
dulx) = 2(2k + 1)x ™" 34 1(x) (10)

resulta de (9) que Z¢,(x) = 1 y por aplicacion del teorema de conver-
gencia acotada de Lebesgue

Y o= E(x) =E Y dux) = 1
k=0 k=0 k=0
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J So(x)dx = Z dro Jak+1(x)dx = ago =1
=0 © ok

0 k= 0 =0

Debe de notarse que la existencia de los coeficientes del desarrollo
en serie de Neumann de la d.p. f y la convergencia (puntual) de este
desarrollo es consecuencia inmediata de las acotaciones (8) y la igualdad
(Rey-Castro, p. 39)

20
?Jv(x) = Jv—l(x) + Jv+1(x) (11)
pues para v(v + 1) = 0
Iakvl < f ‘Jv+2k(x) + Ju+2k+2(x)|f(x)dx <2
0

Z Ao v + 260+ 1(X)

k=0

o lx/2%v+2k+1

Sux) = Ll I
1Su() Zo 0+ 2k+ 1))

<2

™

Sin embargo los anteriores resultados no deben llevarnos a suponer
que la serie S,(x) converge a f(x). Esto solo es cierto bajo condicio-
nes muy restrictivas, entre las que se exige que f verifique la ecuacion
de Kapteyn (Titchmarsh (1948), pp. 352-358).

La estrechez de dichas condiciones puede evitarse, considerando los
r-desarrollos que introducimos a continuacion y que nos van a permitir
representar cualquier densidad f.

Sea C,,, r > 0, la clase de funciones f:R* — R, tales que

Va>0 ; x%(x)elL(0,a) (12)

y convergen las integrales

f x Y)Wy (xr)dx J"x_zf(x).l,,(xr)dx (13)

a
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para cada r. Entonces, si f € C,,, para las series

x

Six.r) = Y ar(r)J et 2k 1(xr) (14)

k=0

donde

A€XO

ag(r) = 2( + 2k + I)J x Y () o(xr)dx (15)
0

son validos resultados analogos a los de Wilkins, S,(x, 1) = S,(x) y:

Teorema 2. Toda funcioén de densidad f en x > 0, admite un r-desarro-
llo de Neumann convergente S.(x,r), v =0, r = 1, con coeficientes
ay,(r) definidos en (15) y

i agolr) =1 jw So(x,r) =1 (16)

k=0 0

Demostracion. Obviamente f € C,, y las igualdades (16) se desmuestran
como (7).

Por otra parte, consideraciones analogas a las de Wilkins (1948,
pp. 365-367) conducen a la expresion

Sy(x, r) = f ’ $,,(xr, tr)t—lf(t)dt (17)
0
donde
$,0r.tr) = T 20 + 2k + Dysmers(P s zirsltr)  (18)
k=0

deduciéndose de la formula integral

b
J Y o(xy)Jo(ty)dy =

a

— (2 _ y2)-1 , . , e b
= (7 =¥ X0 e 1 (1Y) = 0 (3 (X)) =g
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que

r

$u(xr, tr) = xt j o (xy)Jo(ty)dy (19)

0

El teorema siguiente afirma que para r > 0, toda d.p. puede ser
representada como limite cuando r — o0 de una serie S,(x, r).

Teorema 3. Sea f la d.p. de una v.a. X concentrada en [0, ) con
momento absoluto de orden k finito y sea Sy(x,r), para —'/, < v <k,
el r-desarrollo de Neumann de f. Supondremos ademas que EX ~'f2
< + oco. Entonces

x+)+ flx—
lim S,(x, r) =f————( ) 5 fx=) (20)
Demostracién. Ya que f e C, cuando —!/, < v < k, del teorema 11.1
en Wilkins (1948), p. 381 (véase también Ortiz (1982), p. 9) se sigue que

Jx+) +f(x=) S,(x) = x lim erJ,,(xy)dyJ wf(t)Ju(tY)dt

2 r—x 1 0

Por el teorema de Fubini y recordando (17) y (19)

SG+) ;f(x—) — Sy(x) = lim Im t'lf(t){$,,(xr, tr) — $,,(x, H)}dt =
r-x JO
= lim S,(x, r) — S,(x)

de donde se sigue (20).

Para la aplicacion del teorema 3 a la estimacion de una densidad
desconocida f, es deseable que la convergencia de su desarrollo S,(x, r),
sea lo suficientemente rapida para proporcionar buenas aproximaciones
de f, aun para pequeiios valores de r. Desgraciadamente esto no es asi,
pues S,(x,r) se comporta como un oscilador en torno a f. Se ilustra
esto en las figuras 1 y 2, donde se han representado los desarrollos
dee *parav=0yr=5yl15
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So(x, 5)

N4

Figura 1. Desarrollo de Neumann de ¢™* para r = 5.

. Solx, 15)

WA
TINA
A? AL

Figura 2. Desarrollo de Neumann de e™* para r = 15.

El resultado siguiente permite «amortiguar» las oscilaciones de
So(x,r) en torno a f, mediante la combinacién de dos desarrollos de
Neumann.

Teorema 4. Sea f una d.p. concentrada en [0, o) y So(x,r) su desa-
rrollo para v =0 y r = 1. So(x,r) tiene un extremo relativo en cada
uno de los intervalos (kn/r, (k + 1)n/r), k = 0, 1, ..., dado por

2k + 1
xk=( —)7—t ; O<og <1 (21)
2ro

117



Demostracion. Sean

Vix,r,0) = i 1 (;-)Ji(JZ? cos 0)*+*2
Ny 1y _r=0£k0 (4k+ 1)! -

U(x,r,0) = V(x,r, 0) cos (rx sen 0)

donde los ayg, k = 0,1, ..., son los coeficientes del desarrollo Sy(x, r),
de f. Recordando la representacion integral de Poisson de J,(x) (Rey-
Castro p. 25) y de nuevo por aplicacion del teorema de convergencia
acotada, es

1 €
Solx,r) = — f U(x, r, 0)do
n

0

y la afirmacion se sigue de que U = 0 cuando rxsen 0 = (2k + 1)x/2,
k=0,1,.

Observese que como consecuencia de (21) si Sy(x, 1) tiene sus ex-
tremos en los puntos de abcisa x;, los de So(x, 7) estan en x;/r.

En las figuras 3 y 4 se ha representado la funcion

m

1 n
£x,r) = Y ago(r)¥ilx,r) = 5<So(x, r) + So<x + = r>> (22)

k=0

EXP(-X)

E(X,5)

e

o]

Figura 3. Desarrollo amortiguado de ¢ para r = 5.
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E(X.15)
A

EXP(—X)

Figura 4. Desarrollo amortiguado de e™* para r = 15.

donde

1
q}k(,\‘, r) = 5(J2k+1(xr) + J2k+1(xr + TC)) (23)

y ai(r), k = 0,1, ..., los coeficientes del desarrollo de Neumann de e™~.

Hacemos notar que £(x, r) tiene las mismas propiedades que So(x, r)
y al ser las oscilaciones de aquel, en torno a la funcién f que define
a ambos, mas pequefias que las de éste, £(x,r) proporciona buenas
aproximaciones de f aun para valores pequefios de r.

3. Estimadores de Neumann

Sea X una v.a. concentrada en (0, o0), cuya d.p. (desconocida) f
admite un desarrollo en serie de Neumann Sy(x, r) convergente a f cuan-
do r —» 0. Analogamente, si £(x, r) es el desarrollo de f definido como
en (22), f(x) = lim£(x, r).

Para cada estimador de £(x, r), f.(x, r), podemos definir un estimador
de f, f"(x) = lim f(x, r). Existe entonces la posibilidad de seleccionar un

r— X
r suficientemente grande de forma que un estimador de f, de la forma
f(x,r) = £(x,r), tenga un sesgo menor que un nimero prefijado ¢ > 0.
Es decir, que para cada x > 0, | f(x) — E(f(x,r))| < &
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Consideremos la sucesion de estimadores de f de la forma

m

Fulsr) = 3 ano(r)¥i(x, r) (24)

k=1

que denominaremos de Neumann, donde los W, estan definidos en
(23) y los estadisticos a;o se construiran a partir de las observa-
ciones muestrales.

Para facilitar el estudio de los estimadores (24) es conveniente tomar
los estadisticos a,o de forma que verifiquen ciertas propiedades. Una
de ellas es la de insesgamiento respecto de los coeficientes del desarro-
llo de Neumann de f, Edo(r) = aro(r).

Lema 1. Sea f, el m-ésimo estimador de Neumann de f, construido
con la propiedad de insesgamiento de sus coeficientes. Entonces:

var jm = var (ako)‘l’f + Z Ccov (21,'0, &jo)\'}}iq}j (25)
k=0 i.lj;jo
Demostracion. Siendo
varf,, = Ef2 — (Efw)? =
Z (E&I%O - afo)\}’% + Z (E(&iofljo) - aioajo)q"i\l'j
k=0 i.j=0
T#j
se sigue (295).
Los coeficientes del desarrollo de Neumann de la d.p. f, admiten
la siguiente interpretacion:

[e 0]

ago(r) = (4k + Z)J x ™M+ p(xr) f(x)dx = E(¢u(X, r)) (26)

0
donde
$ulx,r) = 22k + 1)x ™ 'J 4 1(xr) (27)

para k =0, 1,.., r = 1. Esto permite construir estimadores insesgados
de estos coeficientes como sigue:
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Teorema 5. Sean X;, i = 1,2, .., n, observaciones independientes de la
v.a. X de densidad f, y sean los estadisticos

1 n
Zlko(")=;Z o Xir) 5 k=0,1,.., ; r=1 (28)

i=1

se tiene
. 1 A 1
ver (axo) = ; var(¢x) ; cov(aio, @jo) = ; cov (¢, ¢;) (29)

y los a,o son estimadores insesgados y consistentes de los coeficientes
del desarrollo de Neumann de f.

Demostracion. Obviamente los a,, son estimadores insesgados de los
aio y la consistencia es consecuencia de las igualdades (29) de facil
obtencion (véase Ortiz (1982) p. 16).

Cuando se consideran los estadisticos (28) como estimadores de
los coeficientes de Neumann de f, la varianza de f,,, puede escribirse
en funcion de las varianzas de los ¢, como sigue:

Corolario. Sean X;, i = 1,2,.., n, observaciones independientes de la
v.a. X de densidad f, con coeficientes a,o(r), r = 1, definidos en (28).
Entonces:

N 1 m m
var f,, = —{ Z var (pu) P 3i+1 + Z cov (¢, ¢j)q’iq’j} (30)
n (k=0 i'ij-;é:jo

Demostracion. Basta sustituir las relaciones (29) en (25).
El teorema siguiente establece una propiedad de consistencia de la
sucesion f,,:

Teorema 6. Sean X,, n=1,2,.., va.i con d.p. comin f y {f,} la
sucesion de estimadores de Neumann de f, para r > 1, con coeficientes
axo definidos en (28). Entonces

lim E(f — f) = 0 31)
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Si ademas m = O(ﬁ)
lim var (f",,,) =0 (32)

m- %
r—

Demostracion. De la propiedad de insesgamiento de los coeficientes
resulta que

lim E(f — fu) = f(x) — £(x,7)

m—

y de aqui, pasando al limite cuando r— o0, se sigue (31). De la relacion (11)
y las acotaciones (8) se tiene que var(¢y) < 3 y cov(¢;, ¢;) < 6. En-
tonces de (25)

. m m 12m(m + 1
varf, <n '3 Y WZ+6 Y WY <(4—)
I k=0 i.lj:jO h

y de aqui la ultima afirmacion.

4. Determinacién del punto de truncamiento. Regla de Parada

Dada una muestra de tamafio «n» y un numero ¢ > 0, se trata de
seleccionar un entero my > 0 (punto de truncamiento), tal que para cada
m = mo, |E(f —fm)| < ¢ En otras palabras, determinar el ntimero myq
de términos del desarrollo £ a partir del cual

E Y awlr)¥ux,r)| <s

ls=mo+]

una vez seleccionado un r suficientemente grande.

El criterio siguiente, de facil manejo computacional, es el que hemos
empleado en las aplicaciones y se deriva del teorema 6 y la propiedad
de insesgamiento de los estadisticos a,o. Ya que

DM &

ago(r) = Z E(ako(")) =r
k=0

k=0
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adoptamos como «regla de parada» estimar términos del desarrollo
X oW, hasta encontrar un mg tal que

<eg

} mg

E Z Zlko(r) — F

k=0

La eleccion del parametro r dependera de la densidad que se estime.
No obstante, en todas las pruebas realizadas, ya para el valor r =5
se obtuvo una idea bastante aproximada de dicha densidad. En general
sera suficiente repetir la estimacion para un valor de r < 20.

Ejemplo. Para estudiar el comportamiento de los estimadores de
Neumann se simularon muestras de diferentes distribuciones (uniforme,
triangular, normal, etc.) y se estimaron las distribuciones de proceden-
cia. Los resultados fueron aceptables alin para tamafios muestrales
pequefios, como ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Normalidad en las mediciones de IgM

En una muestra de 89 lactantes con diarreas producidas por E. Coli
o Klebsiella se tomaron cuatro determinaciones (una por semana y
nifio) de IgM en sangre.

Por métodos paramétricos se contrastdo la normalidad de las de-
terminaciones, habiéndose de rechazar la hipotesis de normalidad en la
cuarta, debido a varias observaciones extraifias, correspondientes a ni-
fios que fallecen.

En el caso de nifios con diarreas producidas por E. Coli, la cuarta
determinacion de IgM proporciono una muestra (en mg %) que una
vez ordenada es:

27 30 32 32 32 32 36 38 38 38 40 40 40
40 40 40 40 40 40 40 42 42 42 42 42 42
42 44 45 46 46 46 47 48 48 48 50 50 50
50 50 50 52 53 54 58 70 120 140 163 190 220

Tamafio muestral: N = 52.

Las cinco ultimas observaciones corresponden a los nifios que fa-
llecen.
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En la figura 5 se ha representado el estimador de Neumann obtenido
a partir de las 52 observaciones muestrales (expresadas en mg por uno
al objeto de adecuar la escala). Obsérvese como distorsiona la norma-
lidad de la muestra el «peso» de las observaciones extrafias detectadas
por el estimador a la derecha de la figura.

E. Coli
£(x, 15)
P IgM
0 o 2
Figura 5.
E. Coli
0,05 e
L

10 IgM

Figura 6.

Suprimidas de la muestra las cinco ultimas observaciones se estimo
(Fig. 6):

£(x, 15) = ,083¥,(x, 15) — ,188¥4(x, 15) + ,043W¥4(x, 15) +
+,351%(x, 15) — ,046Wo(x, 15) + 1,106%, 4(x, 15) +
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+ 2,481W¥ 5(x, 15) + 3,189¥ 5(x, 15) + 3,193¥ ;4(x, 15) +
+ 2,370%¥ 1o(x, 15) + 1,238¥,,(x, 15) + ,503¥ ,3(x, 15) +
+ ,249Y ,5(x, 15) + ,184W,4(x, 15) + ,130¥ 50(x, 15) +
+,071¥34(x, 15) + ,030¥ 35(x, 15) + ,010¥35(x, 15) + -

Punto de truncamiento para ¢ < ,01: m=17
Suma de los coeficientes del estimador: S = 14,996

que corresponde a una densidad normal N(39,8, 7,8), cuya grafica se
ha punteado en la figura 6. Este resultado coincide con el obtenido
por métodos paramétricos.
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