TRABAJOS DE ESTADISTICA Y
DE INVESTIGACION OPERATIVA
Vol. 36. Num. 2, 1985, pp. 97 a 109

ALGEBRAS DIFUSAS

Javier Montero de Juan

Departamento de Estadistica e 1. O.
Facultad de Matemdticas
Universidad Complutense de Madrid

RESUMEN

En este trabajo se propone una estructura de algebra difusa (borrosa)
basada en la distincion entre difusidad extensiva y comprehensiva, desarro-
llando y conectando los trabajos de Nahmias sobre variables difusas, de Kle-
ment sobre medibilidad difusa y de Nowakowska sobre estructuras de conceptos.

1. Difusidad extensiva y difusidad comprehensiva

Cuando Zadeh [8] introduce la nocién de conjunto difuso (borroso),
lo hace generalizando la funcion caracteristica de los conjuntos clasicos,
es decir, una aplicacion que a cada objeto x € X le asigna un grado
de pertenencia u(x) € [0, 1], admitiendo asi una graduacion uniforme des-
de el cero (minima pertenencia) hasta la unidad (maxima pertenencia).
Un ejemplo clasico de conjunto difuso es el de los «hombres altos».
Desde entonces multitud de trabajos se han dedicado a desarrollar
tal idea, para clarificar el concepto de difusidad (borrosidad) y obtener
sus propiedades relevantes. Sin embargo, como indica Nahmias [6],
no parece que se haya logrado una teoria axiomatica totalmente sa-
tisfactoria para describir la difusidad. En esta linea destacamos los tra-
bajos de Nowakowska [7], Klement [4] y del propio Nahmias [6];
estos ultimos trabajan estableciendo una analogia directa con las va-
riables aleatorias clasicas, pero observamos que en sentidos bien dife-
rentes: aquél se centra en el hecho de ser aplicaciones reales y éste lo
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hace en la «medibilidad» de la funcién. Pero no so6lo esto, sino que
ademas en cada uno subyace una idea distinta de difusidad: una
sobre los objetos y otra sobre las propiedades. Si los conjuntos clasicos
s¢ pueden definir equivalentemente de manera extensiva y comprehen-
siva, al pasar a los conjuntos difusos nos encontraremos con que
cada una provoca una difusidad especifica.

Por otra parte, aceptamos con Blin [1] que la difusidad radica
propiamente en los conceptos o caracteristicas, con lo que parece mas
correcto el enfoque de Goguen [3], que generaliza la nocion de con-
junto difuso propuesta por Zadeh. Hemos de tratar de manera global
las propiedades (modalidades) de cada caracteristica, y llamar mejor
«propiedad difusa» («ser hombre alto») a lo que Zadeh llamaba «con-
junto difuso», que podria llevarnos a confusion. Cada caracteristica debe
estar dotada de una estructura propia, que ha de admitir no solamente
la idea de complementario —operacion natural en Zadeh— sino tam-
bién, si existe, la nocidon de contrario. Por ejemplo, la «aliura en los
hombres» es una caracteristica difusa y se puede hablar de la propiedad
«ser alto», de su complementario «ser no alto» y de su contrario
«ser bajo», de su complementario «ser no alto» y de su contrario «ser
bajo», propiedades ambas claramente relacionadas pero evidentemente
distintas.

Asi pues, dada una serie de propiedades difusas (con funciones de
verificacion p:X — [0, 1]), podemos preguntarnos por el grado de veri-
ficacion (o de no verificacion) de algunas de ellas en un objeto de X.
Pero también es natural en la practica preguntar acerca del grado de
verificacion de una de esas propiedades en cualquiera de las familias de
objetos incluidos en X (y por extension, nos puede interesar el grado
de verificacion de una serie de propiedades en una familia de objetos de
X). Lo primero dara lugar a la «difusidad comprehensiva» 'y lo segundo
da lugar a la «difusidad extensiva».

2. Difusidad extensiva de una propiedad difusa

Supongamos pues una familia X de objetos y definida sobre ella una
propiedad difusa u:X -» [0, 1]. Entonces:

definicion 1. Se entiende por «difusidad extensiva» de la propiedad
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difusa p a la familia &(u) de propiedades difusas definidas en X tales
que o € &(u) si y solo si existe { X;} = X particion

UX,=X

y un 6 €{0, 1} tal que, para todo x € X; es

14 1-96
o(x) = [sup u(y)} [ inf u(y)]

yeX; YeX;

Esto nos permite conocer los grados de verificacion de u en cada
una de las posibles regiones 4 de X:

u*(A) = sup u(x)

xeA

y el grado de verificacion de y en todos los elementos de A4:

ps(A) = inf p(x)

xeA

Pero para construir la difusidad comprehensiva nos encontramos
con la dificultad de que las propiedades difusas se pueden combinar
de diferente forma, segun sean de la misma o distinta caracteristica, ya
que en aquel caso tiene sentido la operacion «suma» de propiedades.

3. Difusidad comprehensiva.en una caracteristica difusa

El punto de partida sera la clasica definicion de particion difusa, a
partir de la cual proponemos la siguiente.

Definicion 2. Una caracteristica difusa discreta es una familia de pro-
piedades difusas

0(&) = (X — [0,17}e
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tal que existe una particion J, < J, finita o infinita numerable

Yopix)=1 ; VxeX

iel,

de tal modo que y; € () si y solo si existe J; < J, tal que

pilx) = Y pix) ; YxeX
JjeJi

Y es trivial comprobar que ¢(&) es un algebra de Boole, cerrado
respecto a la suma, producto y complementario, operaciones definidas
para cualquier familia de propiedades I = J de dicha caracteristica
como:

(Z ui>(X)= Y ufx) ; YxeX

iel jEUJi
(ﬂ #:) (x) = Y pfx) ; YxeX
iel i s

iel

(1 —u)x) = Y pix)=1—-p(x) ; VxeX
jedp—J;

siendo ademas evidente que 0, 1 € (&):

0x)= Y pjx)=0 ; VYxeX
jed

Ix)= Y pufx)=1 ; VYxeX
jed,

y a la particion J, que determina (genera) todas las propiedades de
@(¢) se le llamara «base» de dicha caracteristica. Es facil ver que

Proposicién 1. Dada una caracteristica discreta ¢(&), su base J, es
Unica.

Observamos que, asociada a cada o-algebra de una caracteristica,
existe un g-algebra isomorfa de conjuntos de indices ¢(J), que repre-
sentan sus etiquetas o denominaciones. La generalizacion al caso no
discreto sera trivial entonces haciendo uso de la siguiente:
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Definicion 3. Sea ¢(J) un g-algebra de conjuntos de indices en J.
Una medida de difusidad (comprehensiva) en ¢(J) sobre una familia
de objetos X es una funcion

pe(J) x X - [0,1]
tal que

a) wx)y=1 ; VxeX

b) Para toda familia numerable de conjuntos disjuntos de indices,
{A;} = o(J) se tiene que

Hea(X) = Y pg(x) 5 VxeX
Definicion 4. Se dira que la familia
(&) = {pu:X - [0, 1]}ie¢(J)
es una caracteristica difusa si

we(J) x X - [0,1]

WA, x) = pa(x)

es una medida de difusidad (comprehensiva).
Podemos escribir por analogia con Zadeh:

ta(x) = f 1ix)/A
®

y una «base» (de una caracteristica no necesariamente discreta) sera
una familia J, < ¢(J) tal que

cepl)=IAcJ, ; ox)=palx) ; VxeX
a partir de la cual se definen, generalizando trivialmente el caso discreto,

las tres operaciones especificas entre propiedades de una caracteristica
difusa.
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4. o-algebra difuso de propiedades difusas

Hemos visto la estructura propia de las propiedades de una misma
caracteristica. Es evidente que tal estructura no es aplicable a un con-
junto cualquiera de propiedades, ya que la operacién suma Gnicamente
tiene sentido en aquel contexto. Dadas dos propiedades arbitrarias, las
operaciones naturales son las clasicas definidas a partir del supremo y
el infimo. Se ha de combinar entonces tales operaciones con la difusi-
dad extensiva antes definida:

Definicion 5. Se dice que una familia no vacia ¢ de propiedades
difusas, definidas en una misma familia de objetos X, forma un ¢-4l-
gebra difuso si

) Vuep=<¢w <o
i) Vuep=p=1-peop
siendo i(x) = (1 — w)(x) =1 —u(x) ; VxeX
i) V() cp=vpee
(Upa)(x) = sup pu(x) ; VxeX

Con estas tres propiedades tenemos una estructura cerrada respecto
del complementario y la union, y es evidente que puede definirse la
interseccion u_ , tal que

unA"(x) = h— (x) = inf uAn(x) ; VxeX

luego
Hny, €9

de modo que en ¢ estan definidas las operaciones clasicas entre difusos,
incluyendo la difusidad extensiva de toda propiedad difusa en ¢.
Ademas es trivial demostrar que

Proposicién 2. Sea {¢,},_, una familia de o-algebra de propiedades di-

fusas. Entonces la interseccion ) ¢; es también g-algebra de propieda-
iel

des difusas.
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Asi, dada una familia L de propiedades difusas en X, se podra hablar
del minimo ¢-algebra generado por L (el minimo o-algebra que con-
tiene a L), siendo de especial interés el caso en el que L es la union
de las propiedades de una familia I de caracteristicas difusas:

L= U ®(S:)

iel

en cuyo caso hablaremos de ¢(L) como de un «g-algebra generado
por I caracteristicas difusas». Pero como dada cualquier propiedad
difusa u tenemos que ¢@(u) = {0, 4,1 — pu, 1} es una caracteristica di-
fusa, es evidente que

Proposiciéon 3. Todo o-dlgebra de propiedades difusas esta generado
por algun conjunto de caracteristicas difusas.

Por tanto, si J caracteristicas difusas generan a un o¢-algebra, se
dird que ésta es de J caracteristicas difusas, y estara generada por la
union de las bases de dichas caracteristicas.

Proposiciéon 4. Sea ¢x un o-algebra de propiedades difusas definidos
en X,y Z < X, Z # ¢. Entonces

Pzyx = \hz, pz(xX) = px(x); Vxe Zj
es un o-algebra de propiedades difusas definidas en Z.

Entonces podemos llamar «espacio medible difuso» a todo par
(X, ¢x) formado por una familia de objetos y un o¢-algebra difuso de
propiedades sobre dicha familia. Sobre estos espacios se aplicaran las
«funciones medibles difusas».

5. Funciones extensivas y funciones comprehensivas
Coherentemente a lo expuesto, las funciones difusas deben admitir
dos componentes basicos: una extensiva, que se aplicard entre las fa-

milias de objetos

feX Y
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y una componente comprehensiva, que ha de ser una aplicacion (pun-
tual) entre las propiedades nominales (no entre las propiedades difusas,
sino entre sus «etiquetas»): como en el caso de una caracteristica, si
ahora consideramos un o-algebra de J caracteristicas difusas, ¢x =
= Qx U B; |, con {Bi}ie ; bases de dichas caracteristicas, tendremos
ieJ
asociada una estructura isomorfa de etiquetas (donde estan definidas
la suma, uniéon y complementario de etiquetas), que admitiran un con-

-junto de bases de etiquetas o nombres .4 x U B; |, y la componente
ieJ
comprehensiva sera una funcion entre dos grupos de familias de bases:

meQ$&>ﬁA;QgDJ

siendo .4 'y< U D,-) las bases de etiquetas correspondientes a un g-al-
ieK
gebra difuso @y.
De este modo, una «funcion difusa» f = (f,, f.) se define a través
de sus dos componentes como

JAX, 0x) > (Y, 0f)
(w:X > [0,17) ~ (f(w):y ~ [0, 1])

u = U f ﬂj/Bi=>
ieJ Yo

fw)(y) = sup [ o X)/ flay) = Seluj), ke B;, jeB;}
fex)=y"o

ieJ

que podemos notar por

.
ﬂm=Jfﬂmumm=f(f@mw%wmn

XYo X @

siendo evidente que f(@x) no tiene por qué ser o-algebra difuso, y que
/7 '(¢¥) = @x en general, pues

7Y, 0F) - (X, 0x)
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es tal que f ~'(u) = O € ¢y si u¢f(px)y en caso contrario, si u € flox), es

ST Hw(x) = (UJ o/t fdow) = p ke B,-}> (fe"l(fe(X))) =
ieJ Yo
= ufelx)) € px
Hemos de sefialar que las propiedades | | D; asociadas a las etique-
tas .1 'y< U Di> no forman en general una Eﬁse del g-algebras ¢f indu-
cido porl;f que ha de ser el minimo engendrado por f(¢x).

6. Funciones medibles difusas

Definiciéon 6. Una funcion difusa

f{(X, 0x) = (Y, @v)

se dice medible cuando
f~Ho¥)

es un o-algebra difuso.

Por la forma que adopta f !, es claro que f~!(¢¥) es o-algebra
si y solo si f(px) lo es. Ademas, toda funcion extensiva, en el sentido
de que la componente comprehensiva es la identidad I, es medible
difusa:

Proposicion 5. Si f, = I, es la identidad, entonces toda f = (f,, I.) es
medible.

Demostracion:
i) Dada o€ f(px) tal que o = f(u), es facil comprobar que, si
{Y:} = Y es una particién y § € {0, 1}, la propiedad

oy, 50 = [sup a(2) J‘s : [inf a(z) J‘ -
ZeY; zeY;

yeY; yeY;
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es la imagen por f de

ww)=_[ sup sup u(x) 2. sup inf p(x) -0
ZeY; flx)=: zeY;, fux)=:
fdw)eY; Sfdw)eY;

que desde luego es u' € @y y verifica que u'(w) = u'(w’) cuando
few) = folw).
ii) Dada o€ f(ox), 0 = f(u), entonces

1 —o(y)=1~- sup u(x)= inf (1 — u(x))
fdx)=y fdx)=y

luego (1 — o) € f(px), por consideraciones analogas a 1).
iii) Dada una familia {o;} < f(@x), o; = f(w), es claro que
va; € f(ox)
pues

sup 6y(y) =  sup sup u(x)
i fdx)=Y i

Proposicion 6. Sea f:(X, ¢x) — (Y, ¢¥), funcion medible difusa. En-
tonces f/Z también es medible difusa para cualquier Z < X, Z # ¢.

7. Aplicaciones

7.1.  PRINCIPIO DE EXTENSION

Sean ux:X - [0,1] y uy:Y - [0, 1] dos propiedades difusas defini-
das sobre sendas familias de objetos X e Y; de forma natural se define
la propiedad difusa «producto» de ambas propiedades:

py <y = (ux, py):X x ¥ - [0,1]
tal que

px < v(x, y) = min (ux(x), ur(y) = (ux A py)(x, y)
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Sean dos ¢-algebras de propiedades difusas ¢x y ¢y; llamaremos
entonces og-algebra producto ¢x«y al minimo o-algebra que contiene
a la familia

C =1 Hx xy = Ux A Uy, Ux € Qx, Uy € (,0)-'}

Si consideramos ahora una funcion extensiva f, definida en X x Y
sobre un universo Z, con la identidad comprehensiva, tenemos el prin-
cipio de extension en la forma propuesta por Zadeh [8]:

f = (fea Ic)(X X Y, QDXX)') i (Z, @7)
u(x, y) = f(p)(z) = sup min (ux(x), ux(y)) : YueC
fdx.y) =1z

Ademas, por la proposicion 5, esta «funcion de extension» es
medible difusa, siempre, y puede notarse por

°

fw = J U0 ) felx, Y)

X xY

Y la extension a operaciones n-arias es trivial:

23

f(.u) = J :u(xla x2a eeey xn)/fe(xla X2y eeey Xn)

Xy x Xy %X,

7.2.  TRANSFORMACIONES Y OPERACIONES CON VARIABLES DIFUSAS

Sea (X, ¢x) un g-algebra difuso. Una «variable difusa» es una fun-
cion difusa f = (f,, I.) donde

feX - R
de modo que para cada p € @x serd f(u) € @y tal que

f)(z) = sup p(x) = p*(f,”(x)
flx)=z
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Entonces, dada una funcién g:R — R se define la transformacion
de f a través de g como

gef(u:X —[0,1]
geo f(u)(x) = glf(W)(x) = f((g~'(x)) =
= ulfe" g7 (x) = sup ulf"'(2)

g(z)=x

Por ejemplo, si g(x) = a- x, para a real no nulo, sera

a- f(p)(x) = sup f(u(z) = f(u)(x/a)

a-z=12z

Y de este modo se obtiene la version difusa de cualquier operacion
binaria

«Rx Ro>R
(x,9) > xxy

como la operacion # entre propiedades difusas (extendida de *) dada
por

F=FL)(f1 7 f)w(z) = sup min (fi(p)(x), f2(u)()

X#y=z

para cada par de variables difusas f, y f,.
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