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RESUMEN

Se considera el problema de hacer inferencias acerca del modelo beta simé-
trico, desde un punto de vista bayesiano. Los resultados se aplican posterior-
mente al contraste de la bondad de ajuste en el caso de una hipotesis nula
simple (sin parametros marginales) y en el caso de que la hipotesis nula conste
de un namero finito de modelos. Caso de que el test se acepte, se dan expre-
siones para las probabilidades a posteriori de los diferentes modelos. En el
caso de que se rechaze la hipdtesis nula el test da cierta informacion acerca
de las posibles desviaciones hacia otras alternativas.

ABSTRACT

Inferences on the parameter of a symmetric beta distribution are considered
from a Bayesian perspective. These results are then applied to goodness
of fit testing for the case of simple null hypothesis (no nuisance parameters)
and for the case of a composite null hypothesis when a finite number of
models is postulated. In the case of acceptance posterior probabilities of the
different models in the null hipothesis are derived. When the null hypothesis
is rejected the test provides some information about possible departures.

1. Introduccion
Los contrastes de la bondad del ajuste que, como en el caso de los

basados en la distribucion Chi-cuadrado, utilizan los datos agrupados
en vez de los originales, suelen presentar, ademas de éste, el inconve-
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niente de la eleccion del numero de intervalos en que se subdivide el
espacio muestral y el del numero minimo de observaciones a incluir en
cada intervalo (en la literatura existente se recomienda un numero de
cinco observaciones por celda o intervalo).

El problema de la eleccion optima de la particion del espacio mues-
tral es bastante complicado y no se ha resuelto satisfactoriamente
(véase, por ejemplo, Breiman (1973)).

Ante éste doble problema —el que acabamos de considerar— y el
sefialado al principio, de la no utilizacion de los datos originales (raw
data) sino de los datos agrupados (incluso en el caso en que la hipo-
tesis nula sea compuesta, los parametros de ésta han de estimarse por
el método de la maxima verosimilitud, basados en los datos agrupados),

es conveniente considerar otras alternativas.
La solucion obvia suele ser utilizar contrastes tipo Kolmogorov-

Smirnov, que utilizan los datos originales a través de la funcion de
distribucion empirica.

En éste articulo proponemos una solucion de tipo paramétrico al
problema de contrastar una hipotesis nula arbitraria (sin mencionar
alternativas) en los casos en que ésta sea simple o compuesta de un
numero finito de modelos. El método puede en principio extenderse al
caso de una hipotesis nula compuesta. Para ello adoptamos el punto de
vista bayesiano.

El método se basa, esencialmente en las dos consideraciones si-
guientes:

1.2 Supongamos que F, es la funcion de distribucion unidimensio-
nal continua de una variable aleatoria X, que describe el procedi-
miento probabilistico por el cual se va a generar la muestra aleatoria
observada. Para simplificar la exposicion supongamos que F, esta
perfectamente estipulada, es decir, no contiene parametros descono-
cidos.

Sea F la funcion de distribucion, que también suponemos continua,
de una posible alternativa. Entonces es bien sabido que la variable
Yo = Fo(X o) se distribuye uniformemente en [0,1], y que Y = F(X,)
tiene una cierta distribucion, que dependera de F, concentrada tam-
bién en [0, 1], cualquiera que sea la alternativa F.

Mediante esta consideracion pasamos al problema de contrastar la
hipotesis nula de que unos ciertos datos transformados provienen de
una distribucidon uniforme en [0, 1]. Esto nos conduce a lo siguiente:
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22 La eleccion de una familia paramétrica en [0, 1], que con-
tenga como caso particular a la distribucion uniforme, y que sea lo
suficientemente rica para contener alternativas interesantes.

Bernardo (1982) al tratar un problema analogo al nuestro, considera
la familia de distribuciones «alfa» de dos parametros, mientras que
nosotros consideramos la familia «beta» simétrica.

Los resultados del test, que ofrecemos en la seccion 2, seran
optimos frente a alternativas F tales que F(X,) se distribuyese como
una beta simétrica.

2. Analisis bayesiano del modelo beta simétrico

Supongamos que X, ..., X, es una muestra aleatoria de una distri-
bucion beta de parametros « y f, con a = f§, que la representaremos
por Be(x/a). Su funcion de densidad vendra dada por

I(20)

r(o()z{x(l-—X)}“‘I ; 0<x<l ; a>0

f(x/a) =

La funcion de verosimilitud del parametro «, para la muestra
X4, ..., X, s€ra por tanto

I'(20)
[(a)?

LWLMVM&J={ (Gu»w4y

donde G(x) es la media geométrica de las x;(1 — x;), es decir,

n 1/n
am=<“mu—&0

i=1

que es un estadistico suficiente para el parametro «. Como ademas

A(G, n) = J‘“’ [F(2o¢) G“‘l]nda < 400
0 r(a)z
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para 0 < G < 0,25, n > 1, existe una familia conjugada para 2, (De
Groot, 1970) dada por la familia de densidades

(/Gom) = [m“)cx—lJ"
9/G.1) = 26w | To?

Asi, si podemos representar la informacion a priori sobre a por
un miembro de esta familia, digamos, por g(«/Go, ng), la distribuciéon
a posteriori vendra dad por g(o/G.,n;), donde n, =ny +ny G, =
— GSO,PH . GH n,_

El aspecto de esta familia de densidades es similar al de la familia
gamma de dos parametros.

Cuando no se disponga de informaciéon a priori o bien ésta no
pudiese representarse por un miembro de la familia, hemos de recurrir
a encontrar la distribucion de referencia o no informativa.

Si utilizamos el criterio de Bernardo (1979) de maximizar la infor-
macion desconocida, como nos encontramos en el caso regular, éste es
equivalente a aplicar la regla de Jeffreys y por lo tanto la distribucién
a priori de referencia es proporcional a la raiz cuadrada de la cantidad
de informacion de Fisher.

En nuestro caso tenemos que

log L(x; x) = n{log I'2ae) — 2 log I'(®) + (« — 1) log G(x)}
Derivando esta expresion dos veces respecto al parametro a obtenemos:

° log L(;
Clog HX) _ ow(as) — 2%(0) + log G(x)

Ca

¢? log L(x; x)

(o) = —E{ } =2n{¥'(a) — 2¥'(2a)}

(".aZ

y por lo tanto, la distribucion de referencia g(a) es proporcional a
JP'(@) — 2¥'(2x), donde ¥ es la funcion digamma y W' su derivada,
conocida generalmente como funcion trigamma.
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Es facil comprobar que la distribucion de referencia

gla) = J¥'(0) — 2¥"(20)

es impropia y que para valores pequefios de x se comporta como la
funcion 1/a.

&

Distribucion a priori de referencia
... Funcién 1/a.
EK .

——

Figura 1.
La distribucion a posteriori de referencia serd por tanto propor-
cional a

T2 1
Lri(a‘;‘_z) a=1 | [P (@) — 29" (20)

Como

S(G;n)= e G-l n\/‘l"(a) - 2¥'Qa)da < + o0
0 Lr(“)z |

para 0 < G < 0,25; 0 < o < + 00, la distribucion a posteriori de refe-
rencia sera

g(a/G;n) =

ra) a*,}" S
SG. n)[—r(a)zG VY (@) — 2¥'(20)
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Esta distribucion puede aproximarse por una distribuciéon gamma
G(a/a, p) para muestras muy pequeiias (n ~ 5). Incluso para tamaifios
de 1 y 2 la aproximacion es excelente. Esta se basa en el resultado
empirico de que la media de la distribucion a posteriori es aproxima-
damente igual al estimador de maxima verosimilitud y su precision se
aproxima muy bien por la precision asintotica que viene dada por

2n(¥' (&) — 2¥'(24))

donde & es el estimador de maxima verosimilitud. Es importante hacer
notar que el estimador de maxima verosimilitud, solucion de la ecuacion

2¥(20) — 2¥(a) + log G(x) = 0

no depende del tamafio muestral sino de la media geométrica G(x).
En la figura 2 se muestra la variacion del estimador maximo-verosimil
con la media geométrica.

Si representamos por &(G) el estimador de maxima verosimilitud,
que es funcion del estadistico suficiente G, la distribucion asintotica

51 !
| i

0i 25
i Variacion del estimador de maxima verosimilitud con la media

i geométrica G

i

Figura 2.
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del parametro «, es aproximadamente normal con media y precision
dadas por

2/G,n ~ N(a; &(G), 2nF(&(G)))
donde
F(a) = ¥'(2) — 2¥'(2a)

Para tamafios muestrales menores que 100, la distribuciéon a poste-
riori puede aproximarse, como acabamos de indicar, por una distribu-
cion gamma de parametros

a/G,n ~ G(a; a, p)
siendo

a=2naF@&) ; p=2na*F(&)

A partir de la distribucion a posteriori, o de su aproximacion, pueden
realizarse todo tipo de inferencias. En particular el contrastar la hipo-
tesis de que las observaciones provienen de una distribucion uniforme
seria equivalente a determinar un intervalo de maxima densidad a pos-
teriori (de probabilidad predeterminada) y comprobar si el valorde o = 1
pertenece a dicho intervalo.

3. Contrastes de significacion puros:
aplicacion a la discriminaciéon de modelos

En este apartado aplicamos los resultados del analisis bayesiano del
modelo beta simétrico a lo que Cox y Hinkley (1974, p. 64) denomi-
nan «contrastes de significacion puros». Consideramos el caso en que
la hipotesis nula sea simple y el caso en que esta conste de un nimero
finito de alternativas. El caso de que la hipotesis nula contenga para-
metros marginales sera considerado en otro articulo posterior.

La idea es totalmente analoga a la seguida por Bernardo (1982),
con la diferencia de que aqui utilizamos la familia «beta» en lugar de la
«alfa».
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3.1. CONTRASTE DE UNA HIPOTESIS NULA SIMPLE

Supongamos que se desea contrastar la hipdtesis nula Hy: la muestra
aleatoria simple X, ..., X, proviene de una distribuciéon unidimensional
continua completamente especificada Fy(x) (es decir, sin parametros
marginales).

Este problema se reduce a contrastar la hipotesis nula Hy: la mues-
tra aleatoria simple Yy,.., Y,, donde Y, = F(X);), i = 1,2, ..., n, provie-
ne de una distribucion uniforme en [0, 17.

Como la distribucion uniforme en [0, 1] es un caso particular de la
distribucion beta simétrica cuando a = 1, el problema anterior lo po-
demos asimilar a contrastar la hipotesis nula Hy:x = 1 en el modelo
beta simétrico, para lo cual se aplican las técnicas de la seccion anterior.

3.2. CONTRASTE DE MODELOS

Consideremos el caso en que la hipotesis nula que queremos con-
trastar conste de un numero finito de modelos. Para ser mas especi-
ficos, supongamos que queremos contrastar la hipotesis nula H,: la
muestra aleatoria simple X, ..., X,, proviene de alguna de las distribu-
ciones unidimensionales continuas F,(x), ..., F;(x), completamente espe-
cificadas.

De hecho, en el caso de que la hipdtesis nula se acepte, pretendemos
saber, ademas, cual es la distribucion a posteriori de los modelos de
que consta la hipotesis nula.

Antes de entrar en el analisis bayesiano de éste problema conviene
estudiar previamente la funcion de verosimilitud conjunta del parame-
tro o y del parametro G. Conviene recordar que G depende ahora del
modelo considerado, que podemos tratar como parametro marginal.

La funcion de verosimilitud conjunta de a y G es

[(2a)
[(o)?

L(n;oc,G)=[ G“—l] ; O0<a< 40 ; 0<G <025

Esta funcion posee un punto de silla para a =1 y G =exp (—2)
en el que se anulan las dos derivadas primeras y constituye, por tanto,
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una solucion de las ecuaciones de verosimilitud

cL ¢L
— =0 ; ——==0
Co cG

Sin embargo, esta solucién no corresponde a un maximo de la fun-
cion de verosimilitud. Un analisis mas detallado revela que el punto
a =1, G = exp (—2) es un punto de silla de la funcién L(n; a, G) cual-
quiera que sea el valor del tamafio muestral n. Ademas, la funcion de
verosimilitud se hace infinita cuandoa - 0y G — 0, o cuando & — + o0
y G — 0,25.

Desde un punto de vista intuitivo, este comportamiento es, sin
embargo, completamente 16gico. Pequefios valores de la media geomé-
trica G indican una fuerte evidencia de que « es pequefio; por otra parte,
valores de G proximos a 0,25 evidencian que la distribucion esta muy
concentrada y, por tanto, que « es grande.

Este comportamiento anémalo de la verosimilitud hace imposible
que la funcion de verosimilitud conjunta se distribuya asintoticamente
como una normal bivarinte.

La aplicacion del método de Bernardo (1979) de maximizar la in-
formacion desconocida al caso de considerar parametros marginales,
bien G si lo que nos interesa es la distribucion del parametro «, para
aceptar o rechazar H,, o bien a si lo que nos interesa es la distri-
bucion a posteriori de los diferentes modelos de la hipdtesis nula,
parece complicada al no disponer de resultados asintoticos referentes
a la funcion de verosimilitud conjunta. A la vista de la funcion de
verosimilitud, la distribucion de referencia en ambos casos, deberia
dar poca probabilidad a los entornos de « =0, G =0y de & = + o0,
G = 0,25 y concentrarse alrededor del punto a = 1, G = exp(—2).

Con el fin de solventar esta dificultad, proponemos la siguiente
solucion de tipo heuristico.

Para contrastar primero H,, sean D = {x,, .., x,} los datos origi-
nales, y representemos por D; = {F(x,), .., Fi(x,)} los datos transfor-
mados correspondientes al modelo i-ésimo. La distribucion a posteriori
del parametro o supuesto que el verdadero modelo es el i-ésimo y
los datos observados son D vendra dada por

(ofis D)= [m“) G“"‘T F
P = SGam T2 )

64



donde

n 1/n
G; = { I Fi(xj)[l - Fi(xj)]}

j=1

Para cada uno de los modelos se contrasta si « = 1. Si este valor
no es soportado por ninguno de los modelos, la hipotesis nula sera re-
chazada.

Caso contrario, el modelo que mejor soportase el valor a = 1 seria
el modelo probabilistico mejor adaptado a los datos. De modo que si
p(i) representa la probabilidad a priori del modelo i-ésimo, la proba-
bilidad a posteriori de dicho modelo, dados los datos, p(i/D), vendria
dada por

p(i/D)ap(i)g(1/i; D)
de donde
)/S(G;;
Ai/D) = ..p(l)/ (Gi;m)
Y. p())/S(G;; n)
i=1

A modo de ilustracion del método se simuld la siguiente muestra
de tamafio 100 (tabla 1), de una distribucion normal N(0, 1) y se con-
trasto la hipétesis nula Hy: la muestra proviene de uno de los tres
modelos siguientes:

M1: Normal N(0, 1)
M?2: Cauchy Ca(0, 0,2605)
M3: Exponencial doble ED(0, ./0,5)

El primer modelo es el verdadero; el segundo se eligid6 también
simétrico, centrado en cero y tal que el percentil 95 fuese igual que el
de la normal N(0, 1). El tercero también se eligié simétrico, de media
cero y varianza unidad.

Los resultados del analisis se muestran en las figuras 3A, 3B y 3C
que indican claramente que los modelos 1 y 3 explican bien la mues-
tra, siendo el primer modelo mejor que el tercero. El segundo modelo
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1.2306132
—.,48058559
—9,6992044E-02

42164983
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—

Tabla 1

,39220857
1,8257632
,20899657
41928465

—1,2451966
2,5745290

—6,1762796 E-02
,24650416
,88070584
2,8430182
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—,41510497
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,12987375
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da poca probabilidad a posteriori al valor « = 1, por lo que este modelo
se rechaza.

Los parametros de interés referentes a los tres modelos se resumen
en la tabla 2.

Obsérvese la igualdad hasta cuatro cifras decimales de la media
verdadera con el estimador de maxima verosimilitud. La desviacion
tipica asintotica no aparece en la tabla, puesto que también coincide,
hasta cuatro cifras decimales con la verdadera, calculada por integra-
cion numérica.

Suponiendo a priori los tres modelos igualmente posibles, las pro-
babilidades a posteriori de estos modelos son

p(M1/D) = 0,5381 ; p(M2/D) = 00143 : p(M3/D) = 0,4476

Para poder discriminar entre los modelos 1 y 3, habria hecho falta
una muestra mayor o bien, como se sefiala en los comentarios, una
familia mas rica de distribuciones en el intervalo unidad como podria
ser la mixtura de distribuciones beta con dos parametros.

Tabla 2
Modelos

Parametros Normal Cauchy Exp. doble
Media geométrica G 0,1384 0,1048 0,1277
Est. de m.v. & 1,0332 0,7419 0,9254
Media 1,0332 0,7419 09254
Moda 1,0185 0,7321 09126
Desviacion Tipica 0,1230 0,0852 0,1089
Aproximacion a = 68,313 a = 102,180 a = 78,071
Ga(ot/a, p) p = 70,579 p = 75809 p = 72,240
S(G;; n) 0,1842 6,9127 02214
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4. Comentarios

Debido a que la familia beta simétrica de un s6lo parametro a,
no es lo suficientemente rica para incluir otras alternativas interesantes,
no cabe esperar gran poder discriminatorio del contraste. Incluso la
familia beta de dos parametros, para la que pretendemos generalizar
estos resultados, no seria suficientemente flexible, como se pone de ma-
nifiesto al comparar una distribucion normal y una exponencial doble
con los dos primeros momentos iguales. Debido a esto, pretendemos
ampliar los resultados al caso de mixturas de distribuciones beta, asi
como a hipotesis nulas compuestas (es decir, con algiin parametro
marginal).

Por otro lado, el test propuesto da cierta informacion, caso de re-
chazar la hipotesis nula, acerca de las posibles alternativas. Asi, el que
la media geométrica G sea sensiblemente mayor que exp (—2), indica
que la verdadera hipotesis nula tiene menor dispersion que la postulada.
Caso que la media geométrica fuese pequefia (exp (—2)) indicaria que,
o bien la verdadera distribucion nula es mas dispersa que la postulada
o bien que la hipotesis nula esta «desplazada» respecto de la verdadera.
El test no da sin embargo indicacion del signo del desplazamiento,
cosa que se consigue con el modelo beta de dos parametros.
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