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1. Introduccion

Para varios conjuntos de datos biomédicos, se quiere hacer infe-
rencia sobre la funciéon media de la poblacion. La mayoria de los mé-
todos clasicos para este tipo de inferencia han sido derivados bajo el
supuesto de que los datos constituyen muestras aleatorias de una po-
blacion normal. Pero en realidad, en el campo médico, pocas veces
se tienen muestras aleatorias. El problema practico principal es hallar
un modelo de la dependencia entre los datos que aproxime la situa-
cion real y que sea manejable desde el punto de vista estadistico.

Este articulo trata con datos biomédicos tales que:

a) las medidas (en tiempo) sobre un paciente son dependientes; y
b) los pacientes son mutuamente independientes.

Un modelo, como una primera aproximacion para esta situacion,
expresado en términos de la observacion para el «j»-ésimo paciente es:

Z{(t) = u(o) + oZ}(1)

donde;

1) u(-), funcidn deterministica, es la funcidon media sobre la cual se
propone hacer inferencia;

ii) o es una constante positiva y desconocida que indica la varia-
bilidad de los datos;



iii) cada {Z¥(t):t > 0}, 1 <j < r es un proceso de Wiener';y
iv) los procesos de Wiener son independientes.

En la mayoria de los estudios médicos las mediciones se realizan
regularmente en periodos de tiempo, es decir, a determinados interva-
los A, 24, 3A, ..., ¢A; lo cual puede ser expresado en términos matriciales
como:

Z = (Z;;) donde Z;; = Z{jA)

Asi se tiene que Z es la matriz de « x c» observaciones, en donde
se tienen «c¢» observaciones en cada uno de los «r» pacientes. De estos
datos se propone hacer inferencia sobre la funcion u(-).

Cada fila de Z representa un paciente, y por lo tanto, las filas son
independientes, pero es de esperar que dentro de una fila las observa-
ciones sean dependientes.

Entre las propiedades de los procesos de Wiener, se tiene que
Cov [Z(sA), Z(mA)] = ¢ min (s,m); y esta covarianza describe sola-
mente un tipo de dependencia para variables normales.

Manteniendo en mente este tipo de dependencia se desarrollan los
métodos de inferencia en este articulo, por lo que la validez de estos
dependera en la realizacion de tal dependencia en los datos; por tanto,
se tiene interés en cuan robustos son los métodos desarrollados. Una
seccion de este articulo discute este punto.

Finalmente se observa que algunos conjuntos de los datos investi-
gados tienen la propiedad de que la variabilidad «o» varia de pa-
ciente, es decir, no es una constante; por lo que fue necesario definir
un nuevo modelo para esta situacion:

Z{(t) = p(t) + YW, Z3(1)

donde W, W,, W, .., W, constituyen un muestreo aleatorio de una
funcion de distribucion J(+), la cual es desconocida.

! Un proceso de Wiener se puede definir como cualquier conjunto de Z's, tal que:

a) E[Z*t)] =0 paracada t;

b) Cov [ZX(s), Z¥(t)] = 6> minimo (s, t); y

¢) Cada conjunto finito {Z(t;), ..., Z(t;)} tiene una distribucion normal multidimensional.



Las férmulas de este articulo siguen el articulo «Wiener-Levy Mo-
dels, Spherically Exchangeable Time Series and Simultaneous Inference
in Growth Curve Analysis» citado como referencia al final. El objetivo
principal aqui es la presentacion de las formulas y la ilustracion de
sus usos con datos reales.

El articulo se divide en cinco partes. La introduccion constituye la
primera seccion. La Seccion Dos presenta las transformaciones de los
datos. En la Tercera los teoremas para inferencias son presentados e
ilustrados con datos reales. En la Seccion®Cuatro se discuten varias
condiciones, bajo las cuales los resultados de la Seccion Tres prevale-
cen y cuestiones no resueltas se discuten en Seccion Cinco.

2. Transformacion de los datos

Dado que el modelo esta basado en un proceso de Wiener, se tienen
incrementos independientes; por lo que, la primera transformacion toma
en cuenta Unicamente diferencias, las cuales pueden ser representadas
como: X = ZA,

1 si i=j
donde: ff=(a,-j) y aj=93—1 si j=i+1
0 en los demas casos
Por tanto, se puede decir que X = (X ij), con
X =2Z{d) y Xij=2Z(A) — Z,[(G — 1)A] para j>2

Luego definiendo

_ {#(A) si j=1
T uGd) — ulG - DAY si =2,

podemos formar el siguiente cuadro para estas diferencias:
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Cuadro 2.1

Medias
1y H2 He
Variancias
O'ZA X 11 X 12 ch
O'ZA X21 X22 ch
O'ZA X,-l X,.z ch

Para estas diferencias o datos transformados se tienen los siguientes
lemas.

Lema 2.1.

Xiy = By -
{ ’ 'uJ:ISiSr; 1<j<c} son i.id. N(O, 1)

N

Es decir, ahora se tienen «c» muestras independientes con igual
variancia, por lo que se pueden utilizar los teoremas usuales para in-
ferencias simultaneas.

Antes de hablar sobre estas inferencias simultaneas, es importante
presentar como ilustracion un ejemplo sobre la notacion utilizada an-
teriormente.

Ejemplo 2.1.

Podemos considerar un caso muy simple cuando r =4 y ¢ = 2;
es decir, tenemos cuatro pacientes y dos mediciones para cada uno. En
este caso consideramos datos de calorias ingeridos por 4 pacientes du-
rante dos dias,

4.302 2.467

- (1 — 1) ~ 308 525
A = Z =

0 1 644 1.137

2.840 2475



4302 —1.835 X111 Xi12

.. 308 217 X21 Xas
X=24-= -
644 493 X31 Xas
2840  —365 Xar Xaz

Ademas, (X 1; X 5) = (2.023,5;236,5) o
Ahora podemos introducir més notacion, definiendo Dy, L, Li(-,-,,")
y T de la siguiente forma:

Definicion 2.1.

1 1 1 1

1171 -1 —1 1

a) D4—(dij)=z 1 —1 1 —1
1 1 -1 -1

by L=D,X
Li(X11,0 Xa1) Li(X12 .., X43) Liy Ly,
La(X11,. Xa1) La(X12, . X42) L4y Lsy

d) T = (Ll 15 ooy L41’ L12a eeey L42)

Cualquiera de estas dos expresiones en el teorema, pueden utilizarse
para hacer inferencia acerca (u;, u,). Pero dado que la utilizacion de la
segunda expresion necesita una transformacion extra, la primera puede
ser preferida cuando las variancias son iguales.

Cuando las variancias son diferentes, todo lo anterior varia. Asi se
tiene que para la primera transformacion el correspondiente cuadro es
similar al cuadro 2.1, con la diferencia de que las variancias son Wj,..., W_.

En este caso, dado que las variancias no son iguales, los métodos
clasicos para inferencias simultaneas no son aplicables; pero si obser-
vamos las L's del ejemplo anterior, tenemos un cuadro como el si-
guiente:



Cuadro 2.2

Medias
0 0
Varianzas
1/4 WA Liy — Li; —u
1/4 A Lj, L,,
1/4 WA Ls; Lj,
1/4 WA L4 )

En este cuadro se aprecia que las variancias son iguales y se podria
creer que es posible utilizar los métodos clasicos. Pero, desafortuna-
damente, esto no es posible, dado que las L's no son independientes.
Lo cual puede ser demostrado utilizando el siguiente teorema.

Teorema 2.2. Condicionalmente dado Wy, .., Wy, T = (Lyy, Ly, ....L45)

i) tiene una distribucion normal multidimensional (es decir, de
dimension 8);

i) E(T)=0; vy

B

5 ) = (oy;) donde:

CU, =

iii) con matriz de covariancias Xy = Z(

1 _
a i = — W
) 4 y
b) cada otra o;; es un elemento de { Lo(W), L3(W), Ly(W)}

Por lo tanto, no tenemos independencia de las L's y los métodos
clasicos no pueden ser aplicados.

En las secciones siguientes se discute en detalle cuando se utilizan
las X's y cuando las L's.

Antes de cerrar esta seccion, se nota que la matriz D, es sola-
mente una modificacion de la matriz del disefio de un experimento
factorial 2™.

Ejemplo 2.3. Consideremos el caso de 8 pacientes observados durante
una semana, es decir, r = 8, ¢ = 7, cuando los datos son «log calorias».



N¢

8,36700 7,8110 7,94700 8,15300 7,94100 8&,27800 7,94900
5,73000 6,26300 6,18800 6,81300 6,91100 6,45000 6,43600
6,46800 7,03600 6,57600 6,72100 6,39000 7,40000 6,95800
7,95200 8,81400 §,11800 7,95400 7,89000 8&,13400 8,01000
6,31500 6,14400 6,79700 6,57800 5,94300 6,30300 6.74500
7,57600 7,94100 7,90800 8,02300 7,86700 7,63800 8,00800
6,71100 6,41200 6,34400 6,31900 6,48200 6,61300 6,80100
7,21200 7,10200 6,89500 6,86800 7,20100 6,81000 7,14900

1 1 1 1 1 1 1
-1 1 -1 1 -1 1 -1
-1 -1 1 1 -1 -1 1

Dg=18} -1 -1 -1 -1 1 1 1

e e e

—1 1 1 -1 1 -1 -1

Ry
I
c oo oo o~
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7,04137 ,14900 —,09375 ,08200
—,07613 —,26350 ,15900 —,05525
—,04438 —,10625 ,26400 ,09975
42012 —,14275  ,06525 —,13300
,08787  ,20275 —,18000 ,12100
,26437 —,0,8225 —,04725 02775
—,03638 —,25700 ,04025 ,11275
,61012 —,05600 —,07150 —,04900

M

7

i=2j=1

3. Caso 1: ¢? es constante

—,10050 ,12513
—,15325  ,33437
—,12575 —,12337
—,04400 ,01237
—,02675 ,15737
,00900 ,05663
,19600 —,22112
,03325 —,00438

L3 =1493=0

,05375
—,08900
,06350
,02825
—,28100
—,06925
—,00775
—,02750

En esta seccion se presentan los teoremas principales para inferencia

simultanea cuando se tiene que o2 es constante. En este caso utiliza-
remos las X's, y no es necesario que r (el numero de pacientes) sea
una potencia de 2.

3.1.

DEFINICIONES

En las siguientes partes del articulo utilizaremos tres diferentes dis-

tribuciones: F de Fisher, Rango Estudentizado y Moédulo Maximo.
La F de Fisher es una distribucion bastante utilizada por lo que nos
parecié no necesario definirla aqui. Sin embargo, las otras dos distri-
buciones se podria decir son poco conocidas, asi que se creyé comodo
incluir aqui su definicion.

3.1.1.

Rango Estudentizado

Si tenemos que

R* = [méxima Y; — minima Y;]1/\/V



donde las Y; son p variables aleatorias independientes con una distribu-
cion normal [N(0, 1)] y, ademas, son independientes de mV, que tiene
una distribucion Chicuadrado con m grados de libertad (X32), se dice
que R* tiene una distribucion, Rango Estudentizado con (p, m) grados
de libertad.

3.1.2. Modulo Mdaximo
Si tenemos que
M* = maximo [|Yi|/\/V:1 < i < k]
donde, Yy,.., Y, son variables aleatorias independientes con una dis-
tribucion normal N(0, 1) y mV es independiente de las Y's y tiene una

distribucion Chicuadrado con m grados de libertad; se dice que M*
tiene una distribuciéon Modulo Maximo con (k, m) grados de libertad.

3.1.3. Estimador de ¢*:S?

Definiremos S? como:

S2=¢q"'Y Y (X;— X)? donde q=c(r—1)

i=1j=1

Se nota inmediatamente que Q/q = SZ/r cuando r es una potencia
de 2.

3.2. TEOREMAS BASICOS
3.2.1. Scheffé
P{Z a,-,u,-eZaj)?ij + Scﬁ 2a#./c/r paratoda (a,.. ac)} = F(c; q; z),
1 1

donde z es el correspondiente percentil de la distribucion F de Fisher
con ¢ y g grados de libertad.
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3.2.2. Rango Estudentizado ( Tukey)

P{Z bjuje Y b;Xij + Sczr Y2271 Y |bj| para toda (by,...b) con
1 1 1

Xbh; = 0} = R(c;a;2)

donde z es el correspondiente percentil de la distribucion Rango Es-
tudentizado, con ¢ y g grados de libertad.

3.2.3. Modulo Mdaximo ( Tukey)
P{Z dip;ey diX;; + Sezr™?Y |d}| para toda (dy, ..., dc)} =
1 1 1

=M(c;q;z)

donde z es el correspondiente percentil de la distribucion Médulo
Maximo con ¢ y g grados de libertad.

3.3. TEOREMAS MODIFICADOS

En el punto anterior se dieron los teoremas en términos de las
uj's. Sin embargo, el principal interés en este articulo es en [u(A),
., (cA)] en vez de las p;'s. Asi que los teoremas anteriores deben ser
modificados en términos de u(jA). Para este propdsito es necesario uti-
lizar lo siguiente:

a) u{B) = py + p2 + -+ py b)Y guGA) = ) ( Zw)u;
1 m=j

j=1
1 1 \m=j

Asi tenemos que los teoremas modificados son:



3.3.1. Scheffé

c c c c 2
P{Z au(iA) e Y 4, Z(A) + Sefz | Y ( y a,,,) para toda
1 1 j=1 m=j

(01 wers ac)} = F(c;q;2)

3.3.2. Rango Estudentizado

2 Bm

m=j

c
>
ji-1

P {i BGA) e S BZGA) £ S22t 2
1 1

para toda (B4, .., ) con Z iBi = 0} = R(c; q; 2)
j=1

3.3.3. Modulo Mdximo

P { muGA) € Y, n;Z(8) + Sc( >
j=1 1

j j=1

Y M

m=j

)Zr-— 1/2

para toda (#y, .., m)} = Mlc; q;2)

De estos tres teoremas modificados se puede apreciar que las infe-
rencias simultaneas basadas en la distribucion de Rango Estudentizado
estan limitadas a un determinado tipo de contraste. Por lo tanto, no se
aplican en la mayoria de los contrastes que utilizaremos. (Se nota que
los trabajos recientes de Stoline (1973, 1978) posiblemente cambien esa

situacion.)

Es importante recordar también que en los ejemplos por utilizarse, el
numero de contrastes es finito, es decir, la inferencia es conservadora.
Ademas, cuando el interés es solamente en un contraste, se utilizara el

estadistico T de Student en vez de los teoremas anteriores.



3.4, APLICACION DE LOS TEOREMAS MODIFICADOS
E INTERVALOS DE CONFIANZA

Los intervalos en los cuales estamos interesados en esta seccion, no
satisfacen las condiciones del teorema modificado de Rango Estudenti-
zado, por lo consiguiente este estadistico no sera utilizado en los si-
guientes teoremas.

Antes de enunciar los teoremas, tomaremos ' y v’ tales que satis-
facen F(c;q;f') =1 — ay M(c;q;v') = 1 — a, respectivamente, y ¢’ sera
el 100(1 — o) percentil de la distribuciéon T con g grados de libertad
(donde g = c(r — 1)).

34.1. Contrastes Simples
a) Intervalos de Confianza para una media.
P{u(sA)e Z(sA) + t'S.\/s/n =1 — a
b) Intervalos de Confianza para la diferencia de las medias

P{u(sA) — p(mA) € Z(sA) — Z(mA) £ t'S/ls —mlr~1} =1 -«

c) Intervalos de Confianza para una combinacion lineal de medias

c c c c 2
P{Zdju(jA)eZde(jA) + t'Sc\/Z ( y d,,,) r"} =1—a
1 1 ji=1 \m=j

Ejemplo 3.1. Consideremos los datos del ejemplo 2.3, con S? = 0,2440,
yt' =1t49;1 — a/2) = 2,311.
Los intervalos de confianza (para un nivel de 95 %, cada uno) son:

a) para u(7A):
7,257 + ' /0,2440,/7/8 o 7,257 + 1,0702

b) para la diferencia u(7A) — u(3A):
7,257 — 71,0966 + ¢',/0,2440,/[7 —=3]/8 ¢ 0,1604 + 0,809
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WTB) + u(68)  H(2A) + u(A)
2 2

7257 + 72033 7,1904 + 7,0414
: _ : it~/0,2440\/1<0+1+1+1>
s\ " 4 4

¢) para el contraste

6 0,1143 + 0,4954

34.2. Contrastes Multiples
a) Region de confianza para el vector de medias*

En este caso podemos aplicar el teorema de Scheffé¢ y el Modulo
Maximo. Utilizando el teorema de Scheffé tenemos:

P{[,LL(A), vy ()] e; [Z(jA) + sc/c]l}} >1—-a
1 r

Utilizando el teorema de Mdédulo Maximo tenemos:

{ |73 |
P[uA), o w(cA)] e x | ZGA) £ — | 21—«
: Jr

r

Utilizando el teorema de Md6dulo Maximo tenemos:

{ <[ 2> |f
P{[(A), .o p(cA)] € x | Z(GA) + 2= [} > 1 —
1 NG

r

b) Intervalos de confianza para todas las diferencias de medias

En este caso también se pueden aplicar los teoremas de Scheffé y
Moédulo Maximo.

¢
* La notacion x indica que los intervalos son calculados para todos los
1

Z(A), ie, para j=1,.,c¢

15



Scheffé:
P{u(sA) — p(mA) € Z(sA) — Z(mA) + S/f c|s — m[r~ 1

paratoda sym} =1 —«

{ - _ Sv'|s — m|
P< u(sA) — u(mA) e Z(sA) — Z(mA) + ————
r

paratodasym};l-—oc

c) Intervalos de confianza para todos los posibles contrastes

Scheffé:

c c s c / ¢ 2
P{Zdjy(jA)eZde(jA) + scf;rf\/z ( y d,,,)
1 1 ji=1 \m=j

para toda (d4, ..., dc)} =1-ua

P{i dju(jA)eZc:de(iA) + ch'r_m( i i d,,,)
1 1 =j

j=1m
para toda (di, .., dc)} =1-a

Ejemplo 3.2. Considerar los datos del ejemplo 2.3 en que r = 8;
c=7;Q/q =0,0305 = SZ/r; el vector de medias es

[Z(A), .., Z(TA)] = [7,041, 7,190, 7,096, 7,178, 7,078, 7,023, 7,257]

y los valores criticos son

f =Fs5(4,49) =22 y v = Mys(7,49) = 2,795

(A) La region de confianza ( al nivel 95 %) para el vector de medias:

La region consiste de los intervalos simultaneos siguientes:

16



Intervalos de Confianza

Scheffé

Modulo Méaximo

7,041 + 0,687
7,190 + 0,971
7,097 + 1,189
7,178 + 1,373
7,078 + 1,535
7,023 + 1,682
7,257 + 1,817

7,041 + 0,489
7,190 + 0,979
7,096 + 1,469
7,178 + 1,958
7,078 + 2,448
7,078 + 2,938
7,257 + 3,427

Se calculan inmediatamente los intervalos simultaneos para todos los
contrastes.

(B) Intervalos de confianza al 95 %, para todos los posibles contrastes.

Medias Intervalos de Confianza
Z(A) Z(2A) Z(3A) Z(4A) Z(5A) Z(6A) Z(TA) Scheffe Moédulo
7,041 7,190 7,096 7,178 7,078 7,023 7,257 Maximo
Coeficientes de contrastes
d, d, d; dy ds de d;
+1 -1 0 0 0 0 0 —0,149 + 0,687 —0,149 + 0,489
+1 0 -1 0 0 0 0 —0,055 £ 0,971 —0,055 + 0,979
+1 0 0 -1 0 0 0 -0,137 + 1,189 —0,137 + 1,469
+1 0 0 0 -1 0 0 —0,036 + 1,374 —0,036 + 1,958
+1 0 0 0 0 -1 0 —0,162 + 1,536 -0,162 + 2,4;18_
+1 0 0 0 0 0 -1 —-0,216 + 1,683 —0,216 + 2,938
0 +1 -1 0 0 0 0 —0,094 + 0,687 —0,094 + 0,489
0 +1 0 -1 0 0 0 +0,012 +£ 0,971 +0,012 £+ 0,979
0 +1 0 0 -1 0 0 +0,112 + 1.189 +0,112 + 1,469
0 +1 0 0 0 -0 1 —0,013 £+ 1,374 —0,013 + 1,958
10 0 +1 -1 0 0 0 —0,067 £+ 0,0687  —0,067 + 0,489
+1 0 N 0 0 -1

10

-0,082 + 1,536

—0,082 + 2,448
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Medias Intervalos de Confianza
Z(A) Z(2A) Z(3A) Z(4A) Z(5A) Z(6A) Z(7A) Scheffé Modulo
7,041 7,190 7,096 7,178 7,078 7,023 7,257 Maximo
Coeficientes de contrastes »
d, d; ds dy ds de ds
0 0 +1 0 -1 0 0 +0,019 + 0,971 +0,019 + 0,979
0 0 +1 0 0 -1 0 +0,017 + 1.189 —0,107 + 1,469
0 0 +1 | 0 0 0 1 —0,160 + 1,374 —0,160 + 1,958_
0 0 0 +1 -1 0 1 H +0,101 + 0,687 +0,101 + 0,489
0 0 0 +1 0 -1 0 —0,025 + 0,971 —0,025 + 0,979
0 0 0 f+1 0 0 -1 —0,078 + 1,189 —0,078 + 1,469—
0 0 0 0 +1 -1 0 —0,125 £+ 0,687 —0,125 + 0,489
0 0 0 0 +1 0 -1 -0,179 + 0,971 —0,179 + 0,979
0 0 0 0 0 +1 -1 —0,054 + 0,687 —0,054 + 0,489
14 14 14 14 -1/3 —1/3 —-1/3 —0,053 + 1,071 —0,053 + 0,763
IV// A VA V7 A Vi A VI A VI A Vi 7,145 + 1.161 7.145 + 0.828
3.5. APLICACION DE LOS TEOREMAS MODIFICADOS

A PRUEBAS DE HIPOTESIS

Las siguientes pruebas de hipoétesis corresponden a los intervalos
de confianza presentados anteriormente.

3.5.1. Para una media

Ho: u(sA) = a*
Dejar: .
T. = [Z(sA) — a*]S. ' /r/s = [Z(sA) — a*]\/%
s

T,, bajo la hipotesis nula, tiene una distribucién t con g grados de
libertad.



3.5.2.  Para el vector de medias
Ho: [u(A), u(2A), ..., p(cA)] = (a7, d3, ..., aF)

Dejar:

F.= [r YIX;—af + a"}_ljz]/cScz donde af =0
1

F., bajo la hipotesis nula, tiene una distribucion F con ¢ y g grados
de libertad.

3.5.3. Para la diferencia de dos medias
Ho: p(sA) — u(mA) = b*
Dejar:
T. = [Z(sA) — Z(mA) = b*1/[S./ls = m]]

T,, bajo la hipotesis nula, tiene una distribucion t con q grados de
libertad.

3.54. Para una combinacion lineal de medias
Ho: Y d;u(jA) = e*
1

Dejar:

c c ¢ 27]1-1
- [on-e o555 4T
1 1 j=m
T,, bajo la hipoétesis nula, tiene una distribucion t con ¢ grados de

libertad.

Ejemplo 3.3. Utilizando los datos del ejemplo 3.2, se pueden probar
las hipotesis siguientes. (Debe recordarse que: a = 1,493, S§? = 0,2440,
r=28; q=49)
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(A) Para una media (o = 0,05) (vea 3.5.1)

_ 7,190 — 5,0
Ho: p2A) =5 ; Z2A)=7190 ; T,= —— > =8867 ;

J2330,/28

tag, 95 = 2,311

Se puede rechazar Ho.

(B) Para el vector de medias (x = 0,05) (vea 3.5.2)

Ho: [u(A), p(24), .. W(78)] = (5,5,5,5, 5,5, 5)
X = (7,041,,149, —,094, 082, —,100,,125, ,054)

F [7 [i ¥ _g* ;H s2 8(,98) 28,01
c = "j;l gJg—4aj —dj-q /Cc—m— )

Se puede rechazar Ho.

(C) Para la diferencia de dos medias (o« = 0,05)(vea 3.5.3)
Ho: u(7A) — w(A) =0 ; Z(7A) = 7257 ; Z(A) = 7,041

7,257 — 7,041
T = —— =,1785

¢ J(2440)7 = 1)

No se puede rechazar Ho.

(D) Para una combinacion lineal de medias (« = 0,05) (vea 3.5.4)

;
Ho: Y d;u(ia) =0
=1

J



donde
d1=d2=d3=d4=1/4 y d5=d5=d7=—1/3

Z(A) + Z(2A) + Z(3A) + Z(4A) B Z(5A) + Z(6A) + Z(7A)>

A G :

’1:’: =

9 1 1 4 1
2440( 0+ — + 4+ — + 1+~ + -
16 4 16 99

No se puede rechazar Ho.
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4. Series de Tiempo Esféricamente Cambiables (E.C.)

Para la utilizacion de los teoremas de la Seccion Tres, son necesa-
rias ciertas condiciones minimas. Por ejemplo, las X's deben ser inde-
pendientes y normales. Estas condiciones son suficientes pero no nece-
sarias, como se demostrara enseguida.

Definicién 4.1. Una serie de tiempo {Y,:n > 1} es F.C. si para cada
k, cada

i) < <y
y cada matriz ortogonal Ck,

(Yy, ., Yi) £ Ck(Yi, ., i)

12

es decir, los dos vectores tienen la misma funcion de distribucion.
En los siguientes ejemplos se puede apreciar que todos satisfacen la
definicion anterior.

Ejemplo 4.1. Y,,.. Y,.. iid. N(0,q?).
Ejemplo 4.2. Y,,.. Y,.. son condicionalmente i.id. N(0, W) y

w
W~J() con Jwy=-—— ; w>0
14+w
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Es importante observar que del tltimo ejemplo es posible obtener una
distribucion F de la siguiente forma:

Consideremos el ejemplo 4.3 anterior con J(w) = 1 —e ™ *, paraw > 0.
Asi tenemos:

4 12 -1
P<2|:ZY,~2][Z Y,?J <z{W=w>=F(4,8,z) ; si w>0
1 5

Luego podemos concluir que incondicionalmente

4 12 -1
(2)[ Y sz][z sz] ~ F(4,8)
2 5

Lord (1954) y Kelker (1970) han indicado que lo anterior puede ser
generalizado con el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Si definimos { Y,} como una serie de tiempo E.C., finita
o infinita; se tiene que

k m -1
k(m — k)"l[z sz][ Y Yf] ~ Flk;m — k)
1

k+1

Anteriormente, Schoenberg (1938) habia mostrado también que el ejem-
plo 4.3 anterior puede ser generalizado con el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Si definimos {Y,} como una serie de tiempo infinita y
E.C., luego existe una f.d. J(-) con J(0) = 0; tal que para toda n y para
toda Xy, .., X, se cumple que:

P{X) < X150 Xp < Xp) = j D(x;w ™ H2)dI(w)
0 1

Asi tenemos que una serie de tiempo infinita y E.C. es siempre una
mixtura de variancias de normales i.i.d. con media cero. Para el caso
de series finitas el resultado anterior no es valido; pero para ambos
casos, es decir, series finitas e infinitas, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.3. Para series de tiempo E.C,, finitas o infinitas,

Y = (Yla ey Yl\)

o
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i) tiene media 0, si el primer momento existe, y

ii) tiene matriz de variancias y covariancias la cual es una cons-
tante multiple de la matriz identidad de orden k, (es decir, aly)
si los segundos momentos existen.

Se puede observar que debido al teorema 5.2, en el caso de series
infinitas, se tiene una estructura condicional méas detallada.
Otro importante teorema de las series infinitas es el siguiente.

Teorema 4.4. Sea {Y,} una serie de tiempo infinita y E.C.; luego para
cada ke Y = (Yy,.., Y))/, se tiene que:

1) el vector de medias condicionales existe y es igual al vector nulo;

ii) la matriz de variancias y covariancias condicionales existe y es
de la forma al,, como se defini6 anteriormente; y

iii) Y es condicionalmente normal.

Utilizando los teoremas 4.1 y 4.2 podemos enunciar el siguiente
teorema.

Teorema 4.5. Si decimos {X;; — p;:l < i< n;i <j<c}esEC, luego
todos los resultados de las Secciones Tres y Cuatro son validos es decir,
intervalos de confianza y pruebas de hipotesis.

Aqui podemos concluir, que los «errores» no necesariamente deben
ser i.i.d. Es suficiente tener que la totalidad de los errores para el grupo
de pacientes sean E.C.

A proposito, es conveniente presentar una simple formulacion en
términos de los pacientes individuales, la cual cumpla exacta o apro-
ximadamente la propiedad de E.C. '

Tomando como base el cuadro 2.2 de la Secciéon Dos podemos
introducir algunas modificaciones pertinentes. Tomemos { Wy, .., W,}
y {[Z¥(@t):t = 0];j = 1,2,..,n} estadisticamente independientes, donde
las {Z7(t)} poseen una distribucion como se definié en la primera sec-
ciéon y W, ..., W, iid. J(-) con J(0) = 0. Ahora podemos definir Z(t) =
= u(t) + JW,Z5@).

Luego, si tomamos las diferencias, X;; obtenemos el cuadro 2.2
donde las p;'s fueron definidas anteriormente y las W;A son las va-
riancias condicionales.

Utilizando estas modificaciones podemos enunciar los siguientes
lemas.



Lema 4.6.

) {[Xi — /WAl <i<n;1<j<c} son condicionalmente
iid., dado W = (W, .. W,);
i) {[ Xy — t1, o0 Xie — pel;i=1,2,..,n} son series de tiempo
iid. EC.;y
i) {X;—wil<i<nl<j<cnoesEC.

Este ltimo punto del teorema nos indica que los resultados de la
Seccion Tres no son aplicaciones exactas.

Para tratar de obtener la robustez, se puede utilizar la definiciéon 2.1
presentada en la Seccion Dos. Luego cabe hacer la pregunta: jesta
muy cerca T de satisfacer la propiedad de E.C.?

Utilizando el teorema 4.2, tenemos que los puntos i) y ii) del teo-
rema 4.3 e i) y iii) del teorema 4.4 se cumplen para T. Sin embargo,
el punto ii) del teorema 4.4 se cumple unicamente en sentido asintoti-
co. Asi podemos concluir que los elementos fuera de la diagonal de B
no llegan a ser ceros. Sin embargo, estos elementos tienen una propie-
dad muy interesante que se da a continuacion en el siguiente lema.

Lema 4.7. Utilizando la misma notacion del teorema 2.2 y el siguiente
teorema 4.8, tenemos:

4o (W) £ (wy + w, — w3 — wy)/4 paracada i#j

Esto nos da un resultado asintético de importancia, pues si con-
sideramos {D¥*:r = 4, 8,16, 32}, es decir, utilizando disefios factoriales

~ .
2™ y si definimos D, = — D¥, como se utilizo en la definicion 2.1 para
r

r = 4, se obtiene el siguiente resultado relacionado con la mencionada
robustez.

Teorema 4.8. Supongase que el segundo momento existe y que T esta
adecuadamente relacionada a DX ,paracfijayr =4,816,..;y w =
=(Wji,..,W,). Entonces la matriz de variancias y covariancias con-
dicionales de T tiene las siguientes propiedades:

i) ro;; tiende en probabilidad a p; = f wdJ(w); y
0

i) ro;; (para i # j) tiende a cero en probabilidad.



Con base en este teorema y experiencia con los estadisticos usados
en la inferencia, es razonable suponer que los procedimientos anteriores
son robustos si se aplican a {L;:1 <i<r 1<j<c}, donde, L;; =
= X;.;S? es reemplazada por Qr/q en los resultados de la Seccion Tres.

5. Problemas no resueltos.

Por supuesto existen una serie de problemas, aiin no resueltos,
referentes al tema central de este articulo, los cuales podrian centrarse
especificamente en preguntas sobre robustez y modificaciones del mode-
lo, asi por ejemplo:

a) Robustez. {Qué resultados especificos de robustez pueden ser
establecidos? {Qué pasa cuando J(-) es una funciéon Gamma, o Chi,
o Pareto?

b) Extension a casos de dos o mds muestras. {CoOmo puede exten-
derse esta metodologia para casos de dos o mas muestras?

c) Procedimientos de muestreo. ;Cémo pueden ser modificados es-
tos procedimientos para incorporar otros tipos de muestreo no uni-
formes? ;Cuales son los tipos de muestreo 6ptimos?

d) Datos perdidos. En la practica, casi siempre una porcion con-
siderable de los datos se pierden por diferentes razones. Esto no se
tomé en consideracion en este articulo. ;Qué modificaciones son ne-
cesarias cuando se presenta esta situacion?

e) Regresion paramétrica. Los casos de una funcién media cons-
tante y de una funcién media lineal fueron tratados aqui. Sin embargo,
basandose en los datos y otras consideraciones, podria ser importante
considerar otras formas funcionales paramétricas no-lineales para u( -)
o polinomiales. ;Cuéales formas pueden ser incorporadas adecuadamente
a los procedimientos desarrollados?

f) Un modelo mixto. Algunas de las discusiones de los datos su-
gieren que: algunos pacientes permanecen por arriba (o debajo) del
promedio total, y su variabilidad es aproximadamente proporcional a
esta desviacion. Esto sugiere un modelo de la forma Zjt) = u(t) +
+ Vj + oV;Z¥(t) donde las V's son variables aleatorias. ;Como podria
tratarse este modelo mixto Bayesiano-homocedasticidad?
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