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RESUMEN

En este trabajo se generaliza ampliamente la integral de Sugeno a partir
de la definicion de dos familias de integrales difusas, normadas y conormadas,
de las que la integral de Sugeno es un caso particular.

El propésito de este trabajo es el estudio de las propiedades de las men-
cionadas integrales y la relacion existente entre ambas familias. También se
extienden estas familias de integrales a dominio difuso.

Finalmente se sugiere algunas posibles maneras de utilizar los resultados
obtenidos.

Palabras clave: integral difusa de Sugeno, norma triangular, integral normada,
integral conormada.

ABSTRACT

In this paper an extensive generalization for Sugeno’s fuzzy integral is
given by defining two families of fuzzy integrals, a normed family and a
conormed one. Sugeno’s fuzzy integral is a particular case belonging to both
families.

The purpose of this paper is to study the properties for the mentioned in-
tegrals and the relationships existing between those families. The extension of
these families to a fuzzy domain is also accomplished.

Finally, some possible ways to use the obtained results are suggested in
the paper.

Key words: Sugeno’s fuzzy integral, normed integral, conormed integral,
triangular norm.
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Introduccion

En el mundo real, a menudo, la incertidumbre surge de la imposi-
bilidad de utilizar datos exactos, de la subjetividad y vaguedad de las
fuentes de informacion, de la imprecision de los fendmenos a estudiar,
etc., y no tiene necesariamente que deberse a la aleatoriedad de los
fenomenos, en consecuencia, esta incertidumbre no tiene porqué ser
medida a través de una probabilidad. Es en este contexto en el que el
presente trabajo trata de ampliar y analizar los aspectos matematicos de
los métodos existentes para medir el grado de borrosidad de un sub-
conjunto 4 < X (A4 difuso o no). Es decir, sea 4 = X y x un elemento
no localizado de X. El grado de borrosidad de A expresa una valora-
cion de la proposicion «x pertenece a A». Ver [12] y [13]. Este grado
de borrosidad es un tipo de valor medio ponderado o valor esperado
con que A contiene a los elementos de X. A. Kandel, [6] lo llama
valor difuso esperado (Fuzzy Expected Value). Esta valoracion esta
medida para subconjuntos difusos a partir de la integral de Sugeno y
en este trabajo se definen dos familias diferentes pero no disjuntas de
integrales difusas cuya unica integral comun es precisamente la de Sugeno.

En el primer apartado se dan las notaciones y las definiciones
previas. En el segundo a partir de la definicion de norma triangular,
Schweizer y Sklar, 1963 [10], se define la integral normada y se estudian
sus propiedades. En el tercer apartado se introduce la idea de conorma
triangular y a partir de ella se define la integral conormada, se estu-
dian sus propiedades y su relacion con la integral normada. En el
cuarto se extienden las integrales normadas y conormadas a subcon-
juntos difusos estudiandose sus propiedades.

1. Notaciones y definiciones previas

Sea X un conjunto cualquiera y L un reticulo. Un L-subconjunto
difuso 4 es cualquier aplicacion f 4:X — L, Goguen, 1967 [5]. Se puede
representar por 4 = {(x,fA(x))/xeX}. Si tomamos en lugar de L el
intervalo real [0, 1], entonces A se llamara simplemente subconjunto
difuso, Zadeh, 1965 [16]. En lo que sigue haremos L = [0, 1]. Sea
Z (X) la clase de los subconjuntos difusos de X, Z(X) la podemos
ordenar de la siguiente forma: f < g < f(x) < g(x), xeX.
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Para cualesquiera a y b numeros reales notaremos por a v b =
= max (a,b) y por a A b = min (a, b). Asi mismo definiremos las apli-
caciones (f v g) y (f A g), punto a punto como sigue:

(fvex)=f(x)vgx); (fagx)=[f(x)Agx)

Siendo f y g aplicaciones de X en R. Ademéas en £ (X) se define el
complementario de f y se nota por f' a la aplicacion definida punto
a punto por:

') =1-f(x), VxeX

Definicion 1.1. Sea f una g-algebra de subconjuntos de X. Una fun-
cion de conjunto g(-) de f en [0, 1], se dice que es una medida difusa

si tiene las siguientes propiedades:

L% g(¢)=0 y g(X)=1

22 Si Ay B son elementos de f con A = B = g(A4) < ¢g(B)

3% SiA;ep, VieN. Sea (4;);cy una sucesion monotona
(Aic Ajvy 6 Ay = A, VieN)

entonces:

’

lim g(A4,) = g(lim 4,)

-0

Las siguientes funciones de conjunto son ejemplos de medidas difusas.
Ejemplo 1.1. Si X es finito, una funcién II: 2(X) — [0, 1] que cumple:

1°) (¢) =0, II(X)=1
2.°) V(A;)iey familia de subconjuntos de X se tiene,

11(|J 4,) = sup I1(4))

ieN

Verifica las propiedades 1.%), 2.%) y 3.2). Es por tanto una medida
difusa que recibe el nombre particular de medida de posibilidad, Zadeh,
1978 [18].
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Ejemplo 1.2. La funcion:

1sixeAd
u (A) = VAe #(X)
o 0 en otro caso

donde xo es un elemento dado de X, se trata también de una medida
difusa.

Ejemplo 1.3. Las medidas de probabilidad g-aditivas definidas como
funciones de conjunto sobre [0,1] que cumplen las siguientes con-
diciones:

1°) Adef c P(X); P(A)e[0,1]; P(X) =1

2.°) Vsucesion (A4;)icy, A;€ p/U A;e fcon A; N A; = sii # jse verifica:

P( 4) = 3. P(4)
1 1

Definiciéon 1.2. Sea X un conjunto,  una g-algebra contenida en 2(X)
y sea g(-) una medida difusa de (X, f8), entonces: (X, f5, g) se dice que
es un espacio de medida difusa.

Definicién 1.3. Sea h:X — [0,1] y sea Hh = {x/h(x) = a}. La funcién
h se dice que es f-medible si HZ e, Vae[O0,1].

2. Integrales normadas
En 1963 Schweizer y Sklar, [10], dan la definicion de norma
triangular.

Definicion 2.1. Una norma triangular T es una aplicacion de [0, 1] x
x [0,1] en [0, 1] que satisface las siguientes condiciones:

a) T@0,0)=0; T(a,1)=a,Vae[0,1]

b) T(a,b) = T(b,a),Va, be[0,1]

¢) T(a,b,) < T(a,by),Va, by, b,e[0,1] con b, < b,
d) T[a, T(b,c)] = T[T(a,b),c]
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Es inmediato comprobar que T(a,0) = 0, Vae [0, 1] ya que:
0< T(0)<T(1,00=0

Las siguientes aplicaciones son ejemplos de normas triangulares.

Ejemplo 2.1.

Th(a, b) = min (a, b)
Tya,b)=a-b

Tsi(a,b) = max(0,a + b — 1)

T4 (a,b) =1 — min{L,[(1 — a)” + (1 — b)P]"/7},Vp > 1

a sib=1
T5(a,b)={b sia=1

0 en otro caso

El operador T se utiliza para definir, punto a punto, la funcion de
pertenencia de la «interseccion clara» (bold interseccion) de dos sub-
conjuntos difusos, Giles, 1976, [4], Zadeh, 1977, [17].

El operador T, , ha sido introducido por R. Yager en [15] para
definir una clase mas general de intersecciones. Teniendo en cuenta
que max (0,a — b) = a — min (a, b) para cualesquiera a y b de [0, 1]
se comprueba inmediatamente que T, ,(a, b) = T5(a, b). También es facil
de probar que T, . (a,b) = pli;g T4 ., (a,b) = T y(a,b), Va,be[0,1]. Sin

mas que tener en cuenta que I;i_,ngo (a® + bP)Y'P = max (a, b).

El operador T ha sido originalmente estudiado por Schweizer y
Sklar en [10] como una operacion de semigrupo e introducido por
Dubois, 1979 [2] en la teoria de subconjuntos difusos, posteriormente
utilizado por Dubois y Prade [3] para aplicarlo al estudio de las pro-
piedades de los nimeros difusos y por Musaharu Mizumoto, [9], para
estudiar las propiedades del producto drastico de subconjuntos difusos.

Definicion 2.2. Sea el espacio de medida difusa (X, 8, g) y sea h una
aplicacion de X en [0,1] f-medible. La integral normada T, sobre
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el subconjunto no difuso A € § de la funcién h, con respecto a la medida
difusa g(-) se representa por:

N — J h(x)° g(.) y esta definida por:
A

T

N - j h(x)° g() = sup T[a,g(4 N H"] (2.1)
A 2€[0,1]
T

Siendo H' = {x € X/h(x) 2 o}

A partir de la definiciéon anterior se obtiene como caso particular
la integral de Sugeno [11], [12] y [13], sin mas que tomar T = T,
en (2.1).

Sea pp la funcion de pertenencia del subconjunto difuso D de X
y supongamos que up es ff-medible, entonces haciendo 4 = X, T = T,
y h = pup en (2.1) se obtiene el FEV(up) o valor difuso esperado de
pp con respecto a la medida difusa g(.). El1 FEV(up) ha sido definido
por Kandel, 1978, [6], [7].

Estudiaremos a continuacion algunas propiedades de las integrales
normadas. Mientras no se diga lo contrario (X, f, g) sera espacio difuso
medible y h; funciones de X en [0, 1] que son f-medibles.

Proposicion 2.1. Si h(x) = a, Vx € X entonces:

N —f acg()=a, Vael[0,1]
X

T

Luego la integral normada de una constante sobre el conjunto total
es la misma constante.

Las siguientes proposiciones nos dan unas interesantes propiedades
de monotonia.

Proposicién 2.2. Sean h; y h, tales que h;(x) < hy(x), Vx € X, entonces
se verifica que:

N — L hi(x)°g() < N — L hy(x)° g(.), VAep

T T
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Corolario 2.1. VA e f se tiene:

N —j (hy v h)(x)°g() = N —J hi(x)eg() v N —J ha(x)° g(.)
4 4 A
T T T

Corolario 2.2 VA € f se tiene:

A
T T

N - L (hi A ha)(x)°g() < N — JA hi(x)eg() A N — J ha(x) g(.)
)

Proposicion 2.3. Sean A; y A, elementos de f con A; < A, entonces:

N —J h(x)°og() < N —J h(x)° g(), Vh p-medible
A N Ay

T T

Corolario 2.3. Sean A y B dos elementos cualesquiera de f, se ve-
rifica que:

N —J h(x)°g() = N —j h(x)°eg() v N —J h(x)° g()
AuB A B

T T T

Corolario 2.4. Sean A y B dos elementos cualesquiera de f3, se ve-
rifica que:

N —J h(x)eg() < N —j h(x)°g() A N —J h(x)° g(.)
AnB A B
T T T
Proposicion 2.4. Para toda constante a de [0, 1]:
N — L (av h(x)eg()=av N — L h(x)° g()
T T

Corolario 2.5. Sea M = N —f h(x)° g() y sea h' una funcion de-
X

T
finida:

i M si xeHy ={x|h(x) <M}
(x) = h(x) en otro caso
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se verifica que:

N — J hix)og() =N — J h'(x)° g(.)
X X
T T

Proposicién 2.5. Sea A € . V medida difusa g(.) se verifica:

N — L pa(x)eg() = N — L 1og() = g(4)
r T

Donde p4 es la funcion de pertenencia del conjunto A.

Teniendo en cuenta que se cumplen las desigualdades siguientes
Ts(x,y) < T(x,y) < Ti(x,y), Vx,y de [0,1] y V norma triangular T, se
demuestra la siguiente proposicion. '

Proposicion 2.6. Para cualquiera 4 de f y T norma triangular:

N — f4 h(x)eg() < N —-J h(x)°g() < N —f h(x)° g(.)
/ A A

Ts T T,

3. Integrales conormadas

Definicion 3.1. Una aplicacién T' de [0,1] x [0,1] en [0, 1] se dice
que es una conorma triangular si cumple:

da) T'(L,1)=1; T'(a,0) =a, Vae[0,1]

b’y T'(a,b) = T'(b,a), Va,be[0,1]

¢') Sean a,b; yb,e[0,1]conb; < b, T'(a,by) < T'(a,b,)
d) T'[a, T'(b,c)] = T[T (a,b),c]

De la definicion se deduce que T'(a,1) = 1, Vae [0, 1] ya que:
l=T0,1)<T ()T (1,1)=1

Consideremos los siguientes ejemplos de conormas triangulares.
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Ejemplo 3.1.

T(a, b) = max (a, b)

Ti(a,b)=a+ b —ab

T3(a,b) = min {1, (a + b)}

T4 pla, b) = min [1, (a” + bP)!r], Vp=>1
a si b=0

Ts(a, b) = {b si a=0

1 si a>0 y b>0

Consideraciones analogas a las hechas para los ejemplos de las nor-
mas triangulares se pueden hacer para los de las conormas triangulares.

Teorema 3.1.

T’ es una conorma triangular si y solo si
T,(xa )’) =1- T(] - X, 1 - _V)s VX, ye [0, 1]

donde T es una norma triangular.

Definicion 3.2. Dado el espacio de medida difusa (X, f, g), sea h una
funciéon de X en [0,1] f-medible. La integral conormada 7" de la
funcion h, sobre el subconjunto 4 € f§, con respecto a la medida difusa

g(.) se representa por: C — Jh(x) ° g(.) y se define
A

J;h(x) og() = inf T'[a, g(A ~ H")]
2€[0, 1]
T
donde H;" = {x|h(x) > of.
A. Kandel, 1978 [6], ha demostrado que la integral de Sugeno
J h(x)°g() = sup [a A g(An H")] = inf [a v g(4 n H)] =
A

x€[0.1] e[ 0. 1]

=*inf [a v g(4 n HM].
2e[0.1]



En consecuencia, la integral de Sugeno es un caso particular de las
integrales conormadas, tomando como conorma Ti(x,y) = max(x, y).
Veamos a continuacion algunas propiedades de las integrales conor-
madas.

Proposicion 3.1.  Si h(x) = a, Vx € X, se verifica que:

C~La°g(.)=a, Vae[0,1]

T

Proposicion 3.2. Sean h; y h, dos funciones tales que h;(x) < hy(x),
¥x e X, entonces se verifica que:

¢ - th(X)° g() < C - th(x)° g(), VAep
A

T T

Corolario 3.1. Sean h; y h, dos funciones cualesquiera, entonces se
cumple:

A

a) C-— f(hx Vv hy)(x)eg() = C — th(X)" g() v € — jhz(X)° g()
4
T T

by C— J(hx A ha)(x)°g() < C — fh1(x)° g() A
A A

T T

ANC— J‘hz(x)o g(.), VAep
o

Proposicion 3.3. Sean 4, y A, dos elementos de ff con 4; < A,. Para
cualquier funcion, h de X en [0, 1] f-medible se tiene que:

C ——J hix)eg() < C — ( h(x)° g(.)
e Ca

Corolario 3.2. Sean A, y A4, elementos de f# Vh f-medible:

a) C— f h(x)° g() > C — L h(x)°g() v C - jl h(x)° g()
A, ot /z

T T T
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b) C —f h(x)eg(.) < C —J h(x)eg(.) A C — J h(x)° g(.)
Eakh Ay

- Ay
T T

Proposicion 3.4. Sea ¢ € [0, 1) constante y h una funcion de X en [0, 1]
p-medible. Se cumple la siguiente igualdad:

C — J(a ARX)eg(l)=anC— Jh(x)Og(.), VAep
A A
T T

Corolario3.3. Sea M = C — Jh(x) ° g(.),y sea h' una funcién definida:
A
i

" {M xe HYy = {x/h(x) > M}

X) =
h(x) en otro caso

se verifica que:

¢ - Jh(X) °g()=C— f’!(-\‘) °g()
4 4
-

g
Proposicion 3.5. Sea 4 € . V medida difusa ¢g(.) se verifica:
¢ - J Halx) o g() = C J Log() =g(4)
X A
T T

Donde u4 es la funcion de pertenencia del conjunto A.
Teniendo en cuenta que se verifica que:

Ti(a,b) < T'(a,b) < Ts(a,b), Va,be[0,1]

V conorma triangular T', se demuestra la siguiente proposicion.

Proposicién 3.6. Para cualesquiera A € ff, h f-medible y g(.) medida
difusa, se cumplen las siguientes desigualdades:

C - [lz(x)o g() < C - J hix)eg() < C — Jv‘h(x)0 g(.)
oA A A
T T TS

Para cualquier conorma triangular 7.
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Estableceremos la relacion que existe entre las integrales normadas
y conormadas, sobre iguales subconjuntos, de idénticas funciones y con
respecto a la misma medida difusa g(.).
Proposicién 3.7. Sea h:X — [0,1] B-medible’ Ae B, T una norma

triangular y T' una conorma triangular, entonces:

N — £h(><)° g() < C — jh(x)" g()
A

T T

4. Integrales normadas y conormadas sobre subconjuntos difusos

Sea (X, f3,g) un espacio difuso medible, denotaremos por £ (X)
el conjunto de los subconjuntos difusos de X f-medibles. Sea h una
funcion de X en [0, 1] f-medible. Definimos.

Definicién 4.1, Sea el subconjunto difuso D con upe £ y(X).
Se definen:

a) La integral normada extendida a D:

N — Jh(x)o gl) =N — J(h A pp)(x)° g(.)
D X

-
b) La integral conormada extendida a D:

C - J h(x)eg() = C — J(h A pp)(x) e g(.)
D X

.I'.‘, T

Siendo T'y T' una norma y una conorma triangular respectivamente.
A partir de la definicion anterior es facil probar las siguientes
proposiciones.

Proposicion 4.1.  Si D es un conjunto clasico, es decir, si up(x)e{0,1},
xe X, se verifica:
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by C - Jh(-\‘)’dg(-) =C- f h(x)<g(.)
D D
T T

Proposicion 4.2. Sea D; y D, elementos de £ 4(X), se verifica:

r r
@) N- h(x)og() = N — f h(x)°g() v N —J h(x)° g(.)
W DyUD, D, D
T T T
by C - h(x)°eg() = C -—f h(x)°g() v C —-J h(x)°g(.)
~T91UL): T'Dl TQ:
) N - h(x)eg() < N —J h(x)eg() A N —j h(x)° g(.)
Y DinD, D, D,
T T T
d € - h(x)°g() < C —J h(x)eg() A C —J h(x)° g(.)
J D,AD, D, D
T T T
Conclusiones

Es posible, ahora, ampliar la definicion de E. Trillus y N. Batle
[14], para la medida de entropia de subconjuntos difusos cualesquiera
a partir de las integrales normadas y conormadas como sigue:

dv(4) = N — LA[M(X)] °g() , de(4)=C— LAD‘@(X)] °¢g()

T e

Siendo A la funcion definida por Knopfmacher en [8], normalizada.

Se han aumentado las posibilidades de eleccion para medir la bo-
rrosidad de un subconjunto difuso, en cada caso, dependiendo de las
circunstancias subjetivas del observador y a la vista de las propiedades
anteriormente expuestas utilizara una u otra integral.

Sugerimos la siguiente regla de comportamiento:

Si interesa que exista una conexion entre o y la medida _q(HZ),
Vae [0, 1] puede ser util emplear operadores interactivos como T, o
T), estos un cambio de x o de g(H") implica un cambio de T[a, g(H")]
o de T[a, g(H))].
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Por el contrario utilizando operadores no interactivos como T,
o T} un cambio de x o de g(H") no implica necesariamente un cambio
de T[a, g(H})] o de T'[o, g(H2)].
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