TRABAJOS DE ESTADISTICA Y
DE INVESTIGACION OPERATIVA
Vol. 36. Num. 1, 1985, pp. 45 a 61

CONDICIONES DE MARTINGALA SOBRE UN PROCESO
DE APRENDIZAJE TIPO BETA CON DOS OPERADORES
Y REFORZAMIENTO NO CONTINGENTE SIMPLE.
2.—CASO GENERAL

J. I. Dominguez Martinez
Departamento de Estadistica
Facultad de Ciencias
Universidad de Mdlaga

RESUMEN

Se analizan las condiciones bajo las cuales un proceso de aprendizaje no
lineal (modelo beta) con dos operadores y reforzamiento no contingente simple
es una sub(super)martingala en el supuesto de que todas las respuestas sean
reforzadas, generalizandose al caso de ausencia de reforzamiento.

Las condiciones establecidas, que nos conducen a 23 casos posibles, per-
miten analizar exhaustivamente el comportamiento asintdtico del modelo y
compararlo con la clasificacion de Norman.

Palabras claves: aprendizaje no lineal; modelo beta de aprendizaje; refor-
zamiento.

Clasificacion AMS: 60 J 20

ABSTRACT

Conditions under which a nonlinear learning process (beta model) with
two operators and simple noncontingent reinforcement is a sub(super)mar-
tingale are analyzed under the hypotheses that all responses are reinforced,
thus generalizing the case of lack of reinforcement.

These conditions result in 23 possible cases which allows us to analyse
exhaustively the asymptotic behaviour of the model and compare it with
Norman’s classification.

Key words: nonlinear leérning; beta model of learning; reinforcement.
AMS classification: 60 J 20.
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1. Introduccién

Este articulo es continuacion de otro del mismo autor (J. I. Do-
minguez, 1982) dedicados monograficamente a analizar los procesos
de aprendizaje no lineales en relacion con la teoria de martingalas.

Como el proceso de martingala posee propiedades interesantes
cuando es contemplado como un proceso de aprendizaje, es de sumo
interés buscar condiciones bajo las cuales el modelo constituye una
sub(super)martingala, con lo que su comportamiento asintotico es ana-
lizado bajo estas condiciones.

En general, como se coment6 en la primera parte (1. Caso si-
meétrico), es dificil obtener las condiciones analiticas para que un pro-
ceso de aprendizaje posea dicha propiedad, y en este caso, es de in-
terés resaltar que, el hecho de no considerar ninguna relacion entre
los dos parametros del modelo (2. Caso general) nos conduce a una
situacion bastante compleja resuelta con un detallado analisis compa-
rativo entre las condiciones de martingala y la clasificacion de Norman
para el comportamiento asintotico del modelo, lo que nos origina 23
casos posibles que se convierten en uno solo cuando el producto de
los dos parametros es la unidad (1. Caso simétrico).

Para no ser reiterativo (ver primera parte de este trabajo) se supone
conocido los fundamentos tedricos del modelo general no lineal asi
como los aspectos de interés de la teoria basica de martingalas.

2. Modelo de total reforzamiento

En el modelo beta cuatro-operador con dos respuestas y en el caso
contingente general tomamos las restricciones:

Boi=j n i=j
ﬁij={ . .y nijn= . .
Yy i #] 1 =11 i#j
Vi,jn con ij=12 ; n=0,1,2,.. ; O0<Bl<l y y>1

Con esto, el modelo de total reforzamiento es (en su forma «fuerte»):

BV, con probabilidad I1

v
V. con probabilidad 1 — T1 neon

(1) Vasr ={
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(2) Va=P,/J(1 =Py Vn, P =pe(0,1) y P, la probabilidad de
eleccion de la respuesta A, (genérica) en la prueba n.

3. Condicion general de martingala
Es elemental obtener con s6lo operar en (1) al tener en cuenta el

cambio «fuerte» (2) que:

) Ax + B
[l —x) + Bx][(1 — x) + yx]

donde A =(y -1 -1 y B=-1-T@y-p.

(3) E(P,,+1/P,,=X)—X=X(1'—X

Para valores arbitrarios de x, f y y se tiene que 1 — x > 0,
l=—x)+px>0,1—-x)+yx>0,y—p>0yA<0O.
Luego para 0 < P, < 1 obtenemos

-1
() E(Pyii/P)>P,=B> —A=Tl<fl
y—B
-1

'y_..

~2

Definiendo:

@) I =1L(B) =By —D/y— B y I =1B7y) =
=(y — 1)/(y — B); es decir, I1; = pI1, y I1; < II,, obtenemos

que:
i <
(5) {P.:n> 0} {Submartmgala < I ' con
Supermartingala < I1 > I1,
-1

6) I, +I,=I,1+p=1+

> (<)(=)1<=

<8 > (<)(=)1.

Luego, solamente en el caso simétrico (y = B~ !) la suma de las dos
cotas vale la unidad (J. I. Dominguez, 1982).
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4. Comportamiento asintético del modelo

Ahora se analiza la distribucion de probabilidad asintética de la pro-
babilidad de respuesta P, en funcion de Il, f y y. Definamos, a partir
de (1), el nuevo proceso

(7) L,=InV, Vn
con lo que el modelo toma la forma

L, + Inf con probabilidad I1

8) Ly = .-
®) i {L,, + Iny con probabilidad 1 — I1

siendo Lo = In [p/(1 — p)].

Como la variable estado inicial L, no tiene efecto sobre el com-
portamiento asintotico de {L,;n > 0} bajo la clasificaciéon de Norman,
es posible, sin pérdida de generalidad, suponer p = 1/2, con lo que
Ly=0 y asi L, se puede expresar como la suma de n v.a.ie.
Xi(i=1,2,..n)tipo Bernouilli con P(X; =Inf) =11y P(X; =Iny) =
=1-TIVi

Aplicando la LFGN, con probabilidad 1

i 6>0
9 Ly — {*“’ 0> donde
"X -0 s1 6<0

(10) & =E(X)=T1Ing+(1—Mlay=In[B"]
Por tanto:
1 si >0
(11) P,— |0 si <0
Oscilaentre 0y 1 si 6 =0 (a pesar de esta osci-

lacion, existe una distribucion limite; estd concen-
trada en 0 y 1 con igual probabilidad).

Por otro lado, el valor esperado del salto, dado en (10), se puede
expresar como

} 1 1 -1
(12) 6=(w~—1II)In ? siendo w = ar = <1 - ﬂ) con
B Iny

~

In

=<

(13) > (<=0 < (>)(=w vy
(14) P, — 1(0) (oscila) =11 < (>)(=)w

n—= o
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Segun el comportamiento de los parametros del modelo, w se puede
acotar con mas precision. A partir de (12) es trivial que

(15) w> (<)(=)/2<=yp > (<)(=)1

y de nuevo, w = 1/2 < yf = 1 corresponde al caso simétrico.

5. Resultados fundamentales en relacién con la condiciéon de martingala

Si definimos

(16) B =B/(1L+P) y B,=1/1+ B
como f < 1, obtenemos que B; < 1/2, 8, > 1/2, B, + B2 =1y 1 < B,.
Ademas, es trivial obtener, con sélo operar, que
(B — 1)z {/3 si i=1
17) M= fi+ —— = .
A He=bt o "pavp <" 7 -
(18) B> (<)=)l=I;>(<)(=)8 (=12

siendo la igualdad la correspondiente al caso simétrico.
Con el objeto de obtener una clasificacion mas rigurosa necesitamos
algunas nuevas relaciones. A partir de (16) y (17) es facil observar que:

] 2f
(19) | Oy =15 + ll;(y—(_y;;‘@ > (<)=)")2=
. B
\ @V>(<)(—)2B_1
} -2
an=l/z+%>(<)(=)1/2°?+ﬁ>(<)(=)2
' By — B) — y(1 — B
20 I, = =)8, =
(20) 1=p2 + 0P+ h > (<)(=)B.
‘82
©y>(<)(=)[32—+_[t1
vy — [1 + (1 — p)]
H = = <
2 =B+ o -+ p) > (<)(=)ps

L =y > (=)L + 01 - P
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21) B =1 — B)/(I1; — B2)
A partir de (19), (20) y (21) es evidente que la situacion relativa de
I;, Bi(i = 1,2) y !/, dependera no solo de los valores de los parametros

sino también de la posicion en el plano respectode y + f =2y yf = 1.
La figura 1 nos aclara el problema.

P

\
\
2 k-----
N P2
ANTERY
N y fi=1
LSl
[ \\\
1 . WO
! ?ﬁT QQQM¢§?
] AN
4 ....-_'.___-.‘ \\\f\
% i \\\\\\\"\
[ AL r’,\
' {{(,:/,/ ////L" “&::v
0 g 75
% 1 36 3
Figura 1.

La zona rayada corresponde a los posibles valores para los para-
metros 7 y .

Con esto, los nueve casos potencialmente posibles (ver Tabla 1) se
reducen a cinco (el sexto es la condiciéon y = f = 1 que contradice la
hipotesis del modelo).

Tabla 1 B > 1 < 1 B =1
'))+ﬂ>2 1 W>l/2 2 W<l/2 3 W=1/2
varios casos un solo caso caso simétrico
v+ B <2 4 w<'h
varios casos
. 5 w<l, 6 y=p=1
B =2 )
v un soblo caso no es valido
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Estudiemos estos cinco casos comenzando por los de solucion tnica.
A partir de (4) y (16) obtenemos:

L.

4.

Caso 5 (puntosde y + 8 = 2)

Comoy+f=2=Il,=1, vy y<1=IL <p; Vi
obtenemos: I1; < B, <1/, =11, < f, (I
Caso 2 (puntosentrey + f=2 y y8=1)
C0m0y+ﬁ>2=>n2>1/2 y '))ﬁ<1=>n,<B, vl,
obtenemos: l_ll < ﬂl < 1/2 < ]—12 < Bz (II)
Caso 3 (puntos de yf§ = 1)

Como yp=1=I;=8 Viyypy+p>2=1I1,>1,,

obtenemos: I1; = B, <, < B, =11, (III) (Caso simétrico)

Caso 4 (puntosentrey =1 y y+ f=2)

Comoy+ B <2=I,<, y yB<1=1Tl<pB; Vi

el problema ahora es comparar Il, y f; por medio de (20).
Pero como II; > (<)(=)B1 <7 > (<)(=)1 + B(1 — p),
obtenemos:

41. Siy<14+pl—-p=0; <Il, <B; <, <B, (IV)
42. Siy>14+p1l =P =M, <p, <Il, <, <B, (V)
43. Siy=1+pl—-P=0, <M, =4, <Y, <ph, (VI

Caso I(puntosentre f =1 y 7y =1)
Comoy+ f>2=IM,>1, y yp>1=11, > B; Vi

Esta situacion es la mas compleja. Las relaciones (19) y (20) nos
aclaran el problema. Con esto:

S1 y=BB—1) con B>l ==
=p <l =1, < B, < (VID)
52. y<B/B—=1) con B=1,

1
y > /2B — 1) con /f<l/z}”“i< f2=
=B, <M << p,<Il, (VIII)
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53. y>PB/2B—-1) con B>1,=1I1; >1;
pero queda ain por comparar 1,y f,. Observando (20),
todo dependera de la situacion de los puntos respecto de
la curva y = B%/(B* + B — 1); en consecuencia:
531 =y=1I1;, =8,=>
(IX)
=<' <B=1 <,

532, <y=1Il; > f,=
Si B/(B* + B — 1) (X)
=p < <Py <Il <II

533, >y=1Il;, < f,=>
(XI)
=B <<l < B, <Il,

Por consiguiente, visualizando en una sola grafica (a partir de la
Fig. 1) las curvas anteriores, obtenemos 11 distintas regiones y por
tanto 11 casos (numerados en romano) que nos relacionan !/, I1; y B;
(i=12).

So6lo queda, por tanto, situar w dentro de estos 11 casos posibles.
Los casos III, IV, VI, IX y X son inmediatos y con soluciéon unica;
en todos ellos w esta univocamente determinado (situado). Los restan-
tes casos admiten, a su vez, tres alternativas cada uno.

El problema se resuelve comparando w con fi(i = 1, 2), de la forma
siguiente:

(i) Siw<'yyB<1 y By <?,)=hay que comparar w con

f1. Como:

Iny+ f1n
(22) w—-p, = ny+fmp , tendremos que

Y
1+ f)ln=
( ﬁ)nﬁ

(23) w> (<)== > (<N=)p"

(i) Siw>?Y@yB>1 y B>, =hay que comparar w con
B,. Como:

B 1Iny + In
24) w—p, =Y TINE o dremos que

1+ /f)ln%
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25) w> (<)(=)Br<y > (<)=)p~"F

Con esto ya estamos en disposicion de dar la:

6. Clasificacion general

La relacion entre w, '/, T1; y Bi(i = 1,2) viene dada por 23 casos
diferentes (22 mas el caso simétrico) que se pueden visualizar, segun el
comportamiento de f y y, en las tablas 2 y 3 del anexo.

Ilustremos todo esto con un ejemplo:

Supongamos un modelo con valores § =0,7 y y = 3,5.

a) Comoy+ f>2 y 78> 1,estamosen {1,2,3,..,11}.
b) Comof >1, y B/2B —1)=T7/4 <y,sereducenai4,5,..,8}.
¢) Por ultimo, como B%/(f% + B — 1) = 2,57 < y, estamos en de-

finitiva en el caso 7.

En consecuencia: f; < !/, < B, < Il <w < 11,
y graficamente se puede visualizar en la figura 2:

P ——3 1 P -5 0
« - g
] i i
[} ! '
| ' '
| ! '
! Subr.. ,  Superm,
v ] ! '
; B T
' ' ! ' H
] 1 1 ; '
I ' t 1 |
: P !
- . . S -t e
0 A B O PR { S 1

Figura 2.

En este caso, es inmediato obtener que:

1 =041 ; =059 ; II; =062 ; II,=08 y w=0,77
y

Subm. <« T1<0,62 Jl s1 1 <077
uperm. = 1 = 8 ]Oscila si 11 =077
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7. El caso de ausencia de reforzamiento

Ahora generalizamos el modelo anterior al suponer que no todas
las respuestas son reforzadas. Bajo este supuesto, el modelo dado en
(1) toma la forma:

BV, con probabilidad I}
(26) V,+; =4yV, con probabilidad I1%
lV,, con probabilidad 1 — 1T — 113

y que corresponde, bajo esta situacion, a la aparicion de un suceso
reforzante nulo E, que deja invariante la probabilidad de eleccion de
la respuesta en la prueba que aparezca.

En este caso, las condiciones de martingala se pueden generalizar
del modo siguiente. Operando de igual modo que en los apartados
anteriores, tendremos:

) A*x + B*

X

[T = x) + BxI[(L = x) + 7]
con A* = (I} + §)4 y B* = (BN} + yI1%) — (1T} + 113

(27) E(Py+1/Py=x) — x = x(1 —

Con todo esto, es inmediato obtener que:

— 1
Subm. < B* > —A* <« IT¥/11% < By )=oc1
1 —B)
(28) P,
y — 1
Superm. <> B* < 0= IN/II} > 1—— — o

i
Como oy = £a2 y B/y < 1, obtenemos, a partir de (4), que
Y

(29) ooy <oy y o= (l = 1,2)

1 -1
(30) ar < (>)(=) =y + f<(>)(=)2

De igual modo que en el caso de total reforzamiento, el valor
esperado del salto sera
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(1) o* =M% 1In f + N¥Iny = (w* — M¥/MH0% In p~°

In y
con w* = —-
In g~!

= w/(1 — w) después de considerar (13).

En consecuencia:

(32) (6* > (<)(=)0<=w* > (<)(=)1¥11} <
Iy
¥ + 13

w* > (<)(=) =B > (<)(=)1sw>(<)(=)";

=>w > (<)(=)

y

(33) Py — 0(1) (oscila) < /T3 < (>)(=)w* = w/(1 — w)

Siguiendo el mismo razonamiento realizado con la tabla 1, es facil
relacionar w*, 1 y a; (i = 1,2) segun el comportamiento de f y 7. En
concreto obtenemos 7 casos posibles que se pueden visualizar en la ta-
bla 4 (ver anexo) y que corresponden a los mismos que en el modelo
de total reforzamiento se obtendrian al considerar solo w,!/, y II;
(i = 1,2). (Se invita al lector a comprobarlo en la Tabla 3.)

A la vista de estos resultados, las condiciones de martingala obte-
nidas para el modelo de total reforzamiento resultan ser particulariza-
ciones de las ahora obtenidas.

En efecto, si todas las respuestas son ahora reforzadas, entonces

* 4+ 1% =1, y tomando Il} =11 obtenemos A4* = 4, B* =B y
0* = 6 con lo que la condicion de sub(super)martingala (28) se trans-
forma en (5) y volveriamos al primer modelo.

Nota final

Para el modelo de total reforzamiento, se ha elaborado un programa
BASIC (ver anexo) con un ordenador Olivetti P 6066. El programa indica
a qué caso, de los 23 posibles, corresponde la introduccion de cada pareja de
valores, Be(0,1) y ye(1, o), que representan los dos parametros del modelo.
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PRIWT " CAS0O 47"
GOTO 18248

PRINT * CRASO 13"
GOT3 18248

FEIHT ™ CHSO 13"
LOT2 1492

PRINT " CRs0O 2av
GOTO 18224

IF I2xA THEr 978
IF T24A THEM 9948
LET R@=3

FETUR

LET Ria=1

RETLRM

LET =a=2

RETURM

FRINT “EL UALGR MO ES CORRECTOH
EMHD



