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This paper shows the statistics that define the likelihood ratio tests about the
mean of a k-dimensional normal population, when the hypotheses to test are
Ho: 0=0; HY: 9e14s; Hi: 0e7; Hy: 0 R*, being 7 a closed and poliedric
convex cone in R¥, and 7, the minima dimension face in 7.

It is proved that the obtained statistics distributions are certain combina-
tions of chi-squared distributions, when § = 0.

At last, it is proved that the power functions of the tests satisfy some desira-
ble properties. '

1. INTRODUCCION

Sea X una v.a. k-dimensional, Nk (6, A), con A conocida no singular,
yseat={0: Ci0 >0, i=1,2,...,p} (p> k) un cono convexo po-
liédrico y cerrado de R¥. Dado un conjunto M C {1,2,...,p} llama-
remos cara 7y de 7 al conjunto {0: Ci0 =0, ieM Ci0>0,
ie M} y denotaremos por Ls al subespacio asociado a la cara 7. La
dimensién de la cara 7as supuesta no vacia, esta definida por dim Ly,
de forma que la cara de menor dimension de 7es 7 = {6: Ci0 =0,
i=12,...,p}, ysidimL, =0 entonces 75 = {0}.
(*) Recibido, Julio, 1982
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Sea 6 el E.M.V. para 0 bajo 7.

Llamaremos Ry a la region de R* tal que si X € Ry entonces 0 € 7y
(supuesta 7 no vacia). Es evidente que las regiones Ras definen una
particion de R*. .

Se puede obtener facilmente que si X € Ry, entonces 8 es la proyec-
cién de X, segiin la métrica que induce en R¥, A~ !, sobre el subespacio
L, ésto es = Py X con

Pu=1- ACu(CuACHM) " 'Clu

siendo Cp una matriz k£ X r formada por r vectores del conjunto
{C1, ..., Cm} que generan el subespacio ortogonal a L y son lineal-
mente independientes, lo que significa que dim Ly =k — r.

En las demostraciones de los teoremas que nos interesaran podremos
suponer sin pérdida de generalidad que r=m, de modo que
C1, C,, ..., Cnson linealmente independientes y generan el subespacio
ortogonal a L.

En los apartados que siguen obtendremos las distribuciones bajo
0 = 0 de tres estadisticos que definen otros tantos tests de razén de ve-
rosimilitud, y analizaremos algunas de sus propiedades, acerca de las
hipdtesis siguientes:

Hy: 0=0; H§: 6e71y; Hy: 0e1; Hy: 0

es cualquiera de R¥, y denotaremos por 6, y 8 a los E.M.V. para 6 bajo
H§ y H, respectivamente.

2. SOBRE LA FORMA DE LOS TESTS DE RAZON DE
VEROSIMILITUD

El T.R.V. para contrastar H§ contra H; — H§ rechaza H § para valores
grandes del estadistico 7¢; = —2In Ag; siendo \§; la razon de verosimi-
litudes, dado X, bajo H§y H,.
Es facil obtener que
TH=X-0YA"'X-0)-(X-0)yA"'(X-0)=
=@ —0°%A"'@ - 0% +2(X —OYA~ (O — 6°).

Ahora bien, 0 € Ly para cierto M C {1,2,...,p]) de forma que 7a es
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no vacia y por tanto Ly C Las con lo cual (§ — 8°) € Lar. Pero X'y 6 son
los E.M.V. para 0 bajo H, y bajo H; respectivamente luego minimizan
la funcién cuadratica

(X -0YA~(X—0) sobre R*

y sobre Ly respectivamente, luego X — 8 es A~ ' conjugado de L, y
en particular de 8 — 6°.
Por tanto,

T8 =@ — 0oyA™'(6 - 6°).
Obviamente para contrastar Hp contra H; — Ho obtenemos
To1 = 6'A7 6.

Para contrastar H; contra H> — H; mediante el T.R.V. se obtiene el es-
tadistico )

T2 = (X — OYA~'(X - ).

Podemos por tanto enunciar el siguiente resultado general:

«Si el E.IM.V. de 6 bajo la hipdtesis nula, se obtiene ‘‘proyectando’’
el E.M.V. § para 0 sin restricciones sobre un subespacio contenido en
el subespacio sobre el que hay que proyectar § para obtener el E.M.V.
para 0 bajo la hipdtesis alternativa, entonces el estadistico que define
el T.R.V. viene definido por la distancia entre los E.M.V. para 0 bajo
ambas hipotesis.»

En el caso de k poblaciones normales independientes la matriz A es
diagonal con elementos w; > 0y los estadisticos que se obtienen son su-
mas de cuadrados con pesos w;, estadisticos utilizados por Barlow y
otros (1972) para problemas de ordenes parciales sobre los elementos
de 6, y por Salvador B. (1979) para problemas en los que atin estando
las restricciones definidas por un cilindro poliédrico, en el momento de
plantear el contraste de hipdtesis se imponen condiciones tales que las
restricciones anteriores se reducen a un cono de orden parcial en que
la hipétesis nula es la cara 74, y es por ésto por lo que también alli el
estadistico es una suma de cuadrados.
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3. DISTRIBUCION DE LOS T.R.V. BAJO Ho: 0 =0

Bajo Hop: 0 = 0 obtendremos la distribucion de los estadisticos To1, 781
y T2 mediante los siguientes teoremas cuya demostracion detallaremos
a continuacion.

Teorema 3.1. La distribucion de Ty; bajo Hp es

P(Ta=20= 3 P(x}-#me>Po(X €Ru).
Mc{1,2,..., pl

Teorema 3.2. Si dim L, = kK — r entonces bajo Hp
Py(T&H >1) = > P(x}- #mc)Po(X€Ry)  sit>0
McCi{l,2,..., p)

Po(T3 = 0) = Po(X € Ry).

Teorema 3.3. Bajo Hp
Po(Ti2>1t) = >, P(x%mc 2 t)P(X€Ry) sit>0
Mci{l,2,..., p
Py(T12=0)=Po(X€ERy,s,..., pl)-

Estos resultados generalizan los obtenidos por Barlow y otros (1972)
cap. 3, Salvador B. (1979) cap. 2 y 3 y Kudo (1963), asi como los de
Robertson y Wegman (1978) en lo que se refiere a la distribucion nor-
mal, extendiendo los contrastes estudiados en dichos trabajos a situa-
cién bastante mas generales y recogiendo en éstas el hecho comin de
que la distribucion del T.R.V. es una combinacién de distribuciones
chi-cuadrado.

Antes de pasar a las demostraciones daremos el siguiente lema.

Lema 3.4. Sea 7= {Cix>0, i=1,2,...,p} un cono convexo
poliédrico cerrado de R* de modo que Po(X € 7) > 0.
Entonces

PoX'A'X>t; CiX3>0)=Py(X'A~'X > )Po(CiX > 0)

DEMOSTRACION. Sea Y = AX de modo que bajof = 0, Y = Nx(0, I).
PiX'A\ 'X>CiX20)=Py(Y'Y>1t;CIA'Y>0)



Efectuando ahora la transformacion de Y a coordenadas polares
(o, €1, ..., k1) donde p = y’y, se obtiene inmediatamente el resulta-
do, dada la independencia entre p y los angulos §; (véase Kendall I,
pag. 247, 1969), y dado que las restricciones lineales que definen 7 solo
son funcién.de ¢;, i=1,2,...,k— 1.

Este lema es una generalizacion del lema 3.2. de Kudo (1963), por
cuanto es aplicable a una normal cualquiera no singular y a cualquier
cono convexo poliédrico y cerrado de Rk,

4. DEMOSTRACIONES

Se reducen a probar en cada caso que

P(T>t/XeRu)=PKx*>1).

DEMOSTRACION del Teorema 3.1. Sea C una matriz k X k no singu-
lar particionada en la forma

Y=CX— Ni(p,I') con p = C8 y I' = CAC' no singular. Por la inva-
riancia de la estimacion maximo verosimil frente a transformaciones li-
neales cuando las restricciones son también lineales (Menéndez, J. A.
(1982), se deduce que z=CH es el EM.V. para p cuando
pe{CiC w20, i=1,2,...,p}.

De esta forma

Po(Tor 2 t/X€Ru) = Po(gT " 'a > t/pi =0,
ieMS CiC~'i>0, ieM)

Pero i es la proyeccién, segun I' ™!, de Y sobre el subespacio
Lir= {p/ni=0, ieM), ésto es g = P¥ y siendo facil comprobar
que
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y ' mxm.

Asi podemos asegurar que g — Ni(P#ru, P#I P31), distribucion nor-
mal k-dimensional singular de rango k — m.

Si llamamos par al subvector de g formado por sus & — m tltimas
componentes se deduce que bajo Hojar = Nk -m(0,T'22.1) con 'z =
=Ty — I';iT'11 T2 no singular.

Por otraparte C;iC~ 'n (i = 1,2, ..., p) bajo Ry se reducen a una cier-
ta combinacion lineal de s6lo las componentes de ja(C;C~ i = bljim,
i=1,2,...,p con ciertos b;).

Ademas e L} y particionando I" ™!

* N X
't - T'h

Iy, - I%

resulta que cuando X' € Ry Toy = ;IMF?Z/IM, forma cuadratica definida
positiva de rango k — m.

En consecuencia podemos escribir en virtud de las consideraciones
anteriores

Po(Toy = t/X € Rm) = Po(pmTSapiss 2 t/bippe > 0, i€ M)
De la expresion de la matriz I' particionada inversa se deduce que
I'nh=T%
y como
rang(l'%I22.1) = kK — m,
segiin 3b.4.8 de Rao (1972) se verifica que
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iuThiam— xk-m bajo Hp

Basta aplicar el lema 3.4 a la expresion anterior de la probabilidad con-
dicional para obtener el resultado.

DEMOSTRACION del Teorema 3.2. Supongamos que dim L, =d > 0.

Sirang(Ci, . . ., Cp) = rentonces d = k — ry sin pérdida de generali-
dad podemos suponer que C;, Cs, . . ., Crson linealmente independien-
tes y que generan el subespacio ortogonal a L.

Sea

C= C: kxk no singular.

.
.........

Sea Y = CX de modo que Y= Ni(pu, ') donde p = COy I' = CAC’ es
k X k no singular.
Si llamamos j al E.M.V. para g cuando per = {(CiC~ x>0,

i=1,2,...,p} y u® al EM.V. para x cuando p € 73, se verifica que
Po(T*o1 2 t/X € Ru) = Po((i — p°)T " — ) 2 t/i = 0, ieM";
>0, j=m+1,...,r; CiC'i>0; i=r+1,...,p).

Sea T una matriz k X k triangular no singular tal que 7T'T’ = I. (Para
su construccion puede verse por ejempio Anderson (1958).

Si Z = TY entonces Z — Ni(r,I) con 7= Tp.

Sear** = (C/C™'T " 'r20, i=1,2,...,p}.Si®=Tu'ly7=Tu
son los E.M.V. para 7 bajo 7§* y 7* respectivamente, entonces

T =7 - G- ).
La condicion X € Ry viene definida por

=0, ieM Ti't>0, i=m+1,...,r
CiC™'T"'s>0, i=r+1,...,,p.

Pero 7 es la proyeccion ortogonal, bajo § = 0, de Z sobre el subespa-
cio definido por Z; = 0, i e M, cuando X € Rus, luego 7= (0,...,0
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Zm+1,--..,2Zk) y andlogamente 7° = (0,...,0, Z,i1,...,2Zk) y por
tanto bajo la condiciéon X € Ry y cuando 6 = 0,

r
Tgl = Z th—"’ X%—mo
i=m+1
Por otra parte si particionamos
Ai=CiC™'T 'segin Ai=(4) : Al - AD,i=r+1,...,p, de

modo que A?son las m primeras componentes de A;, A} las r — m si-
guientes y A?las k — r tltimas, entonces cuando 7: = 0, i € M©

Zm+l Zr+l
Z, Zx
pero
Zr+l
A | =cect'TT =0 i=r+1,...,p
Zy

por definicién de 7°, luego bajo X € Ru

Zm+1
cicT't ' =4}
-\ z
y por tanto la condicién C;C~'T"'7>0,i=r+1,...,p, es funcién
de las variables Zm +1, ..., Z:.

Analogamente por ser T~ ! triangular, cuando 7; = 0, i e M*, las
¢ondiciones T; '7>0, i=m + 1,...,r son restricciones lineales en
las variables Zm+1,...,2Z,.

En consecuencia la aplicacion del lema 3.4 permite obtener el teore-
ma 3.2.

Omitiremos la demostracion del teorema 3.3. dado que se obtiene
con el mismo método empleado para demostrar el 3.2.

DiISTRIBUCION conjunta de T§; y T12. La matriz C definida en la an-
terior demostracion al teorema 3.2 también podria ser utilizada para
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obtener la distribucion de 712, de forma que la matriz I' fuera la mis-
ma, lo cual significaria que podriamos utilizar la matriz 7T triangular
en ambos casos.

De esta forma, cuando X € Ry, y como resultado de efectuar las
transformaciones C y T, obtendriamos

TH= >, Zk Ti= Y, Z}

i=m+1 i=1

Entonces

Py(T8 > t'; lezt”/XeRM)=Po< > Zizt; N Zizt"/
i=m+1 i=

Zm+l
/Zi<0, ieM Al| - | >0, i=r+1,...,p

Z,

~
I

= P(X?-m = U)P(xm = 1")

y podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 4.5.

P(T§=t; Tip>t")=

= e 2 lP(xf_ sage 3 PP ape = 1")Po(X € Rug).
22,0, D

Ademas bajo X € Ry queda probado que los estadisticos T3 y T2 son
independientes cuando 6 = 0.

5. PROPIEDADES DE LOS T.R.V.

Esta ultima seccidn la dedicaremos a probar ciertas propiedades de los
T.R.V. anteriormente expuestos y que desde luego han de ser exigidas
a cualquier test propuesto para los contrastes anteriores.

Teorema 5.1. La potencia del T.R.V. definido por T§ tiende hacia

uno uniformemente en 6 € 7 cuando (6 — 8*)'A~'(§ — 6*) — o, siendo
6* la proyeccion, segin A~ ', de 6 sobre 7.
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DEMOSTRACION. Sea # cualquiera fijado de 7. Hemos de probar que fi-
jado e > 0, existe M independiente de 8 tal que si (§ — 0*)A~'(0 — 6*) >
= M entonces Po(T31 >1)> 1 —e.

Sea T, = (X — 0°YA~'(X - 6°) — (X — YA~ (X — 6). Teniendo en
cuenta la primera expresion de 7§ obtenida en (2) y dado que 8 es el
E.M.V. para 6 bajo 7, se deduce que T§ > T, luego cualquiera que sea
fer,

Po(T§i > 1) = Po(T, > t) VL.

Bajo 0, (X — YA~ (X — 0) > x%, distribucién independiente de 6, lue-
go el problema estara resuelto si demostramos que dado e > 0, existe
M(e) tal que si

O@-0*YA"O-0Y>M
entonces
Po(X —0YA" "X -0%>0)>1 -

SiCy, ..., Crsonlos vectores definidos en la demostracion del teore-
ma 3.2, dado que §° € L, se verificaque Ci0° =0, i=1,2,...,r. Sea
Z =TCX, con Cy T las matrices utilizadas en dicha demostracion.

Entonces Z — Ni (7, I) con 7 = TCH. Ademas 7° = TCH° verifica que

=0, i=12,...,r;, =2, i=r+1,.. k.
Por consiguiente,

Po((X — YA ' X -0 >1)=P((Z-YZ-)>1t)=
= PT< > Zi> t)

i=1
Bajo 7,
> ZE - xEN)

i=1

con parametro de descentralidad
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Por otra parte dado 7 cualquiera de 7*, 7 = (71, . . . , 7¢)’, Su proyeccion
ortogonal 7* sobre Ly es 7*=(0,...,0, 7r+1,...,7k) luego

O —0*YA~'(0 — 0%) = (1 — 1*)(r— 1) = Z 7=\
i=1

La funcién de distribucién F (¢; r, \) de una x2(\) es decreciente en \ pa-
ra t, k fijados y ademas

F(t;r,\)=>0 si N—oo.
En consecuencia fijado € > 0 3M(e) tal que si A > M entonces,
r
P,(Z Z%>t>> 1-—e
i=1
y tenemos la demostracion buscada.

Teorema 5.2. La potencia del T.R.V. To; tiende hacia uno unifor-
memente en 0 € 7 cuando §’A ' > .

DEMOSTRACION. Aunque algo mas sencilla que la demostracion del
teorema 5.1, sigue una linea paralela, por lo que la omitiremos.

Teorema 5.3. El nivel de significacion del T.R.V. definido por Ti;
es Po(T12 > t).

DEMOSTRACION. Sea fp cualquiera fijado de 7. Sea 6 la proyeccion,
segin A~ ', de X — fpsobre 7, ysea T = (X — 0 — Bo)’A ™~ '(X — 6o — 6).
6o + 0o € 7 luego dado que f es el E.M.V. para 6 bajo 7y dada la expre-
sién de T;; obtenida en (2) se deduce que T, < T, luego

Poo(T12 > 1) < Poo(T > 1)

Por otra parte, ya que bajo 6, X — 6o — Nk (0, A) se demuestra facil-
mente que

Poo(T > t) = Po(T12 > 1).
Por tanto, hemos demostrado que ya que 9° es cualquiera de 7

Po(Ti2> 1) < Po(T12> 1) vler
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y queda probado el teorema.

Teorema 5.4. La potencia del T.R.V. definido por T3, tiende hacia
uno uniformemente en 0 si (§ — §*)A~'(§ — 6*) = o, siendo §* el pun-
to de R* que hace minima la funcién

©—6*YA"'(0—-0* en O*er.

DEMOSTRACION. Sea E(6;7) = {xe R*: (x — 0)A~'(x — ) < r}. Ba-
jo 8, X = Nk(0, A) luego Py(X € E(0; r)) es una funcidn creciente en r,
de modo que Py (X € E(0; r)) — 1 si r = oo cualquiera que sea 6 fijados
de R*.

Sean \j, \2, . . ., A« los valores propios de A, y sea Amin = min (\y, . .
...,A). Entonces el semieje mayor principal del elipsoide
(x — 0YA™'(x — ) = ¢ tiene una longitud / = (¢ - Amin)"">.

Fijado € > 0, existe r(e) > 0 tal que Po(XeE@;r(e)) =1 —¢, y la
longitud del semieje mayor del elipsoide que cierra la regiéon E(0; r(e))
es I' = (r(emin)"/.

Sea 0 cualquiera fijado de R* tal que (§ — 6*)(0 — 6*) >+ I'. En-
tonces cualquiera que sea ¢

{T2a21) C {XEE@®;r(e))
luego, .
Po(Ti2 < 1) S Po(X € E(6;7(e))) = €
y se deduce el resultado buscado ya que la condicion
@ —0*y@—0*) =1+
es equivalente a que
O —0%A'O — %) =1+ r(e).

La cota / + I' o bien ¢ + r(e) solo depende de ¢, para nada de 6, lo
que significa la uniformidad de la convergencia anterior.

Dado que {712 =0} C {T)2 <t} vt > 0 se deduce de la demostra-
cion anterior que Pg(T12 = 0) < e y en consecuencia también se de-
muestra que
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Po(T12=0)—0 si (0 —0*YA"'(6 - 6*)— .
Teorema 5.5. Si Po(X € 7) > 0 entonces cualquiera que sea t > 0 se
verifica que

inf Po(T12>1t) =0.

det

DEMOSTRACION. Sea 6p un punto interior de 7. Por hipdtesis existe
una esfera B abierta contenida en 7 y centrada en 6.

Sea c(fp) un numero real positivo fijado de forma que B contiene a
la region

E(f0) = (x: (x — 60)A™'(x — 60) < c(80)}.

Sea E(f) un sistema de elipsoides homotéticos de E(fp), ésto es con
0 = Nbg, A > 0.
Sea 7° el cono convexo y cerrado generado por el sistema E(6).
Sif e {0 = N} es evidente que Py(X € E(f)) es una funcidn creciente
en \, ya que si A’ <\ entonces c(\'6p) < c¢(\"6¢) y por tanto

Pygo(X € E(N6o)) < Proo(X € E(N"00)).
Ademas c(\g) = o si A — o y por consiguiente
Proo(X € E(NGg)) > 1 si N— oo,
Ahora bien si ¢ > 0, cualquiera que sea A > 0

{Ti2 >t} C {X€EM\Oy)}, luego cualquiera que sea § = Ny se verifica
que v >0

Po(T12> t)->0 si A— o,

y queda asi probado el teorema.
Evidentemente se deduce de igual forma que

sup Po(T12 = 0) = 1.

ber

Teorema 5.6. Si 6', 0" satisfacen que §” — 6’ € 7, entonces

Po (T2 > t) < Py(Thi2 > t).
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DEMOSTRACION. Sea §° =" — 0’ € 7, y sea 7° el conjunto convexo y
cerrado obtenido al trasladar el cono 7 segtin 6°, ésto es

0= {6: =0°+0*% vo*er).

Puesto que °er, °C 7.
_Sea 6 el E.]M.V. para 0 bajo 7y #° bajo 7°; ya que 6° € 7 y por ser
6 el E.M.V. bajo 7 se cumple que 71> < (X — 8%A~ (X — 6%, luego

Po(Ti2> 1) S Po((X — YA (X - 8% > 1) =
=Py (X —6° — (8° — 609)YA~ (X —0° - (8° - 0%) > 1)

Bajo 6", X = Ni(6”, A) luego X — 0° = Ni(8’, A) y ademas 6° — 6° es
la proyeccion, segiin A~ ', de X — 6% sobre 7. Por tanto podemos ase-
gurar que

Po(T12> 1) S Po((X — YA ' (X - 0) > 1) = Pe(T12> t)

como queriamos demostrar.
Este ultimo teorema asegura que la funcién potencia de T}, verifica
una cierta monotonia.
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