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Resumen

Se introduce el concepto general de medida de inquietud (o medida de
incertidumbre cualitativo-cuantitativa) sobre una clase de esquemas
dobles de probabilidades y utilidades; y se estudian algunas de sus pro-
piedades: invariancia, componibilidad, etc. Finaliza el trabajo con la
caracterizacion de una clase particular de medidas.

Summary

We introduce the general concept of unquietness measure (or
quantitative-qualitative measure of uncertainty) over a class of double
schemas of probabilities and utilities. Later, we will refer to several
properties of these measures: invariance, componibility, etc. Finally,
we establish a characterization of a kind of measures.

Palabras clave. Medida de inquietud, funcién de inquietud, medidas
restringibles, medidas componibles, medidas invariantes y medidas
idempotentes.

(*) Recibido. Marzo. 1982
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1. INTRODUCCION

Ha transcurrido bastante tiempo desde que A. M. YaGgLom e [. M. Ya-
cLoM (13) sefialaron que la medida de la incertidumbre propuesta por
C. E. SuHANNON (11) no porporcionaba resultados satisfactorios cuan-
do los sucesos de un sistema aleatorizado tienen diferente utilidad. Asi,
tomando un ejemplo citado por P. A. GiL (7), es generalmente admiti-
do que nadie siente la misma «incertidumbre» frente a un viaje por una
carretera en la que la probabilidad de accidente es 0,28, que frente al
mismo viaje por una carretera en la que dicha probabilidad es 0,72. Y,
sin embargo, la entropia es la misma en ambos casos. Ello se debe a
que en tales situaciones se producen dos sensaciones distintas; por una
parte la que denominamos incertidumbre ante el resultado, que depen-
de exclusivamente del sistema probabilistico; y por otro lado la que de-
nominaremos inquietud, que depende de las probabilidades de los su-
cesos y de los sucesos en si, a través de su utilidad. Nos encontramos,
por tanto, ante una de las posibles concepciones de la teoria mixta de
la informacion introducida por J. AczeL y Z. Daroczy (1).

Es este contexto se han desarrollado diversos trabajos: M. BELIS Y
S. Guiasu (2), P. A. GiL (6), G. LonGo (9), M. A. GiL (5), B. D. SHAR-
MA, J. MITTER y M. MoHAN (12), B. BoucHon (3), entre otros.

Nuestro objetivo es dar una teoria general axiomatica de las medidas
de inquietud, de forma en cierto modo paralela a la teoria axiomatica
de las medidas de informacion establecida en trabajos de B. FORTE (4),
J. KampPE DE FERIET (8) y J. LosreLp (10), entre otros.

Supondremos, como condicion previa, que el observador tiene capa-
cidad suficiente para asociar a cada suceso que pueda presentarse en
cualquier experiencia un nimero real que refleje la satisfaccion (o insa-
tisfaccion) que le produce la aparicion de ese suceso. A esta valoracion
real se le denomina en lo sucesivo «utilidad». Una situacion de indife-
rencia ante el resultado se traduce en un conjunto de utilidades iguales
para éstos y en este caso no existe inquietud, independientemente del
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valor asignado a las utilidades. Es obvio, asi mismo, que la inquietud
aparece so6lo en experimentos de resultado incierto, puesto que aunque
existan preferencias entre los resultados, dicha sensacién desaparece si
el resultado es conocido de antemano.

Siguiendo con la concepcion que de las medidas de informacion tiene
J. LosreLD (10). entenderemos, fundamentalmente, las medidas de in-
quietud como funciones reales mondtonas respecto a un preorden esta-
blecido sobre una clase de experiencias.

Sea A una experiencia cualquiera cuyo conjunto de resultados es
lai, a2, ...,an}. Sea p; la probabilidad de aparicion del resultado a;,
y sea u; su utilidad. Abreviadamente, representaremos el experimento
A por medio del campo triple:

al az “ e an

n
P1 D> ... pnl donde E pi=1
Uy Uz ... Un =1

Sea @ una clase de experiencias y sea U la clase de los campos triples
asociados a las experiencias de @.

Si se tiene en cuenta que la inquietud es sustancialmente subjetiva
pues depende de las utilidades, que son evaluadas por el observador,
no parece que haya otra posibilidad razonable mas que considerar so-
bre U el preorden dado por la preferencia personal. En un ambito de
mayor generalidad, incluso puede establecerse este preorden de prefen-
cia sin necesidad de recurrir a la valoraci6n de la utilidad de los resulta-
dos que es una operacion no siempre sencilla si las consecuencias de los
experimentos tiene una estructura compleja o cualitativa. Sin embargo,
no nos ocupamos de este caso ya que careceriamos de un minimo apa-
rato matematico que nos condujera a resultados interesantes.

En definitiva, lo que se pretende es, al igual que ocurre con las medi-
das de informacion, comparar situaciones dispares a través de una apli-
cacion real que respeta una preordenacion establecida a priori entre ex-
periencias inequivocamente comparables.

2. UN ORDEN PARCIAL RAZONABLE SOBRE U

Dedicaremos este apartado a la definicidon de una relacion binaria de
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orden parcial sobre U que parece natural admitir. Hacemos previa-
mente unas consideraciones que justifican su introducion.

La inquietud, segun se ha indicado, surge como consecuencia de la
incertidumbre y de la dispersion que presenten las utilidades. El orden
parcial que a continuacion se define es una forma particular de compa-
rar, a priori, las experiencias de acuerdo con la dispersion citada. Para
ello se considera, en primer lugar, un «valor tipico» de cada experien-
cia —al que llamaremos origen— obtenido en funcién de las probabili-
dades y las utilidades. Después se define una medida del «distancia-
miento» existente entre la utilidad de cada resultado y el origen, obte-
niéndose un nuevo campo denominado de utilidades relativas o
«autoinquietudes».

Definicion 2.1. Diremos que una funcidn real u definida sobre ‘U es
una funcion de origen, si cumple:

min*(uy, Uz, ..., Un) < p(U) < max*(uy, Uz, . . ., Un) )

para todo campo U de U, donde min*(uy,u2,...,un) y
max*(uy, uz, . . . , Un) SON, respectivamente, los valores minimo y maxi-
mo del subconjunto de {u, uz, . .., u,} formado por las utilidades cu-
yo valor p; asociado es distinto de cero.

Se dice que una funcién de origen es simétrica si se cumple:

a a ... (Qn ary arey ... Qo
WPy P2 ... Pn| =p|Dry Pr» --- Drw (2)
Uy Uz e Un Ur1y UrQ) e Urn)

donde r es una permutacidon cualquiera sobre el conjunto
{1,2,...,n}, si ambos campos pertenecen a U.
Se dice que una funcion de origen es expansible si se verifica:

ai @ ... a, & & ... d ... 4 & ... 4
A2 Z T T - A S S (S
u, Uy Uuj Uy Uy ... 175) Un Up Up
al' a' ... akl e a? ... @ ... 4" a ... ai
=ulp b3t ... bt PP oPE . P o Pt P i 3)
U, IZ Ui U U Uz Un Uy Upy
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cuando ambos campos pertenecen a U y se cumple:

o= D, pi donde Bi’,B#,...,Bi,
ieB,
forman una particion del conjunto {1,2,...,js} y donde
s=1,2,...,n.
Se dice que una funcion de origen es expansible respecto a las proba-
bilidades si cumple:

a, a ... dap a, a ... Qn An+1
p\pr P2 ... Pn|=p\Pr P2 ... pn O 4
lel U Un Uy U Un Up+

siendo ambos campos pertenecientes a U.

2.2 Definicién. Sea D\, \ € IR, una funcién real con dominio en IR.
Diremos que Dy es una funcidon de AUTOINQUIETUD (0O UTILIDAD RELATI-
vA) respecto de N, si satisface:

a) D\(\) =0 vielR (5)
b) Si N\; < \2 <\, entonces |Dy(\1)| = |Da(\2)] ©)
Si A{ > N3 =\, entonces |Dy(\)| = |Da(NS)|

cualesquiera que sean A\;, A2, N\, \5 € IR.
Sea

(al > ... Qn

U=:p1 D2 ... Dn

T

un campo de U. Sea T. Sea A = u(U). Si Dy es una funcion de autoin-
quietud respecto de \, al valor v; = D\(u)), i = 1,2,...,n, se le deno-
mina autoinquietud correspondiente a a; respecto de D, y u.
Designaremos por V., p, a la clase de campos triples de autoinquie-
tudes que se generan a partir de U por medio de u y de Dy. Es decir:

‘@ a ... an
V=1\|pr p» ... Dn pertenece a V(, p, si existe en U un
Vi Va P Vn campo



al a2 o an
U= |p1 p» ... pn| talquewU)=Nyvi=Di(u).
Uy U e Un

Fijada la funcién origen p, sea A el conjunto de los origenes asocia-
dos a los campos de U. Sea A un elemento cualquiera de A y sea Dy
una funcién de autoinquietud respecto de \. Sean U, y U, dos campos
de U. Diremos que Ui < (., by Uz si y sélo si se cumple una de las dos
condiciones siguientes:

a) Dy(u) < Dn(uf), i=1,2,...,n,donde Ny = w(U1), \2 = w(U2) y
Uiy U, de la forma:

a a an ai a; ... ap
Ul: pr D2 L Dn y U2= Dy D2 Dn
Uy Uz ... Uy i us ... U
0 bien
b) maxu; <minuj, i=1,2,...,n, j=12,...,m;
i J
cuando:
a a ... an ai a3 ... am
U=|pr p2 ... pa|l vy U= |p\ P> ... Dnl
Uy Uz ... Un Ui us ... Um

3. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DE ORIGEN Y DE
AUTOINQUIETUD

3.1 Definicion. Sea p una funcion de origen sobre ‘U. Diremos que
u es homogénea si:
wUy) =6-ulz) VvBEIR, B#0,

cuando U, y U, son dos campos de U de la forma:

a, a ... an ai  a; ... a;
U =|p1 p2 ... Dn U= | p D2 . Pn
Uy Uz ... Up Buy Bux ... Pup



3.2 Definicion. Sea x una funcion de origen sobre U. Diremos que
u es traslativa si:

w(U)) =w(U2) +a  Va€lR

cuando U, y U, son dos campos de U de la forma:

a ap an a az an
U=1|p1 p ... Dn U, = D1 D2 Dn
Uy Uy ... Unp uyt+ta U+a ... Ut

3.3 Definicion. Sea Dy, \ € IR, una funcion de autoinquietud. Dire-
mos que es invariante frente a homotecias, si:

D\(u) = Dr-pu-B) VBEIR, B#0

3.4 Definicion. Sea Dy, \ € IR, una funcién de autoinquietud. Dire-
mos que es invariante frente a traslaciones si:

Dy(u) = Dr+o(u + o) va € R

3.5 Proposicion. Es condicion necesaria y suficiente para que D,
N\ € IR, sea invariante frente a homotecias que se cumpla:

Di(u) = flu/N) SiN#0 y
Dy(u)=c s_i \ = 0; (c = constante),

donde f es una funcion real que satisface las condiciones:
S(1) =0; [f(x)| es creciente para x > 1 y decreciente para x < 1.
La demostracion es inmediata a partir de la cadena de igualdades:

Dy(u) = Dax(u/N) = Di(u/N) = flu/N)

3.6 Proposicion. Es condicion necesaria y suficiente para que D,
\ € IR, sea invariante frente a traslaciones que se verifique:

D(u) = g(u —N)

donde g es una funcion real que satisface las condiciones: g(0) = 0;
|g(x)| creciente para x > 0 y g(x) decreciente para x < 0.
La proposicion se comprueba facilmente si se tiene en cuenta que:

D) = Dy — N) = Do(u — N) = g(u — \)



4. AXIOMATIZACION DE LAS MEDIDAS DE INQUIETUD

Sea U una clase de campos y < un preorden sobre ‘U. Llamaremos ME-
DIDA DE INQUIETUD sobre (U, <) a toda funcidn real L que satisfaga
las condiciones siguientes:

L
a) U—> R* 7
U——= LWU)
b) L es mondtona creciente respecto a <. (8)
¢) Si U es un campo de U de la forma
a a ... an
pl p2 o pn
u u ... Uu
entonces se cumple: L(U) =0 C))
d) Si U es un campo de U de la forma:
a a ve. Qi ... Qn
uv=4(0 0 ... 1 ... O
Uy, U2 ... Ui ... Un
se verifica:
LWU)=0 (10)
e) L satisface la misma condicidén de simetria que las funciones de ori-
gen. 2.1.(2). (11)
f) L satisface la misma condicién de expansibilidad respecto a las utili-
dades que las funciones de origen. 2.1.(3). (12)

g) Asimismo, L también debe satisfacer la misma condicion de expan-
sibilidad respecto a las probabilidades que las funciones de origen.
2.1.(3). (13)
Nota. Después de la axiomatizacion que se ha establecido, se observa que la inquietud
depende sélo del campo doble de probabilidades y utilidades, por lo que, en lo sucesi-

vo, omitiremos en los campos la fila que corresponde a los resultados de la experiéncia,
siempre que ello no provoque alguna confusion.



5. ALGUNOS EJEMPLOS DE FUNCIONES DE ORIGEN, DE
AUTOINQUIETUD Y DE MEDIDAS DE INQUIETUD

5.1 Ejemplo. Dado un campo U cualquiera perteneciente a ‘U:

a a ...
U= |p1 p» ... Dn
Uy Uz ... Up

la funcidon uw(U) = >.i= piu; define una funcion de origen que verifica
las propiedades 2.1.(2), 2.1.(3) y 2.1.(4).

5.2 Ejemplo. Las funciones w(U) =max}u; y p'(U) = minf u;,
donde max* y min* son las funciones definidas en 2.1.(1), también son
de origen y verifican asi mismo las propiedades 2.1.(2), 2.1.(3) y 2.1.(4)

5.3 Ejemplo. Asi mismo, las funciones media aritmética y media
geométrica del conjunto de utilidades cuya probabilidad es no nula, de-
finen funciones de origen que satisfacen 2.1.(2), 2.1.(3) y 2.1.(4). La
mediana de este conjunto de utilidades define otra funcidn de origen
que, sin embargo, no cumple la condicion 2.1.(3).

5.4 Ejemplo. La funcién Di(u:) = log(ui/N\), donde \ = > /-1 piui,
define una funcidén de autoinquietud que, segun 3.5., es invariante
frente a homotecias. '

5.5 Ejemplo. La funcién D\(u;) = (ui — N\)®, es una funcién de
autoinquietud invariante, por 3.6., frente a traslaciones.

5.6 Ejemplo. Propuesto en ([5]).
La funcion

LW) = - X pilog =

i=1 Zn— l ili
define una medida de inquietud respecto al preorden establecido en el
apartado 2.

5.7 Ejemplo. Propuesto en ([5]).
La funcién
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n n 2
LU) = > pi<ui - Z piui>

i=1 i=1

define otra medida de inquietud respecto al mismo preorden.

6. PROPIEDADES DE LAS MEDIDAS DE INQUIETUD

6.1 Propiedad. Sea L una medida de inquietud sobre (U, <) v sean
p vy Dy funciones de origen y autoinquietud, respectivamente. Sca
Vi, py) la clase de campos de autoinquietud asociada a ‘UL por medio
de w'y Dy.

Diremos que L es RESTRINGIBLE a V,, p,) Si existe una aplicacion M
de V(,,py en IR*, tal que L = M o h, siendo 4 la aplicacion determi-
nada por u y por D) que asocia a cada elemento de U su correspondien-
te en V., py, segun se ha explicado.

6.2 Propiedad. Diremos que la medida L definida sobre (U, <) es
invariante frente a traslaciones, si verifica:

Lo e[ P P e
Uy Uz ... Un Uuitoa Uw+a ... Ut

si ambos campos pertenecen a U.

6.3. Propiedad. Diremos que la medida L definida sobre (U, <) es
invariante frente a homotecias, si:

L[pl D o... p"J=L(;I P2 p"] VBEIR,3#0

U Uz ... Up uy Buy ... LBu,
sin ambos campos pertenecen a U.
6.4. Proposicion. Si la funcion y es traslativa, D es invariante fren-
te a traslaciones y L es restringible, entonces L es invariante frente a

traslaciones.
Inmediato.

6.5. Proposicion. Si la funcion p es homogénea, D\ es invariante



Jrente a homotecias y L es restringible, entonces L es invariante frente
a homotecias.
Inmediato.

6.6. Propiedad. Sea L una medida de inquietud sobre (U, <), res-
tringible respecto a las funciones u y Dy. Sea M su funcion asociada.
Diremos que M es idempotente, si:

M[m p2 ... pnj — Y
vV v ...
para todos los campos de V. p,) de este tipo, cualquiera que sea n.

6.7. Proposicion. Sea L una medida de inquietud sobre (U, <). Sea
~ la relacion de equivalencia sobre U definida del siguiente modo:

Dados U, y U, pertenecientes a U, diremos que son equivalentes, y
escribiremos U, ~ U, si y sdlo si se verifica L(U;) = L(Uy).

Sea U/ ~ el espacio cociente. Representaremos por U; a las clases de
WU/ ~. Sean, por otra parte, p y D\ funciones de origen y de autoin-
quietud, respectivamente, fijadas de antemano.

Es condicion necesaria y suficiente para que L sea restringible a
V. by que la aplicacion suprayectiva h determinada por p y por Dy, ve-
rifique:

h(if;) # h(di;) cualesquiera que sean los representantes ii; y fi; de dos
clases distintas U; y U; de U/ ~.

En efecto:

Si se cumple la condicidn de la hipotesis, la funcion M definida para
todo V de V., b, por:

MV) = L(U), donde U es un elemento de U para el que cumple
h(U) = V, verifica L = M o h. Luego L es restringible.

Reciprocamente:

Supongamos, razonando por el absurdo, que existan dos represen-
tantes de clases distintas para los que se cumple: A(#Z;) = h(i;); entonces
se cumpliria M[h(i;))] = M[h(id))]. Es decir, que L(4;) = L(4)); y, por
tanto, #; y i pertenecerian a la misma clase, lo cual contradice la hipo-
tesis.



7. COMPONIBILIDAD DE LAS MEDIDAS DE INQUIETUD
RESTRINGIBLES

Sea “V una clase cualquiera de campos de autoinquietud. Definimos so-
bre V una operacion de composicién del siguiente modo:

Seanr,s€ [0, 1]|r + s = 1 y sean V, y V> dos elementos cualesquiera
de V, cuyos conjuntos de resultados son disjuntos, es decir:

_(p1 P2 ... Dn _(pt pi ... pm
Vi= [vl V2 ... v,,] V2= [v{ Vi v,’,,J

Llamaremos r-s-mixtura de Vi y V,, y lo representamos por
Viers V2, al esquema:

r r r s s s,

P1 pZ PR pn D1 pZ ... pm
r+s r+s r+s r+s r+s r+s
Vi 173 ... Vn Vi V3 e Vin

Con el fin de facilitar la nomenclatura, convenimos en representar por
ViNV, = ¢ el hecho de que estas dos experiencias posean conjuntos de
resultados que son disjuntos. Diremos que V' es una subexperiencia de

vV, »
v po(pm )
V Va2 ...

y escribiremos V' C V, si existe un subconjunto (i, i, ..., i} del
conjunto {1,2,...,n}, para el que se cumple:

Pi P Pin m

Vi=|lp p 7 p donde p= ) p;
j=1
Vi Viy Vi !

7.1. Definicién. Sea L una medida de inquietud sobre (U, <) res-

tringible a V,, p,). Sea M su funcién asociada. Diremos que M es com-
ponible, si verifica:

M (Vi Va) = Ylr, s, M(V1), M(V2))

donde ¥ es una funcion real no negativa con dominio en el conjunto
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e= [0, L)X yel0, 1, x +y < 1, t =MWV, z=M(V>),
VinVy = ¢, Vi, V2 € Vi, by}

En este caso diremos que L es componible.

7.2. Definicion. Puesto que la inquietud esta contenida en el valor
relativo de las utilidades, dedicaremos especial atencion a las funciones
definidas sobre los esquemas de utilidades relativas. Con este fin defi-
nimos las FUNCIONES DE INQUIETUD, para las que obtendremos
resultados interesantes.

Sea ‘W la clase de campos:

{<pl " pn) donde p;€[0,1], 3, pi=1,vi€ R,
Vi V2 ... Vn i=1

vi=1,2,...,n, vy vn=1,2,...}

Diremos que N es una funcion de inquietud, si verifica las condicio-

nes: N

a) W-—R* (14)
b)
Pr p2 ... Dn
N =0
<O 0o ... 0>
cualesquiera que sean los valores pi, p2, ..., Pn. (18)
C)
0 - -
N < 0 0 1 0 0> o
Vi V2 ... Vier 0 i ... v
cualesquiera que sean los numeros vi, V2, ..., Vi1, Vi+1s ..., Vn. (16)
d) 0
N(Pl p2 ... Pn>=N<P1 D2 ... Dn >
Vx Vz . e Vn V[ Vz e Vn Vn+]

cualesquiera que sean vy, v2,...,Vn, Vn+1. a7n
e)

N(P pto... Pt phpho... PR pnopho PR

Vi Vi ... Vi Va Va2 ... V2 cee Vo VoL Vn
Ji
= N<pl pr - p,,> donde pi= >, p¥, cualesquiera que
Vi V2 ... Wy K=1
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sean los valores que intervienen en los campos. (18)

£

N br p2 ... Pn) _ N pPray Pry .- .Dr(n)>
Vi Va2 ... Vn Vrc) Vr@)y - Vrn)
donde r es una permutacion cualquiera sobre el conjunto {1,2,...,n}

y cualesquiera que sean los valores que intervienen en los campos.(19)

Si sobre W se define una ley de composicion de mixtura de la misma
forma que antes, y en 7.1 se reemplaza V, p,) por W, obtenemos la
condicidon de componibilidad para las funciones de inquietud. Asi mis-
mo, diremos que una funcién de inquietud es idempotente si verifica
una propiedad analoga a la citada en 6.6.

7.3. Proposicion. Si N es una funcion de inquietud componible, en-
tonces la restriccion de N a los campos con n alternativas es una fun-
cion yn que depende de las variables p\,p, . ..,pn, N(,), N(,), . ..,
N{,). Es decir:

Py P2 ... Dn 1 1 |
N = V¥n ’ LIRS ] nsN 9N ,N
<v1 7N v,,) v <p| Pz P <V1> <V2> <Vn>>

En efecto:
Razonando por induccidn, consideremos n = 2.

Sea (1:1 €2> un elemento de W. Podemos escribir:
1 2

APIENG
<1:: 1:2) = <v1> (Pyp2) <v2> y, por tanto,
Pr D2 _ 1 1 i 1 | )
N<v1 V2> - '/’<p1,P2,N<vl>,N<VZ>> = <p1,P2,N<v1>,N<v2>>.

Supongamos cierto el teorema para campos con n — 1 alternativas.
Consideremos, entonces, un campo con » alternativas:

pl p2 .« .. pn
Vi V2 ... Vn



Podemos escribir:

e ) (Yt [ 5 %
Vi Va ... va)  \y P1s g P g P
Vi V2 V3

y, por tanto:

PL P2 ... Dn 1 P2 p3
— y 1 — , N , n— —— — s - N P
<V1 V) ... Vn> v ip P/ <V1> ¢ l<l—p1 1-m
DPn 13 1 1
, N ' N ,...,N< >> =
1 —py 123 V3 Vn
1 1 1
:lp" pl,pZ,---,pn,N ’N ""’N (20)
141 1%) Vn

7.4. Corolario. Si ademas de las condiciones impuestas en 7.3, N es
idempotente:

N(pl " pn>=‘l"l[plypZ:---,pn;vlsVZ”"’v"] (21)
Vi V2 ... Vp

7.5. Proposicion. Sea N una funcion de inquietud que cumple las
dos propiedades siguientes:

a) existe una funcion . continua respecto a todas sus variables, tal
que

p] pz oo pn
N = s Ps VI, V2, e ny,
<Vl Vo ... v"> Ynlp1, P2, Pn; V1, V2 Vnl

cualquiera que sea el campo de W y cualquiera que sea el valor
n=1,2,...
b) verifica la condicion de aditividad

N<px pr ... pn>+N<p:p3 p7>=
Vi Va2 ... VY Viva ... Vpn

N 4 D2 Dn
Vi+ Vi va+ Vi ... Vp+ Vg



cualesquiera que sean los campos

<p1 D2 ... Pn> y <P1 pf p?)de‘W,
Vi V2 ... VY Vi Va2 ... Vn

entonces se cumple.‘
N<p1 P2 ... pn>
Vi V2 ... Vn

donde c es una constante.

Yn(P1sD2s o« s Py Vi, V2, o ooy V) =

Il

c(pivi + pava+ ...+ DnVn)

En efecto:

Consideremos los campos de W

L R N A NI O N I pn>
0O ... 0 v 0 ... 0 0 ... 0 z 0 ... 0
entonces

\Ln(pl,---,pi—l,pi,pi+la-°~’pn;03°°"03 vi+Zi’Oa'--70) = ¢'I(pla"'
--,pi—l,pi,pi+l,---,pn;o,---,O,Vi,Oa---,O) + \bn(pl,-- s DPi-1,Di,
pi+1,--"pn;o;'-'aoazboa---)O)

0, lo que es lo mismo, en virtud de (18)
V2(pi, 1 — pis vi + 23, 0) = Y2(pi, 1 — pi; vi, 0) + Ya(pi, 1 — pi; i, 0)

Sea a(pi, x) = Y2(pi, 1 — pi; x, 0). De la igualdad anterior se sigue que
la funcidn « es aditiva respecto a la segunda variable. Puesto que y»
es continua, « también lo es y, por tanto, es homogénea respecto a di-
cha variable. Es decir

Va(pi, 1 — pi; x, 0) = api, X) = xa(pi, 1) = xe’ (pi).

donde a’(pi) = Y2(pi, 1 — pi; 1,0).
Por otro lado

‘//n(Pl,pZ,p% v ooy Pny Vi, V2, 0’ LR ,0) = ¢n(plap2!p3y <oy Pns
v1,0,0,...,0) + ¥n(p1, p2,p3, ..., Pn; 0,2,0, ..., 0).

Por induccién, podemos escribir, cualquiera que sea n



Yn(P1D2, - - - s Pr3 Vi, V2, o, V) = YD1, D2y« - ., PR3 V1, 0, ..., 0) +

+ Yn(P1, D2, P35 - - -y P 0,V2,0,...,0)+ ... + Yn(D1y. .., Dn—1, Pn;

0,...,0,va) = Yapr, 1 — p1;v1,0) + Ya(p2, 1 — p2;v2,0) + ... + Ya(pn,

1 = DnyVa, 0) =@’ (p1)vi + a’(p2) va + ...+ o' (Pn) Vn.

Se comprueba, por otra parte, que o’ es aditiva. En efecto:
Consideremos un campo cualquiera de W de la forma

Pr P2 ... Dn
Vi Vo ... v/’
se cumple, en virtud de (18) que
kbn(PhPZ’p% ceesPns VYV, V3, ..., vn) =
Yn-1(D1+ P2, D3y -« s P03V, V3, oo Vi)

y por tanto

a'(pyv+a’(p)v+a’(p3)vs+ ...+ a(Pn)vn=
a'(pr+p)v+a’(ps)vs+ ...+ a’(pn) va, luego
a'(p1+ p2) = a’(p1) + a’(p2).
Ademas, ya que a’(p) = ¥2(p, 1 — p; 1, 0) se sigue que «’ es continua
y, en consecuencia, homogénea; es decir, a’(p) = pa’(l) = pc.

Se concluye, pues, que

¢”(pl,p2s e3P Vi, V2, ..., Vn) = CP1V1 + CD2V2 + ...+ CDnVn =
=c(p1vi + pav2 + ... + DnVn).

7.6. Corolario. Si ademas de las condiciones impuestas en 7.5, N es
idempotente:

Vn(DP1sDP2y---sPns Vi, V2, ..., Vo) =p1Vi +P2Va+ ...+ PuVa

7.7. Proposicion. Es condicion necesaria y suficiente para que una
Jfuncion de inquietud N sea idempotente que N(i) = v, para todo v € IR.
La proposicion se sigue de la igualdad (18).

7.8. Proposicion. Consideremos un espacio de inquietud (U, <) y
dos funciones p y D\, de origen y autoinquietud, respectivamente, defi-

[£5]
—
[BS]



nidas sobre él.

Sea h la transformacion determinada por estas funciones. Si N es
una funcion de inquietud, tal que L = N o h es mondtona respecto a
<, entonces L es una medida de inquietud sobre (U, <).

Se comprueba facilmente a partir de las condiciones (14), (15), (16),

17), (18) y (19).

7.9. Ejemplos. Teniendo en cuenta que, a salvo de la condicion de
monotonia las medidas restringibles, cuando la aplicacidn 4 es biyecti-
va, tienen asociada una funcidn que difiere exclusivamente de las fun-
ciones de inquietud en el dominio de definicion, los ejemplos son prac-
ticamente los mismos, si se amplia el dominio de definicion. Asi, los
ejemplos 5.6 y 5.7 proporcionan medidas restringibles y la extension de
su funcidn asociada es una funcion de inquietud. Dichas medidas son
invariantes frente a homotecias la primera, y frente a traslaciones la se-
gunda. Ambas son componibles con la misma ley:

Wr,s,x,y) =rx + sy
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