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Summary

We propose a definition of ‘stability’ for a Bayesian model, with res-
pect to changes in basic distribution (prior distribution remains fixed).
This definition is discussed and interpreted by means of the concept of
continuity.

Sufficient conditions are also obtained for stability defined in this
way and some examples are proposed.’

Finally, we suggest a generalization, with prior distribution also va-
riable, and we obtain a theorem for this new situation.

Key worbps: Robustness, Bayesian Inference, Qualitative Robust-
ness.

Resumen

Proponemos una definicion de «estabilidad» para un modelo bayesia-
no, respecto a cambios en la distribucion basica (la distribucion a priori
se mantiene fija). Esta definicidn se discute e interpreta mediante el
concepto de continuidad.

Se obtienen también condiciones suficientes para la estabilidad asi
definida y se proponen algunos ejemplos.
{*) Recibido. Febrero. 1982
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Finalmente, se sugiere una generalizacion, con la distribucion a prio-
ri también variable, y se obtiene un teorema para esta nueva situacion.
PALABRAS CLAVE: Robustez, Inferencia bayesiana, Robustez cualita-
tiva.

CLASIFICACION A.M.S. (1980): Primaria 62F35; Secundaria 62F15.

1. INTRODUCCION

Las distribuciones basicas que se utilizan en la metodologia estadistica
pueden considerarse, en general, como modelos tedricos que represen-
tan solamente aproximaciones a las distribuciones «reales».

Las consecuencias de este hecho en la Inferencia Bayesiana han sido
estudiadas por Box y Tiao en diversos articulos publicados entre 1962
y 1968 recopilados posteriormente en su libro de 1973. El procedimien-
to empleado en estos trabajos es, a grandes rasgos, el siguiente:

La verosimilitud bdsica se supone perteneciente a una familia inde-
xada por un parametro o € (—1, 1] de forma que para o = 0 se obtiene
la verosimilitud «tedrica» N(8, 0); la distribucion a priori sobre los pa-
rametros 0 y o estd prefijada. Haciendo variar o se obtienen distintas
verosimilitudes que corresponden a distribuciones basicas con coefi-
cientes de kurtosis diferentes del de la normal.

Este modelo se aplica al estudio de algunos problemas estadisticos
usuales y, en cada caso, se comparan las distribuciones a posteriori co-
rrespondientes a distintos valores de «. Cuando estas distribuciones no
difieren mucho entre si se habla, informalmente, de «robustez».

Un paso posterior en el analisis consiste en eliminar el pardmetro o
de las distribuciones a posteriori definiendo una distribucién a priori
adecuada en (—1, 1] e integrando respecto a ella.

Se trata, en resumen, de un enfoque eminentemente «cuantitativo»
en el que se estudia el efecto de considerar una u otra verosimilitud ba-
sica mediante célculo directo de las distribuciones a posteriori utilizan-
do incluso muestras numéricas concretas.

En el presente trabajo se aborda el problema bajo un punto de vista
distinto al de Box-T1a0 y, en cierto modo, complementario a él: con-
cretamente se intenta esbozar un enfoque formalizado de la robustez
en Inferencia Bayesiana a partir de una definicion de «modelo bayesia-
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no estable» (o «cualitativamente robusto»). Esta definicion estd inspi-
rada en la nocion de continuidad y en ella se recoge la idea intuitiva
de que un modelo es «estable» cuando pequefias variaciones en la vero-
similitud basica provocan alteraciones pequefias en la distribucién a
posteriori.

Se trata, por tanto, de una estabilidad frente a cambios «infinitesi-
males» que representa solo un aspecto parcial del problema de robus-
tez. En cada caso concreto el estudio puede completarse con un analisis
de tipo «cuantitativo» que se ocupe del efecto ocasionado por determi-
nadas alteraciones «finitas» en la verosimilitud basica.

En el marco de la Inferencia Cldsica o «Frecuentista» la llamada
«Teoria de la Robustez Cualitativa» desarrollada por HAMPEL (1968,
1971) ofrece una formalizaciéon matematica de la idea de «estimador
robusto» estrechamente relacionada con el concepto de funcional con-
tinuo en un espacio de funciones dotado de la topologia débil.

Nuestro enfoque de la robustez en Inferencia Bayesiana presenta
cierta afinidad de fondo con la teoria de HAMPEL ya que (en un ambito
diferente) ofrece también una traduccion de la nocion de robustez en
términos de continuidad.

2. EL CONCEPTO DE ESTABILIDAD EN UN MODELO
BAYESIANO

2.1 Planteamiento y notacion

Sea un conjunto cerrado Q C IR¥ (espacio paramétrico) dotado del co-
rrespondiente o-algebra de BoreL ®B(Q), sobre el cual se tiene definida
una medida de probabilidad = (distribucidn a priori).

Sea U = {F,}uer donde, para cada a € I, F, es una aplicacion

F.:IR" x Q- [0, 1]
(x, 0) = Fo(x]60)

tal que, v@ € (2, la aplicacion inducida F(.
bucion en IR".

Supondremos en lo sucesivo que F,,(+/8,) # F..,(-|62) siempre que
(oer, 01) # (02, 02) y que, V(a, ) € I X Q la medida de probabilidad co-
rrespondiente a F, (- A) esta dominada por una medida o-finita en

0) es una funcion de distri-
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(IR", B(IR™)) respecto a la cual admite una densidad f.(+|f) (que no
serd tunica en general).

El caso mas importante sera aquel en que cada F,(+|f) corresponde
a una distribucion discreta (dominada por una medida «de contar») o
continua (dominada por la medida de LEBESGUE ) sin que necesaria-
mente sean del mismo tipo todas las medidas dominantes.

Tenemos asi definido un conjunto V = {f,}«er en el que cada ele-
mento es, formalmente, una aplicacion (que se supondra
B(IR™ x ®B(2) medible) de IR” X Q en [0, ), aunque sera util interpre-
tarlo mds bien como un conjunto {f,(+|6), 0 € @} de funciones de den-
sidad obtenidas cuando 6 varia en Q; lo representaremos indistintamen-
te por fy o por f.(+|8) (entendiendo que 6 es variable). Con este conve-
nio, también usaremos las notaciones mas explicitas:

U = (Fol+]0),0 € Q}aer, V= {ful|0),0 € Q}aer

Utilizando, por extension, el lenguaje habitual en Inferencia Baye-
siana, llamaremos «verosimilitudes» a los elementos de V, aunque,
mas estrictamente, este término se suele emplear para designar a la fun-
cion de 6 definida por f,(x|6) cuando x esta fijo. En algunos casos, no-
sotros usararemos también la palabra «verosimilitud» en esta segunda
acepcion, lo cual no dara lugar a confusion pues se trata de una dife-
rencia de matiz que quedara clara a partir del contexto.

I es un conjunto arbitrario de indices; usualmente se tendra / C IR™.

En lo sucesivo diremos que V y la distribucion a priori = determinan
un «modelo» al que denotaremos por (w, V).

Segtn se deduce de lo expuesto, « y 6 juegan un papel totalmente dis-
tintos: 6 es el parametro de interés para la inferencia, mientras que «o
es el indice de identificacion de las verosimilitudes.

Asi, en un problema concreto, cada valor de « corresponde a una
posible verosimilitud tedrica y los restantes valores estan asociados a
verosimilitudes alternativas que representan desviaciones respecto a
ella.

En lo referente a la estructura de las f,(x|6), el caso mas importante
sera aquel en que x = (x1, . . ., X») €s una muestra correspondiente a n
observaciones independientes idénticamente distribuidas (i.i.d.) con
funcion de densidad unidimensional p.(+|f) (es decir, que
Sfo(x]0) = [17= 1 pa(xi]0)). Sin embargo, no necesitaremos imponer esta
hipdtesis para obtener los principales resultados.
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Para todo x € o = {x € [R"|0 < j o Ja(x|0) d(8) < 0}, la expresion

falx|0)

Ta(x]0) = ————
[ofulx16) dm(®)

define una w-funcién de densidad correspondiente a una distribucidén
w-continua en  (distribucion a posteriori).

En lo que sigue, la formula de BAYES sera utilizada preferentemente
en esta version que es la mas sencilla y general.

El valor de n € IN («tamafio muestral») se considerara fijo en
principio.

Denotaremos por F'™(:|x) la funcién de distribuciéon correspon-
diente a la densidad a posteriori mq(s|x).

Cuando {F;},emw y F son funciones de distribucidn, la notacion
F, ,:d;,F indicard la convergencia débil de la sucesion { F;},ew hacia F.

@® designara al conjunto de todas las distribuciones de probabilidad
sobre ) al que se considerara dotado de la topologia débil que puede
definirse a partir de la distancia de PRoHOROV d), (ver HUBER (1981)).

2.2 Definicion

Sea el modelo (, V) definido por V = {f.(-
tribucidn a priori 7 sobre Q.

Diremos que (mw, V) es estable (o cualitativamente robusto) en
Jwo € V cuando, para toda sucesion {fy, }remw C V tal que

Fo|8) -5 Fu-10) VO €Q,

r—o

0),0 € Q}qer y por la dis-

se verifica que F©(:|x) -2 FE(|x) Vx € NP0 .

r—oo
Cuando esta condicidn se verifique en f, Ya € I, se dira que (w, V)
es estable.

2.3 Discusion y analisis de la definicion

En primer lugar establecemos un resultado que nos permite concretar
el significado estadistico y matematico Je la definicion anterior inter-
pretandola en términos de continuidad.

Teorema 1. Dado un modelo (w, V), supongamos que:
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() V(a,0) € Ix Q, la funcion de distribucién correspondiente a
fal+]0) es de la forma Fo(+|0) = Fo(ue()), siendo € = {Falaer
un conjunto de funciones de distribucidon absolutamente conti-
nuas en IR” y, v € Q, up:IR" = IR” funcion biyectiva y biconti-
nua tal que F,(ue(+)) es funcion de distribucion.

(ii) Existe un conjunto & C IR" tal que X, = X Va € 1.

Entonces (w, V) es estable en f,, si y solo si todos los operadores
{Bx}xesc son continuos en F,,, siendo vx € X,
Bx
cC— @
Fo —> By(F) = F(:|x)

DEMOSTRACION. En primer lugar obsérvese que

Foy 5 Fap© ¥y € R"lim Fo(y) = Fag(y) ©

&rr—oo
r—o

o vx€eIR"”, vOe€Q,lim F,(us(x)) = Foo(ue(x)). (1)
r—oo
La primera equivalencia se verifica por ser F,, continua. La implica-
cion hacia la derecha en la segunda equivalencia se obtiene trivialmente
haciendo y = us(x). La implicacidon hacia la izquierda se obtiene ha-
ciendo x = ug '(y) para un valor cualquiera, prefijado, de 6. Asi, se
tiene

Fo 752 F & Fo(o|0) 2% Fuoo0) VO EQ )

Por otra parte, la caracterizacion de la continuidad por sucesiones,
(en € se considera también la topologia débil) nos permite afirmar que
vx € X, B, es continuo en F,, & Para toda sucesion {F,,},enw C C tal
que F,, ;ﬂ,l;, Fop, se verifica que Bu(Fy,) = F$7(:|x) =% Bu(Fag) = F©©
(+|x) y este ultimo enunciado es a su vez equivalente por (2) y por la
definicion enunciada en 2.2 a la estabilidad de (7, V) en F,,.

El hecho de que las posibles distribuciones basicas sean del tipo
Fo(+|0) = Fo(ue(+)), significa que, para un valor de 0 fijo, las F,(-|6)
(o € I) sélo se diferencian por la «forma» dada por F,, mientras que
el parametro 6 desempeiia el mismo papel en todas ellas. Esta es una
situacion sumamente general que incluye, por ejemplo, el caso de que
0 sea un parametro de posicion o de escala.

Asi, el significado intuitivo de la nocién de estabilidad en las condi-
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ciones del Teorema 1 resulta bastante claro: el modelo es estable en f,,
cuando las desviaciones suficientemente pequeiias en la forma de la
distribucion basica provocan alteraciones pequeiias en la distribucién
a posteriori.

Puede darse una segunda interpretacidn matematica para la defini-
cion del apartado 2.2, aplicable en algunas situaciones no consideradas
en el Teorema 1.

El resultado es el siguiente:

Teorema 2. Sea un modelo (7, V) tal que la correspondiente familia
U = { Fal+]0), 0 € @}, ¢/ verifica que para toda sucesion

{Fas|0)}rem C U

con F,,(-|0) ,:d;, Foo(+]0) V0 € Q, se tiene di(fo,, foo) = SUPsea dp(Fo,(+|0),

Fuo('lo)) o 0.

Entonces:

(i) d} es una métrica en V.
(ii) (w, V) es estable en fy, si y solo si Vx € X, el operador B0
V — @, definido por

BEo(f,) = {F,‘r""(-lx) si x € Xq

FEO0x) si x € Xq

€s continuo en f,.

La demostracion de este resultado es sencilla y puede verse en CUE-
vas (1981).

La hipétesis del Teorema 2 tiene un contenido intuitivo similar al de
la convergencia uniforme de una sucesién de funciones y se introduce
para definir una topologia «natural» en V que nos permita hablar de
continuidad.

Si F,(+|0) = Fafs — 0), se comprueba de inmediato que d}(fu,, fo2) =
= dp(Fa, Fay) ¥, €n consecuencia, las condiciones de aplicacidn del Teo-
rema 2 son, en este caso, mas generales que las del Teorema 1, si bien
este ultimo admite una interpretacion estadistica mas interesante y directa.

Por iltimo, hay un aspecto formal que merece ser comentado: con
la definiciéon propuesta, la estabilidad de un modelo depende esencial-
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mente de la familia V = { f,(+|6), 0 € Q} €1 elegida para representar a
U = {Fu(:]0),0 € Q}«es. En efecto, es facil encontrar un ejemplo de
un modelo (w, V), estable en fy,, tal que, modificando adecuadamente
las densidades f.(+|f) en conjuntos de medida dominante nula, obte-
nemos nuevas densidades f,(-|/§) de forma que el modelo resultante
(7, ) sea inestable en f,, aunque las f.(+|6) y fu(+|0) definen la misma
distribucidn de probabilidad Fu(+|6) (CUEVAs 1981).

Esta observacidn sugiere la posibilidad de modificar la definicion de
tal manera que la estabilidad resulte ser un concepto intrinseco a (, U)
independientemente de las densidades elegidas. Esto podria conseguir-
se en el caso particular de que (siendo = discreta o uz-continua), todas
las posibles distribuciones basicas fueran u;-continuas manteniendo el
mismo texto actual de la definicidn de 2.2 y afiadiendo al final la expre-
sidén «...excepto, a lo sumo, para un conjunto A C [ =04, con
pr(A) = 0». No obstante, si U incluye distribuciones dominadas por
distintas medidas (por ejemplo, distribuciones discretas y p,-conti-
nuas) la modificacidon anterior ya no seria adecuada y nos veriamos
obligados a entrar en una casuistica complicada y artificial.

En definitiva, se ha preferido mantener la definicion en su forma ac-
tual (dependiendo de la familia concreta V que se ha elegido) por las
siguientes razones:

(a) El enunciado propuesto recoge lo esencial de la idea en la forma
mas sencilla posible y es aplicable a situaciones muy generales.

(b) En la mayoria de los casos practicos la familia “V viene dada de una
forma natural y nos interesa estudiar el problema para esa familia
concreta, lo cual esta de acuerdo, por otra parte, con la metodolo-
gia bayesiana usual en la que la verosimilitud viene fijada.

3. CONDICIONES SUFICIENTES DE ESTABILIDAD

Se plantea ahora de manera natural el problema de hallar condiciones
manejables que nos permitan deducir la estabilidad sin necesidad de
acudir directamente a la definicién.

Consideremos en primer lugar el siguiente ejemplo: V = {f,¢|6),
0€Q=1[1,2]}ser donde V(a,6) € IR X [1,2], foal+|6) es una funcién
de densidad univariante definida por
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1
Salx]0) = (1 - 8)50 I~ 4, 0)(x) + 8galx)

siendo /(- ¢, ¢y l1a funcidn indicatriz del intervalo (-6, 6), & € (0, 1) una
constante conocida y {g«}«¢1r una familia de densidades en IR tal que
gr(x) = [1 + cos 2mrx} o, 1y(x) para r € IN y go(x) = I(o, 1n(x). Tomamos
como distribucion a priori la uniforme en Q = [1 2].

Mediante calculo directo se obtlene F,(-|6) ,—_,—;, Fo(-|6) vO€[l,2]
y, sin embargo, tomando p.e. x =} se tiene FO(:|}) A FP(|}). Por
tanto, el modelo es inestable en fo.

Un ligero analisis de este ejemplo nos lleva concluir que la inestabili-
dad se debe al hecho de que F,(-|6) = Fo(-|0) vl € [1, 2] no implica
£x16) = folx|0) V.

En general, dada la estructura de la férmula de BayEs, la metodolo-
gia mas directa para obtener resultados sobre estabilidad es imponer
cond1c1ones sobre el modelo que permitan asegurar la implicacidén
«Fo (e |0) 7o Foo(+]0) VO € Q = fo,(x]0) =% fao(x|0) VX VO». A partir de
aqui, introduciendo alguna condicion adicional, se concluira la conver-
gencia puntual de las densidades a posteriori y, en consecuencia, utili-
zando el Teorema de ScHEFFE (RAo, 1973, p. 135), se obtendra la esta-
bilidad. Este es, en esencia, el procedimiento seguido en los Teoremas
4y 5 que demostramos mas adelante, mientras que el Teorema 3 se ba-
sa en un principio distinto. :

Estableceremos previamente estos resultados y a continuacion hare-
mos algunos comentarios sobre su alcance y significado.

r—oc

Teorema 3. Sea = una distribucién a priori puz-continua sobre
) = IR” que admite una funcion de densidad, p, continua y acotada en
IR".

Sea V = [fu(-]0), 0€Q}ser donde fo(x]0) =fulx —0) y, Va€l,
fe:IR" > IR™ es una pr-densidad. Entonces, el modelo (m, V) es esta-
ble.

DEMOSTRACION. Sea F,(+|60) 4 a(+|0) V0 € Q. Tenemos que probar
que, para toda funcion u:IR” — IR continua y acotada, se verifica

j n WO AFEP(0]%) =2, j o U(0) AF(8]%) 3)
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En efecto, denotando K, (x) = LR,, So(x — 0)p(0) df y haciendo el cam-
bio de variable x — § = w, tenemos

Kr) = [ufadWp(x = W) dw =2, [, folW)p(x = W) dw =
= [ gafalx = 0)P(0) db = Ko(0); [, u(6) AFF*(6]x) =
= K] ™' [ o far WIP(x — Wi = w) dw =2,

=% (Ko@) ™ [ faWIp(x — Whu(x — w) dw =
= [Ko()] ™! o falx — B)p(B)u(6) db

ya que, para x fijo, p(x — w) es funcion continua y acotada de w. Que-
da asi probada la relacion (3) y con ella la estabilidad.

Teorema 4. Sea un modelo definido por V = {f.(-|0),0 € Q}ser
(donde I C IR™ y todas las f,(-|0) corresponden a distribuciones p;-
continuas) y por la distribucién a priori = sobre @ C IR¥.

Supongamos que:

(i) f«(x]0) es una funcién continua de o, V(x,0) € IR" x Q.
(ii) Para toda sucesion {a,},emw C I tal que o, =2, c € I \ I, se veri-

fica que Ao € I tal que Fa,(-|0) ~= Fu(-|6) ¥6 € Q (siendo f el cie-
rre topoldgico de I en el espacio IR¥, donde IR = [ -, + ] se
considera dotado de la topologia usual compactificada).

(iii) Para toda s = {a,},em C 1 tal que fo,(x]0) =% fu(x]0), V(x,0) €
€ IR" x Q, se verifica que, ¥x € IR” existe una funcién g;:Q — IR,

w-integrable, tal que v € Q, f,,(x]0) < g(0).
Entonces, el modelo (7, V) es estable.

DeMOSTRACION. Consideremos los enunciados: [1] o, > a € 1; [2]
Sor(x]0) = folx]0) V(x,0) € IR" X Q; [3] Fa,(|6) 4 «(+|0) v0 € Q.

Vamos a demostrar, en primer lugar, que [1], [2] y [3] son equivalen-
tes. En efecto: [1] = [2] por la continuidad de f,(x|0) considerada como
funcién de a.

[2] = [3] es consecuencia del teorema de SCHEFFE.

[3] = [1] pues, si se verificase a; 7 o, 0 bien existiria una subsuce-
sion {ar} tal que ar ;5% C€ I\ I, lo cual nos llevaria a contradic-
cion con la hipétesis (ii), o bien existiria {a,,} con ar, ~ o’ € (o’ # )
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lo cual implicaria F,, (- 0) k—fi,;Fa'(-
con F,(-|0) 4 Fo(-'0).

Ahora la estabilidad resulta facil de probar, pues F,(-|0) 4 Fo(+|0)
v0 € @ implica (segun las equivalencias anteriores) f,,(x|0) = fu(x|0)
V(x,0) € IR" x Q. Por otra parte, la hipdtesis (iii) nos permite aplicar
el teorema de la convergencia dominada, y asi tenemos

[ oS xl0) dm(6) =, [, fulx]0) dm(6)

En definitiva, hemos probado

6) (# Fa(+|6)) en contradiccion

Folo|0) S Fa(s0) VOEDR= 14 (0]%) = TalB]%)  VXE ) XeoyNXa
r=1

de aqui, aplicando de nuevo el teorema de SCHEFFE, concluimos

FE(1x) 5 FEx).

Teorema 5. Sea = una distribucién a priori sobre Q y sea U =
= [Fa(+|0),0 € Q}aer donde, V(a, ) € I X Q, F,(-|0) es una funcién de
distribucion en IR” de la forma F,(+|0) = F,(ue(-)), siendo F,:IR" -
— [0, 1] una funcidn de distribucion cuya funcion caracteristica deno-
taremos por ¢q.

Supongamos que:

(i) Para toda sucesion s = {a,},emn tal que Fa,,:d:,Fao, existe una
funcion A*:IR" — [0, «) integrable, cumpliendo |pq,(f)| < A°(f)
vt€IR, vre INU([0)

(ii) Para todo 0 € Q, up:IR" — IR” es funcién biyectiva bicontinua y
diferenciable tal que vx € IR” el valor absoluto del jacobiano
[J(0)| = |det(dub/dx;)(x)| es funcién continua y acotada de 6.

Entonces, el modelo definido por la distribucion a priori 7 y por la fa-

milia de verosimilitudes V = [f,(+|0) = fo(u0(-))|J(0)|, 0 € R} 7 (dOn-
de fo(x) = (21r)"'Lkn exp(—it's) ¢.(t) df) es estable en foq.

DEMOSTRACION. Segin el teorema de inversion de FOURIER, cuando
¢« es absolutamente integrable en IR", entonces la correspondiente dis-
tribucion admite una funcion de densidad continua y acotada dada por
Jal) = @) " exp(—it'x) palt) dt.

Obsérvese que, si F,, no esta «aislada» [es decir, si existe alguna su-
cesion {F,,} tal que F,,(-|0) 4, Foo(:|0) v € Q] lo cual se supone siem-

r—+oo
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pre implicitamente (pues en caso contrario la estabilidad seria trivial),
la hipotesis (i) implica que todas las F,(+|6) tienen funcién caracteris-
tica absolutamente integrable y, por tanto, tiene sentido considerar la
familia de verosimilitudes.

Ahora, sea {F, }re tal que Fa,iFao. Esto equivale a |¢q,(f) —
— ¢ag(?)| =2,0. Segun la hipotesis (i), 34° cumpliendo |pq,(£) — ao()] <

< 2h%(¢). Asi pues, segun el teorema de la convergencia dominada,
|@alt) = paod)]| /=% 0 implica [, [¢a(t) — eas(t)ldt =2,0.
Por otra parte,
VX ER", | ful®) = faol))| < QM) 7" pnl0ad) = paodt)ldt =2,0.

Luego, fo, 5% fao uniformemente en IR".
Ahora, teniendo en cuenta f,(x|60) = fo(ue(x))|Jx(6)|, se tiene

VX supoeq | falX]0) — faolX]60)| < supoea [J(6)| supoea |fulUo(x)) —
— fauo(Ue(x))| =2,0. Es decir, que vx € IR", Fy(x]+) = fao(x|+) unifor-

r—o

memente en Q y ésto implica (por tener Q w-medida finita):

o ferlx10)TO) =2, [ fuolx|B)dn O).

En definitiva, se tiene mq,(0|x) =% mae(8]X), con lo que queda proba-
da la estabilidad.

Discusion y comentarios:

(a) La hipotesis mas restrictiva que se impone en el Teorema 1 es supo-
ner que el espacio muestral y el paramétrico tienen la misma dimen-
sidn, lo cual limita bastante la aplicabilidad practica de este resulta-
do aunque permite demostrar la estabilidad mediante un simple
cambio de variable sin necesidad de imponer hipétesis sobre las dis-
tribuciones que dan «la forma» de las verosimilitudes (salvo el he-
cho de ser u.-continuas).

(b) En el Teorema 4 se establece la convergencia débil de las F*(«|x)
demostrando como paso previo la convergencia puntual de las
So(x|0): esto se consigue mediante la hipdtesis (i) que asegura la
dependencia continua de las f,(x|6) respecto a «.

La hipotesis (ii) es una especie de «condicion de frontera» que
se introduce para evitar la aparicion de verosimilitudes «repetidas»
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cuando a,—~c €7\ [. Cuando I es compacto esta condicion se
cumple automaticamente.

La hipotesis (iii) se introduce unicamente para aplicar el teorema
de la convergencia dominada a las integrales de los denominadores.
En el th. 5 la convergencia de las densidades se garantiza mediante
la acotacion de las funciones caracteristicas. Esta hipotesis puede
resultar incobmoda de comprobar en algunos casos, aunque tiene la
ventaja de no obligarnos, en principio, a «confinar» las f,, en una
familia paramétrica.

Una condicion suficiente, en términos de las densidades, para
que se cumpla la hipdtesis (i) del th. 5 es la siguiente:

Para toda sucesion F,, = Fq,, las F,, (para r € INU {0}) admiten
densidades f,,, dos veces derivables tales que existe una funcién in-
tegrable g:IR — [0, ©) cumpliendo |f}.(x)| < g(x) vre INU({0},
vx € IR.

En efecto, en este caso se cumple ¢, (1) = (i) ~ 2w exp(itx)f2,(x)dx
y, a partir de aqui, se concluye facilmente que 34:IR — [0, o) inte-
grable que verifica la acotacion requerida en (i).

(d) Cuando x = (xi,...,Xx,) corresponde a una muestra de observa-

(e)

ciones i.i.d., basta comprobar las hipotesis de los Teoremas 4 y 5
para las verosimilitudes «univariantes» p.(|f), pues, si se cum-
plen en este caso, se verifican también para las f,(-|0) definidas
por fu(x|6) = [1= 1 pa(xi|6). |
En todo el desarrollo anterior se ha supuesto que = es distribucion
a priori propia aunque, en realidad el concepto de estabilidad pue-
de extenderse también al caso de que 7 sea impropia [con w({}) = oo].
En el Teorema 5, la distribucidn a priori no interviene en la for-
mulacion de las hipotesis pero en la demostracion se utiliza de for-
ma esencial el hecho de que 7 es propia. Por tanto, el Teorema 5
solo es vailido en este caso, mientras que los Teoremas 3 y 4 se pue-
den aplicar también cuando =« es impropia.

4. EJEMPLOS DE APLICACION

4.1 Modelo de Box-Tiao

Estudiaremos aqui una version ligeramente simplificada de este mode-
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lo, definida por una distribucién a priori 7 sobre ¢ C IR y por V, =
= {fu(:]0), 0€Q CIR}uelao,an)s donde ap, aj€(—1,1), ap<ai y
Va € [ao, ail, fulX]0) = Kaexp( = |x — 0]+ 9}, vx € IR, siendo K '
=T + L1 + @2t 20+,

Este modelo resulta adecuado para estudiar la estabilidad en las pro-
ximidades de la normal con respecto a variaciones en la curtosis.

Es facil comprobar que (m, V) verifica las tres hipotesis del Teorema
4; ésto nos lleva a concluir la estabilidad.

4.2 Modelos de mixturas infinitas

Una posibilidad alternativa al modelo de Box-Tiao, sugerida por Gi-
RON (1981), viene dada por las llamadas «mixturas infinitas». Las fa-
milias de verosimilitudes definidas por este procedimiento tienen, entre
otras propiedas interesantes, una interpretacion estadistica directa,
permiten cubrir una amplia gama de verosimilitudes y son relativamen-
te sencillas en lo que se refiere a su manejo matematico.

Consideremos, por ejemplo V; = {fu(+]|0), 6 € @ C IR}ae0,«) donde
para o > 0, fo(x]6) = j;"N(x; 8, 1/v)y(v; 1/a, 1/a) dv, siendo N(x; 8, 1/v)
y v(v; 1/a, 1/a) las funciones de densidad de la normal de media 6 y
varianza 1/v y de la gamma de parametros @ = 1/ay p = 1/a, respecti-
vamente.

Para a = 0, se define fo(x|0) = N(x; 0, 1).

Mediante calculo directo puede comprobarse que, para o = 2/n,
JSa(x]6) es la ¢ de Student con n grados de libertad «centrada» en 6. En
general, f,(x|0) puede considerarse como una ¢ generalizada con «gra-
dos de libertad» 2/a. En resumen, la familia V, refleja la siguiente si-
tuacion: la verosimilitud «tedrica» es N(x; 8, 1) y estudiamos las desvia-
ciones de ella en el sentido de la ¢ de Student.

Aplicando de nuevo el th. 4 puede comprobarse la estabilidad de
(w, V) para cualquier distribucién a priori , si bien la verificacion de
las hipdtesis es en este caso algo mds complicada que en el ejemplo an-
terior.

De manera analoga se pueden definir otros modelos de mixturas infi-
nitas (por ejemplo, cambiando el parametro y/o la distribucion de mix-
tura); algunos de éstos son mas sencillos de manejar a través de las fun-
ciones caracteristicas y entonces resultara adecuado abordar el analisis
del modelo a través del teorema 5.
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En CuEgvas (1981) pueden encontrarse otros resultados sobre estabi-
lidad en la teoria del modelo lineal bayesiano.

5. ESTABILIDAD CONJUNTA

Una idea que parece sugestiva consiste en esbozar una «teoria gene-
ral de la robustez cualitativa en Inferencia Bayesiana» que estudiaria
los efectos de los «pequefios cambios simultdneos» en los tres elemen-
tos fundamentales de un problema bayesiano general: la verosimilitud,
la distribucion a priori y la funcion de pérdida (f, = y L).

En esta linea se puede considerar insertado el articulo de KADANE y
CHUANG (1978) en el que se estudia (para un problema de decision) el
efecto de las alteraciones en 7y L.

A continuacion se estudia el caso en que 7 y f son variables; concre-
tamente proponemos una definicion de estabilidad adecuada y obtene-
mos una condicion suficiente para la misma.

Sea Q un conjunto de distribuciones de probabilidad sobre @ y V un
conjunto de verosimilitudes. Se dice que el «modelo generalizado»
(Q, V) es estable en (o, fu,) € Q X V, cuando, para toda sucesion s =
= (@ fo)}rem C Q X V tal que m;"; 70 Y Fu(o]0) ~2 Fuol+]0) V0 € 2,
se verifica F&(. |0),_,°° (o - 0 X3, siendo EI, = (x€IR|0<

< [ fulx|0) dmf0) < o).

Teorema 6. Sea un modelo generalizado (Q, V) donde Q es un con-
junto arbitrario de distribuciones sobre Q. Supongamos que la familia
V verifica:

a
r—»oc 0‘0( |0)
Sao(x]s) uniformemente en Q

(i) Para toda sucesion {fu }remw CV tal que Fy,(
vO€Q se cumple fu(x|:) =
vx € IR".

(ii) f(x|+) es funcion continua y acotada en  vx € IR".

Entonces, (Q, V) es estable en (o, fo,) Y7o € Q.

r—o

DEMOSTRACION Sea {(7r,fa,)}remw CV tal que w,,fm T€EQ Yy
Fo,( |0) =% Fao(+]0). Por la hipdtesis (i), tenemos para un x € IR” fijo:

vE >0, 3ro=ro(8)€IN tal que Vr > ro, |fo(x]|0) — fao(x]0)] < &

184



Esto implica

o Ceox16) = &) dmil6) < [, o (x10) dT0) < [ Fuo(x16) + &) dn0),

pero
[ o faclx16) dm) =2, [ fuo(x19) dmo(0),

. . d .
ya que fuo(x|0) es funcion continua y acotada de 0 y =, =% mo. Asi
pues

[ o faolx10) dmo(®) — & < lim inf [ fu,(x]6) dr(6) <
lim sup j o farlX]0) d(8) < j oJaolx]0) dro(6) + &, vE >0,
Se sigue
[ farlx10) dm0) =2, [ FuolX16) dmo6) (4)

Por otra parte, para toda funcién «:Q — IR continua y acotada tene-
mos también

[ farX18)14(6) dm(6) =2, [ SuoX] W) dol®) )

El razonamiento es idéntico al utilizado para demostrar (4), ya que
8a(X|*) = fo (X|*)u(+) /5% 8ao(X[*) = fuolx|+)u(-) uniformemente en @ (por
ser u acotada) y ga,(x|+) es también funcion continua y acotada en Q.
En definitiva, de (4) y (5) resulta que para toda funcién «:Q — IR conti-
nua y acotada:

jn u(6) dFse (s

x) = UQ Sor(x]0) dr,(e)] -1 J o 4(O)f o (x]6) dm(6) =,
[ [o SO dmo®)] " o O ox18) dre(0) =

r—oo

= j JUOVAFEOCx)  vxe N X
r=0

quedando probada la estabilidad en (o, fu)-
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