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1. INTRODUCCION

En este trabajo vamos a estudiar el planteamiento y resolucién de los
problemas con varios criterios de optimizacion. Nos circunscribiremos
al caso lineal, continuo y deterministico, dejando por lo tanto el caso
no lineal, de mimeros enteros o estocastico, dado que complicariamos
excesivamente el desarrollo matematico y aqui pretendemos centrarnos
exclusivamente en la idea de este tipo de programacion.

Supongamos por lo tanto que nos encontramos ante un conjunto de

ecuaciones a optimizar (maximizar o minimizar) y un conjunto de res-
tricciones, el problema se puede plantear de dos maneras distintas (si
bien pueden ser complementarias):

—Fijandonos fundamentalmente en las restricciones, puede suceder
que éstas no sean compatibles, en este caso intentaremos minimi-
zar los errores por incumplimiento de las restricciones. Es el caso
del «Goal Programming» y extensiones al mismo planteamiento,
ya estudiadas en un articulo precedente (4).

(*) Recibido. Febrero. 1982
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—Supuesto que las restricciones han de cumplirse en su totalidad,
por lo tanto deben ser compatibles, nos podemos encontar con
distintas funciones objetivo a optimizar, es decir, con distintos cri-
terios de decisidon. A esto es a lo que llamaremos programacion
multicriterio y a la que dedicaremos las siguientes paginas. El pro-
blema que plantea este tipo de programacion, puede resumirse en
el hecho de que dado que normalmente no es posible alcanzar el
optimo simultdneo en todos los criterios del programa, es preciso
arbitrar una solucion de compromiso que de alguna manera, pon-
dere esos criterios.

En el ya citado articulo sobre programacion multiobjetivo, se trata-
ba de resolver problemas basados en sistemas de inecuaciones incom-
patibles en mayor o igual, menor o igual, o simplemente como ecua-
cién en igualdad. Como caso particular de este planteamiento se tratd
brevemente alguno de los problemas que aqui desarrollaremos con ma-
yor profundidad.

La programacion multicriterio se justifica cuando existen distintas
funciones a optimizar, con restricciones que han de cumplirse en todo
caso, por tratarse de factores limitados. Este caso es perfectamente
aplicable en la economia en general y en la empresa en particular, asi
como en otras muchas disciplinas. En la empresa, por ejemplo, existen
a corto plazo, factores claramente limitados como pueden ser el nime-
ro de horas de trabajo maximas (incluidas las horas extraordinarias
permitidas), la maquinaria, el nimero de delegaciones de venta, etc.
Estos factores se combinaran de tal manera que optimicen una o varias
funciones objetivo. El caso de una funcion objetivo unica, es el tradi-
cional de la programacion lineal y se puede reducir a un caso particular
del planteamiento con varias funciones objetivo. Cuando tenemos va-
rias funciones objetivo, como pueden ser, maximizar el beneficio a cor-
to plazo, servir a los clientes en el minimo plazo posible, maximizar el
bienestar de los trabajadores, minimizar la contaminacién etc., nos en-
contramos con varios criterios de optimizacidn y esto da lugar a la pro-
gramacion multicriterio.

Los problemas con miiltiples criterios son bastante normales en la vi-
da cotidiana, asi es normal que los seres humanos intentemos ganar
mas dinero y a la vez tener mds tiempo para el ocio, de igual manera
los gobiernos intentan simultaneamente disminuir la inflacidn, el paro,
el deficit presupuestario etc., y todo esto mejorando las ayudas socia-
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les, el sueldo de los funcionarios, etc. Como vemos, tanto a nivel indi-
vidual como colectivo, nos encontramos muchas veces ante distintos
criterios de optimizacién, que muchas veces se contraponen unos a
otros. La solucion debe venir de una eleccion del decisor para ver que
es lo que le interesa mas, es decir, debe buscar una forma de pondera-
cion de los beneficios que le ofrece cada uno de los criterios. Si la uni-
dad de medida fuese la misma en las distintas funciones objetivo, como
seria si todas se midieran en pesetas, podriamos optimizar la funcion
resultante de haber tenido todas en cuenta, pero lo normal es que esto
no suceda asi, en cuyo caso la solucion estaria en pasar a funciones de
utilidad que seria lo que habria que maximizar en dltimo término.

En general los métodos de programacion multicriterio se basan en
buscar una forma de ponderacion correcta de las magnitudes ofrecidas
por los distintos criterios de decision, fijandose generalmente en la fun-
cion de utilidad del decisor. Nosotros lo que vamos a plantear es un
método que proporcione al decisor todas las posibles alternativas, es-
pecificando las consecuencias practicas que tendra el optar por una o
por otra. En realidad los métodos son muy similares unos a otros y
nuestro objetivo ha sido plantear una vision completa del problema ba-
sandonos en las propiedades de las variables duales.

El problema fundamental con que se encuentra este tipo de progra-
macion es el enorme subjetivismo a la hora de decidir la combinacién
entre los distintos criterios. Para evitarlo algunos autores como BELEN-
soN y Kaprur (1973), han planteado decidir en base a la teoria de jue-
gos. Evidentemente se trata de un planteamiento interesante que co-
mentaremos al final de este trabajo, pero no exento de posibles criticas.

En general es dificil (por no decir imposible) dar al decisor la solu-
cion definitiva de un programa multicriterio y lo que se pretende es pre-
sentar un conjunto de soluciones posibles con las ventajas e inconve-
nientes correspondientes a cada una, incluso obtenidas por las directri-
ces marcadas por el decisor en el decurso del algoritmo. Asi el respon-
sable, a la hora de tomar la decision, cuenta con un elemento mas que
completara la informacion suministrada por otros posibles métodos.

2. PLANTEAMIENTO GENERAL

Un programa lineal generalizado fue expuesto por GALE, KUHN y Tuc-
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KER (1951), y lo reproducimos a continuacion.

Partimos del problema siguiente expuesto en forma matricial: Max Du,
tal que:

Cx>2Du, Ax<Bu, x>0, u>0,

donde C es una matriz (p, n), D es una matriz (p, q), A es una matriz
(m, n), B es una matriz (m, q).
El dual es: Min D’v condicionado a:

B'y<D'v, A’y>2C'v, y20, v>0
Estos dos problemas tienen una solucion si se cumple que:

Ax < Bu

ara algun valor x20; u>0
A'y>C'v p &

y20; v>0

Este planteamiento general se reduce en nuestro caso al siguiente
programa lineal multicriterio:

MaxZ=Cx, Ax<B, x20,

donde Z es una matriz (p, 1), C es una matriz (p, n), A es una matriz
(m, n), B es una matriz (m, 1).

Antes de entrar en los algoritmos, y dado que para nuestros razona-
mientos consideramos mas apropiado el método simétrico que propor-
ciona una mejor visién de conjunto del problema, vamos a recordar
brevemente esta variacion del método simplex.

El cuadro simétrico es el siguiente:

Yo, Yo ...... Yoo V
VA -1 —C  ...... —cn | O 1
X.cl an @z a1 b'l }fl
X, cm am. 1 a,,;z ...... am',, b.,,. );m
-X1 -X2 ...... -X. 1

Donde X,; son las variables complementarias o de holgura del primal
y Y. las correspondientes del dual.
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En que se lee:

Xer=by —anXi —anX,— ... — ainXan

Xem = bm — am X1 — @GuXa — ... — AmnXn
Z=0+6‘1X1+C2X2+ R . ¢

Yoo = —c +anYi+anYa+ ... +amiYm

chz _Cn+a[nY| +a2';Y2+ PN +amr;Ym
V=0+b[Y]+b2Y2+ e +mem

Efectuando las transformaciones de modo semejante al Simplex sin
mas cambio que la columna correspondiente al pivote, en la cual el

pivote se cambia por su reciproco y las demds por su cociente por el
pivote con signo cambiado, se llega al cuadro final:

Yb 1 sz ...... Ybn

Xbl b{ Ysl

en que:

i, €3, ..., 20
bi,bi, ...,bm =20

Xp1=bi, ..., Xom = bm (variables basicas, primal)
Xa=Xso= ... =Xss=0  (variables no basicas, primal)
Ya=Ya= ... =Ym=0 (variables no basicas, dual)
Yoi=cily..., Yon=cCn (variables basicas, dual)

Que cumplen con las condiciones de KUHN y TUCKER como puede
comprobarse facilmente.

Tratamos el caso de maximizar con condiciones en menor o igual,
dado que los otros casos, se pueden reducir a este con facilidad.
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3. APLICACION A NUESTRO PROBLEMA

Supongamos varias funciones a optimizar en las cuales los valores de
las variables rara vez consiguen un 6ptimo simultdneo en todas ellas.
Por lo tanto seria preciso estudiar los distintos vectores X i que irdn
dando distintas soluciones al vector Z‘ (donde i = 1,2,...)

Decimos que X * es un vector eficiente si no existe otro vector X " tal
que:

Z} > Z*para todo j, y ademas:
Z! # Z}¥para al menos un j.

El sistema de resolucidn del problema consistira en encontrar una se-
rie de vectores eficientes X’ que irdn dando una serie de soluciones Z'.
El primer problema que se plantea consiste en ir buscando todas las so-
luciones eficientes para que el decisor pueda elegir entre ellas segun sus
criterios subjetivos. Para encontrar estas soluciones hay distintos mé-
todos desarrollados por varios autores. (2,11, 12,16, ...). Nosotros
apoyandonos en los trabajos ya citados, desarrollaremos nuestro méto-
do basandonos en las soluciones de los cuadros simétricos, introdu-
ciendo en base las variables que optimicen alguna de las funciones ob-
jetivo, segtin los valores del dual, y teniendo siempre en cuenta los cri-
terios del decisor. Al final del problema se presentaran al decisor las
soluciones Optimas para cada una de sus posibles preferencias
subjetivas.

Las soluciones eficientes X’, daran lugar a una serie de vectores Z°
entre los cuales serd preciso escoger. El decisor para esta eleccion habra
de ponderar los elementos de cada vector Z' mediante un vector \, de
elementos \j, tal que X }_ \;=1y\; >0.

Ese vector \ indicard las preferencias que entre los distintos criterios
tenga el decisor.

Nosotros lo que haremos sera buscar entre qué valores se pueden
mover los elementos del vector N\ para que cada decision eficiente se
convierta en dptima, asi el decisor podra escoger cudles son los valores
del vector N\ que mads se ajustan a sus preferencias subjetivas y decidir
en consecuencia.

Desarrollemos esto segiin el siguiente ejemplo:

Sean las ecuaciones a maximizar:
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Z,=4X;+ X, (criterio uno)
Z> =3X,; + 12X, (criterio dos)

Sujetas a las restricciones

X1+2X,510
2X:+ X, <10
X1+ X2<6
-5X:1+ X2 <0

X, X220

Planteamos el primer cuadro simétrico:

——
-4 -1 0
-3 -12]1 0
Xe 1 2110
0
X, @ 110 Cuadro
Xc4 "‘5 l 0
-Xi -X;

Para ir buscando las soluciones eficientes el sistema que vamos a uti-
lizar se basara en ir buscando los puntos adyacentes en el poliedro con-
vexo hasta completar el recorrido. Siempre que tengamos valores nega-
tivos en las variables basicas del dual (aqui vectores dado que equivale
a un doble primal y a un doble dual), alguno de los criterios puede ser
mejorado y por lo tanto se superara en algun valor del vector Z al resul-
tado anterior. En cada caso el decisor estudiara si el cambio le resulta
0 Nno ventajoso en su conjunto.

Tomando como pivote el punto (— X, Xc2) llegamos al cuadro simé-
trico n.° 1:

160



X1
Xc3
Xc4

Cuyas soluciones son:

X1
X,

2 120
3/2 -21/2 |15
-1/2  3/2| s
12 12| 5
~1/2 ®| 1
52 7/2|25
_Xcz "XZ

)=()

)

Cuadro 1

Hemos conseguido el maximo del criterio uno, pues sus variables
duales correspondientes son positivas. Sin embargo el maximo del cri-
terio dos no ha sido conseguido pues hay un valor negativo (—21/2).

Nos hemos de plantear si conviene ganar 21/2 en el criterio dos aun
a costa de perder 1 unidad en el criterio uno. El decisor tendra que
plantear si esto le interesa o no. En nuestro planteamiento supondre-
mos en principio que le interesa, para luego dar al decisor todas las po-
sibles alternativas.

Tomamos como pivote el punto (—X2, Xc3) y tendremos asi el cua-

dro n.° 2:

Xcl

X
Xc4

3 —-2|18

-9 21| 36

O -3| 2

1 -1 4

-1 2| 2

6 -7 18
“Xcz _Xc3

Cuadro 2
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Cuyas soluciones son:

() -G (2)- o)

Hemos mejorado en el criterio dos, pero hemos empeorado en el cri-
terio uno. En el momento actual hemos de escoger entre ganar 9 en el
criterio dos perdiendo 3 en el uno, o ganar 2 en el uno para perder 21
en el dos. Tomaremos la primera decision, pues la segunda nos lleva
al cuadro 1. También seria posible que a nuestro decisor le interesara
mas quedarse en el cuadro 2, pero vamos a suponer de momento que
no es asi.

Tomamos como pivote el punto (—X,2, Xc1) y tendremos el cuadro
n.°3: ‘

-3 7112
9 -6 | 54
X2 1 -3 2
3

X, -1 2l Cuadro
X> 1 -1| 4
Xa | -6 (D] 6

_Xcl “Xc3

Cuyas soluciones son:

(o) = () (2)-(5)

El decisor se planteara si le interesa quedarse en el cuadro 3 (supon-
dremos que no) o bien ganar 6 en el criterio dos perdiendo 7 en el uno
(el otro planteamiento nos llevaria al cuadro 2). Tomaremos como pi-
vote el punto (— X3, Xcs) y tendremos el cuadro n.° 4:
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9/11 -7/11| 90/11
63/11  6/11 | 630/11

X | =7/11  3/11] 40/11
X, | 1/11 -2/11| 10/11
X, | S5/11 1/11| so/11
X | -6/11  1/11| 6/11

Cuadro 4

"Xcl ‘Xc§

Cuyas soluciones son:

X1\ _(10/11\ (Z:\ _ 90/11)
X,) \s50/11)° \z,) \630/11
En este momento s6lo es posible meter en base X.4 sacando X¢s, lo

que nos llevaria a la situacion anterior luego ya tenemos las cuatro so-
luciones, que son todas eficientes:

20 18 12\ 90/11
1 _ 2 _ 3_ 4 _
Z = (15)’ z <36>’ z (54)’ z <630/11>

(Véase Figura 1)

Vamos a estudiar a continuacién cudl de las cuatro decisiones es mas
conveniente segun los valores que el decisor de a las A\. Llamemos \;,
al valor que da el decisor al primer criterio y \, al que da al segundo,
tal que \; + A2 = 1.

Para que un cuadro sea la solucidon adoptada por el decisor, tiene
que suceder que la combinacidn lineal de las variables basicas del dual
con las N\ quede positiva. Aplicado esto al cuadro uno tendremos:

2\ +3/202 20
AN —21/20 20

Luego:
2
A2 < —2—1-)\1

En el cuadro dos tendremos:
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3 M =220
~ON+ 2120

1 uego:
2 3
- < <
21>\1\)\2\ )\1
En ¢l cuadro tres:
-3\ +9N 20
A1 —6M2 20
Luego:
3 7
M <A<\
g 2S M

Por fin viendo el cuadro 4:

9/11A, + 63/11A2 =0
—7/11M +6/11A 20

Luego:
N =T/6\

Por otro lado sabemos que A, + \; = 1, luego puede expresarse gra-
ficamente el abanico de soluciones posibles segiin los valores subjetivos
de \. (Figura 2).

En conclusion tenemos cuatro posibles soluciones eficientes, de las
cuales el decidir cual es la «Optima», dependera de cual sea la propoz-
cion que el decisor asigne a A\; y a \2.

4. DETERMINACION DE A\ MEDIANTE JUEGOS

En el ya citado trabajo de BELENSON y KAPUR se plantea el interés de
la fijacion de A de forma menos subjetiva, y proponer como alternativa
para su determinacion el planteamiento de un juego que de lugar a un
compromiso entre los distintos objetivos. Iremos comentando la ope-
rativa de este sistema a la vez que lo desarrollamos para nuestro
ejemplo.
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Recordemos que la solucién que optimizaba Z; era el vector X' del
primer cuadro, y la que conseguia lo propio con Z, era el vector X*
expuesto en el cuadro cuarto. Por lo tanto tendremos:

X' x*

20 8,18

15 57,27

Evidentemente X' es preferible para el primer objetivo y X* preferi-
ble para el segundo y se planteara un juego para buscar una pondera-
cién entre ambos. El primer paso seria la normalizacion de las magni-
tudes pues éstas presumiblemente no serdn comparables. Es fécil ima-
ginar que no se pueden comparar puntos porcentuales en la reduccion
del indice de inflacidén, con millones de déficit presupuestario, por po-
ner un ejemplo. Luego en general sera interesante la normalizacion, si
bien el decisor debe decir la ultima palabra. Asi tendremos:

X! X4

Z, 1 0,4091

Z, 10,2619 1

Ponderando por \; los resultados del primer criterio y por X\, los del
segundo y planteando el juego tendremos:

A+ 0,2619\, > V
0,409\ + N2 2 V
)\1 + )\2 =1
Max V

Dividiendo por V tendremos:

M + 0,2619N; > 1
0,409IN 1 + N2 > 1

M l 4 /
Mml—/ =N + N}
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Con lo que tendremos:
N = 0,8267, M\ =0,6618

Estos valores seria preciso dividirlos por su suma al objeto de que
sumaran uno, pero todavia es preciso hacer una transformacién, dado
que las X no van a ser utilizadas para ponderar en la matriz normaliza-
da, sino en la original, por lo tanto es preciso dividirlas por los factores
de normalizacién asi:

n = M = 0,0413, n; = —)\2/—\ =0,0116, >, n;=0,05289
20 57,27

Haciendo ahora que sumen uno:
A= 10,7815, N\¥=0,2185

Que son la solucidn para hacer la ponderacion.
Con esto podemos hacer una optimizacidn:

Max\{Z, + N\3Z,

Pero esto es innecesario en nuestro caso dado que ya conocemos la so-
lucidn para cada combinacién de \; y \;.

A3 =0,2796 \}, luego estd entre ; y 221, lo que a la vista de la figura
2, nos da como solucion el cuadro 2.

Este planteamiento tiene la evidente ventaja de quitar los subjetivis-
mos y desde este punto de vista es una posibilidad a tener en cuenta.
Sin embargo no creemos que sea del todo convincente el plantear la so-
lucién por la teoria de juegos, ya que el simil de los dos jugadores es
dificilmente aplicable a este caso donde debe ser el tnico jugador, el
que decida lo que mas le conviene. Luego parece mas logico el utilizar
funciones de utilidad.

5. APLICACION DIRECTA DE FUNCIONES DE UTILIDAD

Un sistema basado en las funciones de utilidad consiste en buscar el
vector \ que mas se aproxima a los deseos del decisor tal como desarro-
llan ZioNTs y WALLENIUS (1976).

El procedimiento consiste en dar unos valores arbitrarios a A y bus-
car la solucién dptima para esa combinacidn. En este punto el decisor,
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a la vista de las variables duales basicas, decide si le interesa, segun sus
preferencias, introducir alguna variable no basica del primal. Asi iria-
mos operando hasta que al decisor no le interese ningiin cambio, donde
habremos encontrado su funcion de utilidad. No desarrollamos mas el
método por ser muy similar al desarrollado por nosotros.

BIBLIOGRAFIA

[1] AsHTON D. J. y ATKINS D. R. «Multicriteria programming for financial plan-
ning». Opl. Res. vol. 30, n.°3, Marzo 1979 pp. 259-270.

[2] BeLENsON S. M. y KaPur K. C. «An algorithm for solving multicriterion li-
near programming problems with examples». Opl. Res. Q. Marzo 1973. vol.
24, n.° 1, pp. 65-77.

[3] BENAYOUN, R., MONTGOLFIER, J., TERGNY, S. and LARITCHEV, O. «Linear
programming with multiple objective functions, step method (STEM)». Math.
Prog. Diciembre, 1971, pp. 366-373.

[4] CHACON-CHACON. «Programacion multiobjetivo» T. de Est. y de I. O. vol.
30, n.° 3, 1979, pp. 3-22.

[S] DAUER, J. P. and KRUEGER R., J.. «An interative approach to goal program-
ming». Opl. Res. Q. vol. 28, n.° 3 II, 1977, pp. 671-681.

[6] DEMokAN N. y LAND A. H.. «A parametric quadratic program to solve a
class of bicriteria decision problems». Opl. Res. vol. 32, n.° 6. Junio 1981
pp. 477-488.

[7]1 DyER S. «Interactive goal programming». Man. Sci. Septiembre 1972, pp.
62-70.

[8] GALE, KuHN y TUCKER. «Linear programming and theory of games» en
«Activity analysis of production and allocation». University of CHICAGO,
1951.

[9]1 GeorrriON A. M. «Solving bicriterion mathematical programs» Ops. Res.
vol. 15, n.° I. Enero-Febrero 1967, pp. 39-54.

[10] GeoFFriON A. M., DYER J.S., FEINBERG A. «An interactive approach for
multicriterion optimization with and application to the operation of an aca-
demic departement». Mgmt. Sci. vol. 19, Diciembre 1972, pp. 357-368.

[11] HaNNAN E. L. «Using duality theory for identification of primal efficient
points and for sensitivity analysis in multiple objective linear programming».
Opl. Res. vol. 29, n.° 7. Julio 1978, pp. 643-649.

[12] IserMANN H. «The enumeration of the set of all efficient solutions for a li-
near multiple objective program». Opl. Res. Q. 1977, vol. 28, n.° 3 pp.
711-725.

[13] RALPHE STEVER. «Multiple objective linear programming with interval crite-
rion weights «Man. Sci. Noviembre 1976, pp. 305-316.

167



[14] Roy, B. «Problems and methods with multiple objective functions». Math.
Prog., Noviembre 1971, pp. 234-266.

[15] WaLLENIUs J. «Comparative evaluation of some interactive approaches to
multicriterion optimization». Mgmt. Sci. vol. 21, n.° 12, Agosto 1975, pp.
1387-1396.

[16] ZionTs, S. y WALLENIUS, J. «An interactive programming method for sol-
ving multiple criterion problem». Mang. Sci. Febrero 1976, p. 652, ss.

[171 Yu P.L. y ZELENY, M. «Linear multiparametric programming by multicrite-
ria simplex method» Man. Sci. Octubre 1976, pp. 159-169.

X2

10

Figura 1

168



v

b\

| 01pDND:U0IdNIOg

lC 2
Nl<

Z 01pDN):uU0IdN|OS

( 6 _
Yo =N

€ 01PDND:UOIIN0G

% 0IpDNY:UQIdN|0S

oLty

Figura?2

169



