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SUMMARY

De Groot’s simple method of reaching a consensus when several decision ma-
kers have different prior opinions expressed in terms of p.m.’s is shown to be
compatible with Bayes rule when sample information is included as an aid to
decision making. It is proven that uptdating the priors of the different d.m.’s
by means of Bayes theorem and then applying De Groot’s method for rea-
ching a consensus (whenever possible) yields the same as by first reaching a
consensus and the applying Bayes theorem to the unanimons p.m.

The key point of the proof is that the transition matrix is also updated in
every iteration when sample information is considered by means of the predic-
tive distribution.

RESUMEN

En este articulo se prueba que el sencillo método propuesto por De Groot para
llegar a un consenso cuando los varios decisores tienen opiniones diferentes

(*) Recibido, Marzo, 1982
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expreadas en términos de distribuciones de probabilidad es compatible con la
regla de Bayes cuando se tiene en cuenta la informacién muestral. Se demues-
tra que si se calcula primero las distribuciones a posteriori y después se aplica
el método de De Groot para alcanzar un consenso (cuando esto sea posible),
es lo mismo que realizar primero el consenso y después aplicar el teorema de
Bayes a esta distribucion consensuada.

La clave de la demostracion es que tambien la matriz de transicidn en cada
etapa se transforma, en presencia de la informacion muestral, mediante la uti-
lizacion de la distribucion predictiva.

1. INTRODUCCION

El problema de amalgamar las opiniones de un grupo de decisores aun
en el caso de que estos estén de acuerdo en una funcion de utilidad co-
min no ha encontrado solucion satisfactoria. Savage (1954, cap. 10)
propone un modelo basado en el principio del minimax que utiliza, en
principio, estrategias mixtas. Esta idea se ha utilizado recientemente,
basandose en el modelo de juegos cooperativos de Nash, por Weera-
handi y Zidek (1981).

Uno de los métodos mas simples para amalgamar opiniones, expre-
sadas en términos de medidas de probabilidad subjetiva fue propuesto
por Stone (1961) denominado «amalgamacién lineal de opiniones».
Este método -de amalgamacion ha sido caracterizade axiomaticamente
por Bacharach (1975) y Madansky (1978).

Otros métodos de amalgamar opiniones, en particular el método de
«amalgamacion logaritmica de opiniones» se han considerado (véase,
p.e. Bacharach (1979), Mandansky (loc. cit.) y Weerahandi y Zidek
(loc. cit.)). En esta ultima referencia se dan razones por las que este ti-
po de amalgamacion presenta ventajas sobre el método propuesto por
Stone.

En este articulo estudiamos uno de los métodos mas simples para ob-
tener un consenso, ¢l dado por De Groot (1974) —y que esta emparen-
tado con el método de «amalgamacion lineal de opiniones»— en rela-
cion con la incorporacion de informacién muestral proporcionada por
un experimento.

Este problema fue tratado por Raiffa (1968, cap. 8, secs. 10 a 13)
quien argumentaba que era mejor combinar (linealmente) las opiniones
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para formar una unica distribucion a priori antes de incorporar la in-
formacion muestral mediante la aplicacion del teorema de Bayes, que
aplicar individualmente el teorema de Bayes y después llegar a un con-
senso. Esta falta de conmutatividad es debida a que el método de amal-
gamacion lineal no es «externamente bayesiano», segun la terminolo-
gia de Madansky (1978). Esto significa que la informacion muestral no
s6lamente afecta a las distribuciones a priori sino que los pesos de los
coeficientes de la combinacion lineal también se alteran segun la for-
mula de Bayes tomando para estos coeficientes como funcion de vero-
similitud la densidad predictiva, tal como hace Rios (1981) en relacion
con los modelos jerarquicos, de los cuales el método de amalgamacion
lineal de opiniones puede considerarse como un caso particular (véase
p.€., la sugerencia de De Groot en la discusion del articulo de Girdn
y Rios (1980)).

Dickey y Gunel (1978) obtienen un resultado anélogo (la dependen-
cia de los pesos de la informacion muestral) para el caso de los «facto-
res de Bayes» del grupo en relacién con los de los individuos.

Consideramos un grupo de & individuos, cada uno de los cuales tiene
una distribucion de probabilidad subjetiva sobre un parametro desco-
nocido 6 € Q (espacio paramétrico).

Sea:

PO = (PO, .., POy

el vector formado por las distribuciones de probabilidad a priori que
cada individuo asigna al parametro 6.

De igual modo que en De Groot (/oc. cit.) y en Berger (1981), supo-
nemos que cada individuo, después de ser informado de las distribucio-
nes de los restantes, revisa su distribucion y la sustituye por una combi-
nacion lineal convexa de las distribuciones P, ..., P{®.

Sea pi; el peso que el individuo «i» asigna a la distribucidn del indivi-
duo «j» (pi; denota la importancia relativa que para el individuo «i»
tiene la opinion del individuo «j»). Suponemos ademas que las p;; son
no negativas y que

k
Spi=1 (<i<k).
Jj=1

Por tanto, después de la primera revision, la nueva distribucion para
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el individuo «i» sera:
k

(1) P = 3 pyP®
Jj=1

con lo que si denotamos por P = (p;) (1 <, j < k), la matriz estocas-
tica asociada al problema de describir la importancia relativa de las
oponiones, entonces:

PO = pp®
y en general, para sucesivas revisiones, se obtendria,
P" = pP® (n=1,2,3,...,ad inf.)

expresion que nos da el vector de distribuciones después de » revisio-
nes.

De Groot (loc. cit.) establece una condicion necesaria y suficiente pa-
ra llegar a una distribucidén de consenso, distribucion en la cual todos
los individuos estarian de acuerdo, y que llamaremos simplemente
«CONsenso».

Posteriormente Berger (/oc. cit.) demostrd, mediante un contraejem-
plo, que dicha condicidn solo es suficiente, y establece una condicion
bajo la cual el consenso siempre existe.

De hecho si cada uno de los k& decisores aplica la regla de Cromwell
(véase Lindley (1980)), es decir, tiene en cuenta las opiniones de todos
los decisores, incluidos ¢l mismo, entonces la matriz de pesos P = (pij)
es estrictamente positiva y, es bien sabido, que la matriz P™ siempre
converge hacia una matriz de filas iguales, y por lo tanto el consenso
siempre se obtiene*.

La expresion analitica del consenso viene dada como una combina-
cion lineal convexa de los elementos del vector P? y cuyas ponderacio-
nes vienen caracterizadas por la forma que toma el limite de la matriz

‘P" de importancia relativas.
Nuestro principal objetivo consistird en comprobar la conmutativi-

dad de la regla de Bayes con el método del consenso. Esta comproba-
cion la realizaremos en dos fases:

* Esto concuerda bastante bien con la idea intuitiva de que si (algiin p;; = 0) no se tienen en cuenta
las opiniones de los demds, entonces un consenso es improbable.



i) Hacer una observacion, aplicar la regla de Bayes y obtener el con-
Senso.

Como se comprobara, la clave de la demostracion esta en que
en cada etapa la matriz de transicion también se transforma en
presencia de la informacidn muestral.

ii) Efectuar el consenso y a continuacion hacer una observacion pa-
ra aplicar la regla de Bayes.

Se completa el trabajo comprobando la validez de estos resultados
para el caso en que cada individuo tenga incertidumbre parcial sobre
su distribucién de probabilidad subjetiva, y para el caso en que los in-
dividuos expresen su incertidumbre mediante un modelo jerarquico.

2. CONMUTATIVIDAD DE LA REGLA DE BAYES CON EL
METODO DEL CONSENSO

2.1. 1.2 Fase

Observamos una v.a. X, que da informacion sobre 8, con lo que el vec-
tor P de las distribuciones a priori para el valor X = x de la observa-
cion se transformara en el nuevo vector:

PO = (P{206/), ..., PLO/x)

de distribuciones a posteriori, en donde la distribucion a posteriori pa-
ra el individuo «i» viene dada por la formula de Bayes:
dPO0/x x/0
aPO S
dPPO)  [,f(x/0)aP®)
siendo f(x/0) la verosimilitud asociada.

Por tanto, la primera revision (1.1) se transforma, después de aplicar
el Lema 1.2.1 (Rios, M. J.), en:

k
POO/x) = 2 1py)P(6/x)

J=1

donde
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ij PO
oy = PRIYTED) i)

2 piif(x/P®)

J=1

SO/ P = [ fx/6) dP{(6)

Es decir, con esto, la matriz inicial de pesos o importancia de las opi-
niones P se transforma en una nueva matriz, también estocastica, co-
mo facilmente puede comprobarse, que representa los pesos a posterio-
ri que cada individuo asigna en una primera etapa después de la obser-
vacion muestral. Llamemos:

Pi(x) = P(x) = (pij(x))i,; (1<56,j<k)

y con la idea de simplificar cdlculos, expresaremos esta matriz en fun-
cion de las correspondientes verosimilitudes asociadas.

Denotando por I/ la verosimilitud asociada al individuo «i» en la
etapa «h», tendremos:
Q.1 P =f/P?) (U<j<k) y
2.2) 1 =f0/PO) = [ S(x/6) aP{ (6)

k k
= j oS (x/0) d< .Zl Dij pj(o)(())> = .Zl Dij Jsz f(x/0) dP(6) =
J= j=

k k
= _Zl pifx/PP) = 3 pil®.
J=

j=1
Con esto, obtenemos:
i) La matriz de pesos a posteriori en la primera etapa toma la forma

il © .
Pi(x) = <P;(ijj‘> (i j<k)
i LJ

con lo que el vector formado por las distribuciones a posteriori
de cada individuo después de hacer la primera revisidn, viene da-
do por:

PY = Pi(0P
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ii) si denotamos por
L'=(f,..., 1[0
tenemos que:
L'=PL°

y, en general, si recurrimos al desarrollo realizado en (2.2), es fa-
cil comprobar que:

L"=PL" '=...=PL°

resultado que precisamente coincide con la verosimilitud que se
obtendria si comenzamos a aplicar Bayes en la n-ésima etapa, es
decir

. k
U = fGe/P) = [, f(x/6) dPP6) = [, /(x/6) d< > p}?’Pf“”(f’)) =
i=1

k k
= 200 [of6/0)dPO6) = 3 piP £/ P)
1= i=1

donde p$P es el elemento (j, i) de la matriz P". Por lo tanto:
L"=PL°=L" vn.

En base a los resultados obtenidos en la primera revision después de
aplicar Bayes, si se efectiia una segunda revision, cada individuo vuelve
a asignar una nueva distribucion al parametro, que viene dada por la
férmula

k
Pi(Z)(e/x) = Z sz(X)Pj(l)(B/X),
j=1
en donde
o pif/PY)  pyls?,
Zplj(x) = "k = 1(2)
.21 pife/P®)
j=

y que en forma matricial sera:

i'l(l)
PP = P(PP, con Py(x) = pis(0))i; = (”-,i(z’; > (A<ij<h)
1] i, j

145



Con esto:

PP = PAP = P ()P i(0)PY = Qu(x)P?

y donde,
pil!" piil ¥ [ .
Qz(—\‘)=Pz(X)P1(X)=( et ) o ) =P e ) <ii<h.
1 i 1,J i iJ

Siguiendo un procedimiento andlogo para las sucesivas revisiones,
obtenemos en general que:

(_n—l)

Pn(x) = <p,-,- ’[("») > _ 1<i,j<k);(n=1,2,...,ad inf))
i ij

y en consecuencia, P = Q,(x)P donde

n-1 [ (1 <i,j<k);
(X)) = Po_itx)=(pP 7., SO EER
() ,-E[n ) (p / 15"’>,-,, (n=1,2,...,ad inf.)

Con esto, estamos en condiciones de aplicar el método del consenso a
estas distribuciones a posteriori.

En lo que sigue, supondremos que en nuestro problema se dan las
condiciones para la existencia del consenso dadas por Berger (loc. cit.).
Sea:

, o
Qx(x) = lim Q,(x) = <Hij [—.;) ‘
i i,j

n-—co
donde,
(I1ip)ij = P* = lim P" y L*=limL"= P*LO,
n-e n—o
cuyos elementos son de la forma:

k k
IF= NI = ST =1+ vi
ji=1 i=1

Es decir,: L* = (I*,...,[*), y por tanto
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Q4 (¥) = <Hii"> ="' QLY 1<j<k)

En definitiva, se obtiene:

P} = lim P? = lim Q.()PL = Q. (0P = (P%, ..., P¥),

donde
k 11(0) k
Pt = 3T PPO/9) = 3 oyP¥(0/x), con
i=1 J=
@ k
Olj=H;*J'_>O vjy .Zlai= 1.
J=

Es decir, el consenso viene dado por una combinacidn lineal convexa
cuya interpretacion es la «media ponderada de las distribuciones a pos-
teriori en la etapa inicial».

En el hipotético caso en que la matriz estocdstica de pesos P sea do-
blemente estocastica, los pesos «; toman la forma simplificada:

k
aj = 1}"’/ 200 a<igh.

Jj=1

2.2. 2.2 Fase

Planteado el problema en su forma estandar y obtenido el consenso,
si existe segun Berger, llamemos:

II = lim P

n— oo

y P* la distribucidn del consenso, que sera la distribucion a priori con-
sensual de los individuos.

Si se toma una observacion x y se calcula la distribucion a posteriori
del consenso, la verosimilitud tomara la forma:

k
1% = fx/P*) = [, f(x/6)dP*©) = [, f(x/0)d 2 H/P}"’> =
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k k
= X I [, //0) PO = 3 TS0/ P) =
Jj= Jj=

k
=NILO=1r=01* (1<j<h,
i=1

con lo que la verosimilitud es la misma se haga el consenso antes o des-

pués de tomar la observacion.
En consecuencia, las distribuciones, a posteriori coinciden tanto si se

observa el valor de X = x antes como después de hacer el consenso. Es-
quematicamente, el resultado obtenido en este apartado se puede ex-
presar de la siguiente forma:

Bayes Consenso

1.* Fase: PO —> B,(P®) — (B,(P))*

Consenso Bayes
2.2 Fase: PO —— p* ———= B (P*%)

y en consecuencia: (B,(P@))* = B.(P*).

3. EXTENSIONES: EL CASO DE INFORMACION PARCIAL.
HIPERDISTRIBUCIONES

En lo que sigue, supondremos que {2 es un espacio métrico separable,
lo que implica que 2*, (conjunto de las distribuciones de probabilidad
que se pueden definir en (2, 3(R2))), es también un espacio métrico sepa-
rable, con la métrica de Prohorov. (Véase Parthasaraty, 1967, th. 62,
pag. 43). Vamos a considerar las dos siguientes situaciones:

3.1

La informacion que cada individuo posee acerca del verdadero valor
del parametro viene dada por un subconjunto K #(1 < i < k), convexo
y compacto, de Q*. Como sefialan Girdn y Rios (1980), el exigir que
K ¥ sea convexo es introducido mas bien por una condicion natural que
por conveniencia matemadtica, ya que si el individuo tiene incertidum-
bre entre dos distribuciones, también la tendra sobre cualquier distri-
bucion que se obtenga como una combinacion lineal convexa de ellas.
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La forma de tratar el problema en este caso, seria la siguiente: apli-
car la técnica de estudio realizada en el pardgrafo precedente a cada
uno de los casos que se pueden presentar cuando cada individuo elige
una distribucion de probabilidad que pertenezca a su conjunto de dis-
tribuciones subjetivas, teniendo asi para cada uno de estos casos una
distribucién de «consenso», si existe, y al hacer el estudio completo ob-
tendriamos un subconjunto convexo y compacto K * de 0*, en donde
si la matriz P es ergddica, entonces

y en el caso de que no lo sea
K* = NI1GHKE,
iJ

en donde TI(/, j) son los propuestos por Berger (loc. cit.) y que, segin
el apartado anterior, seria independiente de que la observacion se reali-
ce antes o después de aplicar la regla de Bayes.

Es de interés resaltar, que si bien este caso presenta el aparente in-
conveniente de que puedan existir mas de una solucién de consenso,
presenta la ventaja de que al trabajar con subconjuntos de Q*, y no con

elementos, es mas factible que las ecuaciones de Berger, que determi-
nan el consenso, tengan solucidén.

3.2

Supongamos ahora que la informacién que cada individuo posee acer-
ca del verdadero valor del parametro viene dada por una hiperdistribu-
cion p; € Q** (1 < i< k) (conjunto de las distribuciones de probabili-
dad que se pueden definir sobre (2*, 3(2*))).

La idea consiste ahora en demostrar la validez de los resultados obte-
nidos en el apartado 2 para este caso.

Debido a que ahora hay que utilizar un nuevo «operador» (baricen-
tro Q) que viene definido por la formula:

Q(B) = [, PB)u(dP),

los casos a analizar, inicialmente, seran 3!,

149



Q C B

Lopi= Q@) = [Q(pa)]* = B {[Q(p)]*}

C 0 B

2. m—> pro Qp*) 2 BQ(p¥)]
0 Bx c

3. pi— Qi) = Be[Q(p)] = [ B[Q(pa)] }*
By 0 c

4. pi— Bi(pi) = Q[Bx(ui)] = {Q[Bx(pi)]}*
c Bx Q

5. i~ p*—  Bu(p*) > Q[Bi(p*)]
By c Q

6. pi— Bi(pi) [Bx(ll-i)]* - Q{ [Bx(pi)]*}

segtn el orden en que actiien los «operadores» Bayes (By), Consenso
(C, *) y Baricentro (Q), y que abreviadamente denotamos por:

(1) QCBy; (2) COBx; (3) OB:C; (4) B:QC; (5) CB:.Q y (6) B.CQ.

Por el apartado 2, sabemos que los operadores By y C conmutan,
con lo que si demostramos que los operadores Q y C, por un lado, y
QO y B, por otro, conmutan, se tendra el resultado deseado.

La conmutatividad de Q y C es una consecuencia inmediata de la li-
nealidad del operador Q, y la de Q y B, es obvia si se tiene en cuenta
que el baricentro de la hiperdistribucion a posteriori es

QBx(k)) = |4, Pru(dP)

que coincide, precisamente, con la distribucion a posteriori del baricen-
tro.

Consideremos, por ultimo, la estabilidad del modelo cuando la in-
formacion viene dada por mdas de una observacion. Los dos lemas que
siguen nos garantizan que la incorporaciéon de dicha informacién al
modelo de De Groot puede realizarse en cualquier etapa, bien inicial-
mente, o bien durante el proceso de amalgamacion, o bien cuando el
consenso se haya alcanzado (si ha lugar), y en cualquier orden si la
muestra es la v.a.i.i.d.

Por simplicidad supondremos una muestra de tamafio dos aunque
los resultados son, evidentemente, validos para cualquier tamaifio
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muestral.

Representemos por x € y dos observaciones independientes de la v.a.
X que depende del parametro 6 € Q cuya funcion de densidad respecto
de la medida dominante »(x) es f(x/6).

Lema 1. La funcidén de verosimilitud generalizada para muestras de
tamafio dos se factoriza como sigue:

S, y/P) = f(x/P)f(y/Px) = f(y/P)f(x/Py)

DEMOSTRACION

S(x/0) 3
SC/PI/PY = S/ P) [F(2/6)dP:6) = S </ P) [ f3/9) 7 dPO) =

= [F/00£0e/8)dPO) = [ £Cx, »/0) dPO) = f(x, 7/ P)

Analogamente se demuestra la otra igualdad.

El lema que sigue demuestra que el operador de Bayes es conmutati-
vo y asociativo respecto de los pesos de una combinacion lineal conve-
Xa.

Lema 2. Si representamos por p = (ui, - . . , pk) la hiperdistribucién
asociada al baricentro Q = 3¥_, uiP;i y por By, By, B; los operadores
de Bayes correspondientes a las muestras x, y y z = (x, ), referidos a
hiperdistribuciones, entonces se tiene que:

B:(p) = Bx(By(n)) = By (Bx(p)).

DEMOSTRACION. Si representamos por pi(z) los pesos a posteriori,
tras haber observado z, estos vendrian dados por

uitz) = 1P
f(z/Q)
Por otro lado pi(x) vendra dado por:
<y BSLP)
ST
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Si ahora observamos y, los nuevos pesos, pi(x, ¥) vendran dados por
7

i, y) = i) (y/ Pix)
” FO/0)

donde
k k
O« = B«(Q) = .Zl pi(X)Bx(Pi) = Z}l pi(X)Pix.

Demostrar que B;(p) = By (Bx(p)) es pues equivalente a demostrar que
pi(z) = pi(x, y). Sustituyendo u;(x) por su valor, en la ultima expresion,
resulta

Hx, ) = pif o/ Pi)f(y/Pix) el lema 1
S 10770)Y 7 o N
wie, y) = MY _pif @/PD

T f6/Q)  fz/Q)

Analogamente se demuestra la otra igualdad.

Corolario. Si

k
Q=D wPi y z=(x,y), entonces
i=1 A

M=

1]

k k
B; < luiPi> = 2. By(B:(1i))By(Bx(P) = 2, Bx(By(1:))Bx(By(P)).

i i=1 i=1
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