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Resumen

En este trabajo, estudiamos el problema de localizacion minimax cuan-
do no se conocen exactamente las coordenadas de los destinos, pero
vienen especificadas por variables aleatorias con distribucion conoci-
da. Hemos analizado este problema bajo el criterio del valor esperado
y el criterio de probabilidad maxima, por medio de la dominancia esto-
castica. Probamos, a través del concepto del valor esperado de infor-
macidn perfecta, que se puede obtener una reduccion considerable de
la distancia maxima cuando sea posible una politica de esperar y ver,
para el caso de las distribuciones normal y exponencial doble.

Summary

This paper deals with the minimax facility location problem for the ca-
se where the coordenates of the destinations were not known exactly
but were instead specified by probability distributions. We have analy-
zed this problem under expected value criterion and maximun probabi-
lity criterion by means of stochastics dominance. Through the concept
(*) Recibido, Octubre, 1981
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of the expected value of perfect information, it is shown that a substan-
cial reduction in maximun distance may be obtained when it is possible
a wait-and-see policy for the case of normal and double exponencial
distributions.

STOCHASTIC LOCATION, FACILTY LOCATION)

1. INTRODUCCION

Dados n puntos sobre el plano, llamados destinos o puntos de deman-
da, que tienen coordenadas conocidas y que notaremos por (xi,)2),
(x2,¥2), . .., (xn, ¥n), se trata de encontrar un punto (x, y), llamado cen-
tro de servicio, que minimice la distancia maxima S, de este a los cen-
tros. Este criterio se utiliza principalmente, cuando se desean servicios
rapidos o de urgencia. Si tomamos la distancia rectangular, que es mas
apropiada que la distancia euclidea, para cierta clase de problemas, co-
mo cuando se trata de localizacién en centros urbanos o en plantas in-
dustriales, el problema queda planteado como
min max(|x — xi| + |y — yi|)wi I=1{1,2,...,n}
*x,»)€ER? i€l .

donde w;, i = 1,2, ..., n, son los pesos, que pueden representarnos la
tasa de tiempo por unidad de distancia. La solucion de este problema,
dada por ELZINGA y HEARN (1972), es cualquier punto del segmento de-
terminado por los puntos ((c1 — ¢3)/2, (c1 + ¢3 + ¢5)/2) y [(c2 — ¢4)/2,
(c2 + ¢4 — ¢5)/2] siendo c¢; = miny(x; + yi), c2 = maxi(x; + yi), €3 =
= mini(yi — Xi), ¢4 = maxy(yi — Xi), ¢s = maxy(cz — ¢1, s — ¢3) y la dis-
tancia maxima S = cs/2.

Sin embargo, hay situaciones donde los destinos no se conocen de
antemano, pero estan distribuidos aleatoriamente seglin una cierta dis-
tribucién de probabilidad, de manera que las coordenadas de los » des-
tinos se consideran variables aleatorias. Supongamos que X,
X2, ..+ 5Xn, Y1, V2, - - . » Yn SON variables aleatorias independientes y dis-
tribuidas respectivamente, con funciones de distrucién Fi, F>, ..., Fn,
Gy, Ga, . .., Gn. Si tomamos el criterio del valor esperado, el problema
viene formulado como

min E(max(|x — xi| + |y — yi|)w) @
(x,y) €R2 ier
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y si tomamos el criterio de probabilidad maxima, fijado un S, se trata
de
max P{max(|x — xi| + |y — yi|)wi < So} (I1)
(x,y) €ER2 iel
El problema (I) ha sido resuelto por CARBONE y MEHREZ (1980) solo
para el caso particular de variables aleatorias distribuidas segin una
normal de media cero y varianza uno, y con pesos iguales a uno, encon-
trando que el punto de coordenadas (0, 0) es la solucién dptima, sefia-
lando la dificultad que entrafia la resolucion general, debida sobre todo
a la determinacidn del valor esperado de la funcion objetivo. En este
trabajo, resolvemos tanto el problema (I) como el problema (II), bajo
hipotesis menos restrictivas, via la dominancia estocastica, encontran-
do que para cierta familia de distribuciones, la solucién 6ptima corres-
ponde a su mediana.

2. DOMINANCIA ESTOCASTICA EN EL PROBLEMA DE
LOCALIZACION MINIMAX

Consideremos la variable aleatoria

Z(6,y) = max((x = xil + [y = yw),  vlxy)€ R%.

Una variable aleatoria X con funcion de distribucion F(x) se dice que
es menor estocasticamente o igual que otra variable aleatoria Y con
funcidn de distribucion G(x) si F(x) > G(x), Vx, y lo notaremos X < Y.
Se trata por tanto, de ver si existe un cierto (x*,y*)€ R? tal que
Z(x*, y*) < Z(x, y), V(x,y) € R? y entonces por las propiedades de la
dominancia estocastica (x*, y*) seria la solucién 6ptima, tanto del pro-
blema (I) como del problema (II). Diremos que la funcién de distribu-
cion F(x) de la variable aleatoria X posee la propiedad P si existe un
valor x* tal que | X — x*| < |X — x|, vx. Consideremos la familia § de
funciones de distribucién con la propiedad P, a la que pertenecen, en-
tre otras, la distribuciéon normal y exponencial doble, como vemos a
continuacion:

Ejempro 1. La funcién de distribucién normal de media p y varianza
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o, posee la propiedad P. En efecto, como la variable aleatoria
|x — X|, tiene como funcién de densidad

Sou) = 1/ 2x[(exp(— (x + u — p)*/20%) + exp(—(x — u — p)2/20%)],
u>0

y como para x =, fu(u) =2 exp(—u*/20%)/\2%, p >0, tenemos
fu04)=2/N2nyparavx=p' #p

£004) = 2exp((p’ — w)?/20%)/N 27 < £u(0+)

y por otra parte, f.(#) y f.(#) se cortan en un solo punto u*, que co-
rresponde a la solucidén de la ecuacion

exp((p’ — p)u/0®) + exp(—(p’ — pu/o®) = 2exp((p — p')*/20°
esto supone que |[p — X| < |p’ — X|

Esempro 2.La funcion de distribucion exponencial doble (o de La-
place) verifica la propiedad P. En efecto, si X es una variable aleatoria
con funcién de densidad g(u) = exp(|u — a|/B)/28, —© < u < =, en-
tonces la funcién de densidad de la variable aleatoria |x — X| estd dada
por

hx(u) = (exp(—|x + u — a|/B) + exp(—|x — u — a|/B)/28, u>0

como Ao(0+) = 1/8> ha'(0+) = exp(—|a’ — a|/B)/B y ademds, como
puede comprobarse, A.(u) v h(.-(#) se cortan en un solo punto u* =
= [InQ exp(Ja’ — a|B) — 1]8/2, resulta que |a — X| < |a’ — X|, Va' # «.

Como hemos visto anteriormente, se trata de ver si existe un punto
(x’,y") € R? tal que Z(x’, y’) < Z(x, y) para todo (x,y) € R%. El teore-
ma 1, nos pone de manifiesto cuando existe esta solucion y la caracteri-
za. Veamos antes dos lemas previos, para la demostracion.

Lema 1. Sean X;, X, dos variables aleatorias independientes con
funciones de distribucion Fi(x) y F>(x) respectivamente y sean Y;, Y>
dos variables aleatorias independientes con funciones de distribucién
respectivas G1(x) y Ga(x). Entonces si X; < Y; y X2 < Y se verifica
que X; + Xz < Y+ Y.
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Demostracion. Si notamos por Hi(u) a la funcion de distribucion de
la variable aleatoria X; + X3, esta viene dada por

H\) = [ Fx(u ~ y) dFa(y)

y si notamos por H>(«) a la funcion de distribucion de la variable alea-
toria Y, + Y3, ésta viene dada por

Hyw) = [ Gi(u ~ y) dGa(y),
se tiene
H\) — Hau) = [ Fuu = )dF2y) ~ [ Giu = 1)dGx(y) >

> [ Giu ~ Y)dF() ~ | Gilu = 1)dG ()
pues Xi1<Y,

=E{Gi(u — X2)} — E{Gi(u — Y2)} 20, Vu,
ya que X> < Y2 y Gi(u — y) es una fun-
cién monotona no creciente de y.

Por tanto, Hi(u) > H>(u), Yu, es decir X1+ Xa < Y1 + Y.

Lema 2. Sean X, X3, ...,Xn, n variables aleatorias independientes
con funciones de distribucion Fi(x), F»(x), . . ., Fa(x) respectivamente
y sean Yy, Y>,..., Y, otras n variables aleatorias independientes con

funciones de distribucion respectivas Gi(x), Ga(x), . . ., Gu(x). Enton-
cessiX;<Y;,i=1,2,...,n, se verifica que

max X; < max Y;
i i

DEeEMOSTRACION. Es directa, ya que
n n
vu, P{maxX;<u} = [] Fiu) < [] Gu) = P{maxY; < u}
i i=1 i=1 i

pues Fi(u) < Gi(u), vu,i=1,2,...,n.

Teorema 1. Sean (x;,y) i =1,2,...,n las coordenadas de n desti-
nos, donde x;, i = 1, 2, ..., n, es una variable aleatoria con funcién de
distribucion F; pertenenciente a la familia &, con mediana x’, e y;,

i=1,2,...,n, es otra variable aleatorria con funcidon de distribucién
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Gi perteneciente también a la familia & y con mediana y’. Supongamos
ademds que estas 2n variables aleatorias son independientes entre si,
entonces

Z(x',y)< Z(x,y), V(x,y)€R?

DEMosTRACION. Como las funciones de distribucion pertenecen a la
familia &, existe un punto (x/, y/) € R* tal que ,

|xi — xi| < |x — xil, Vx €R
Iyi'—yilgly——yil, VyGR i=1,2,...,n

y como
| x1 4—x,~| < |x—x|, Vx=E{|x'—xi|} <Ef{|x—-xil}, vx
resulta que x{ es la mediana de x;. Asi pdr el lema 1 tenemos
" - xul -yl le-xl 4y -yl V) €R?

relacion que se mantlene si multlphcamos ambos mlembros por wi >0,
y por el lema 2, obtenemos. - -~ =~ .. . « T ;

max {(|x" — x| + |y" = yi)wi} < max{(|x — x| + |y — yil)wi}
V(x,y) € R

Sin embargo, como puede observarse, el problema se complica con-
siderablemente, cuando las funciones de distribuciéon correspondien-
tes, tienen medianas distintas. Pero este resultado, nos permite compa-
rar estas decisiones con las correspondientes a una politica de esperar
y ver a través del concepto de valor esperado de informacion perfecta
(evp) introducido por WESOLOWSKY para un problema unidimensional
de WEBER.

3. EL VALOR ESPERADO DE INFORMACION PERFECTA

El valor esperado de informacién perfecta, es una medida del coste de
la incertidumbre, ya que no conocemos la mejor localizacion del centro
de servicio, deseamos encontrar la cantidad maxima que estaremos dis-
puestos a pagar, por la informacion acerca de la situacion de los puntos
de demanda. Asi, una medida de este maximo, es el valor esperado de
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informacion perfecta, que se define como la diferencia entre el coste
esperado de la mejor localizacion posible, sin el conocimiento a priori
de las posiciones de los puntos de demanda y el coste esperado de la
mejor localizacidn si tuvieramos conocimiento exacto, cada vez, de las
posiciones de los puntos de demanda es decir

EVPI = ECBL — ECPI
donde

ECBL = min E(Z(x,)) = E(max{|x’ — xi| + |y — yi|})
(x,y)€2 i

ECPI = E( min Z(x,y)) = E(max(max(x; + yi) —
(x,y) € R2 i
— min(x; — y:))/2; (max(x; — yi) — min(x; — y1))/2)),
13 13 13
habiendo tomado todos los pesos iguales a uno. Esta ultima expresion

se simplifica si las funciones de distribucion corresponden a variables
. aleatorias simétricas, viniendo dada en este caso como

EcPI = E(max{(xi - x) + (i = ¥)}).
1
A continuacion determinamos el EVPI para el caso de una poblacion
normal de media p y varianza o2, y después para el caso de una distri-
bucién exponencial doble (o de Laplace) de media « y varianza 232, su-
poniendo que los puntos de demanda se situan a lo largo de una carre-
tera, con el fin de simplificar los calculos.

Supongamos x;, i =1, 2,...,n, son variables aleatorias N(yu, o),
entonces

EcPI = (E(max x; — min x))/2 =
= G(E(mle(xi - w/o— miin(xi - w/9)/2 =
=oE(max T;) donde T;~ N(0,1)

ECBL = E(max|x; — p|) = oE(max|T;|)
i i

y por tratarse de una distribucion simétrica E(max; <i<x|T;|) se puede
aproximar por E <i<2s(max 7;) (ver Gumbel) y asi
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EvPi= {E( max T;) — E(max T)}o
1=<i<2n 1<sisn

Si observamos los valores de E(max;7;) tabulados por HARTER
(1961), encontramos que el Eve1 disminuye conforme » aumenta y que
para n suficientemente grande el Evei = 0.22¢. Por otra parte, y como
era de esperar, el EVPI es proporcional a la desviacién tipica de la
poblacion.

Si la posicidn de los puntos de demanda viene dada por una distribu-
cién exponencial doble de mediana «, como la funcion de densidad vie-
ne dada por

Sx) = (1/2B)exp(—|x — «|B) —o<x<o 0<p
obtenemos

ECBL = E{mgx|x,- —al|} = I:(l — (1 — exp(—u/B))")du =

= Z(—l)’<n>ﬁ/r =8,(1/k)
r=1 r k=1 :
ECPI = E{max(xi — o)} = I:(l - (1 = (1/2)exp(—u/B))")du —

(/27 [ expluu/B)du =8 3 1/k -

— Bl é (1/k2%) + 1/n2"]
k=1

resultando EVPI = B[ZF = 1(1/k2%) + 1/n2"], con lo cual el Evei se incre-
menta conforme aumenta el numero de puntos de demanda, al contra-
rio de lo que ocurria en el caso de la normal. También el EVPI es pro-
porcional a la desviacidn tipica. En cualquiera de los casos, se pone de
manifiesto, la mejora sustancial (reduccion de la distancia méxima)
que se pude obtener cuando sea factible una politica de esperar y ver.
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