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Resumen

Damos un procedimiento de deteccion de outliers para muestras proce-
dentes de poblaciones normales bivariantes, que viene dado por el cua-
drado de la distancia entre matrices de sumas de cuadrados y sumas de
productos de observaciones muestrales, la cual se ha obtenido a partir
de la forma métrica diferencial de Maas.

1. INTRODUCCION

Para definir el cuadrado de la distancia entre matrices de sumas de cua-
drados y sumas de productos nos basamos en la distancia geodésica en-
tre matrices simétricas definidas positivas, utilizando para ello la for-
ma métrica diferencial dada por maas (1955).

1.1 Definicion. Sea K un espacio conexo sobre el que se ha definido
una forma métrica diferencia (ds)’; la distancia entre dos puntos
X, Y € K viene dada por.

d(X, Y) = inf [, ds
(*) Recibido, Julio, 1981



1.1 Teorema. La funcion d(X, Y') verifica las siguientes propiedades

d(X,Y)>0
dX,Y)=0eX=Y

d(X, Y) = d(Y, X)
d(X,Z)<d(X, Y) +d(Y,Z)

y la topologia definida por d es equivalente a la topologia inicial del
espacio K. [KoBayasHi, NoMizu (1963)]

1.2 Teorema. Las matrices simétricas definidas positivas de dimen-
sién p x p forman un cono convexo en el espacio euclideo RPP* D72,

DEMOSTRACION. Basta considerar, cada matriz simétrica como un
punto del espacio euclideo p(p + 1)/2 — dimensional.

1.3 Teorema. Sean A y B dos matrices simétricas definidas positi-
vas. Tomando como forma diferencial la dada por Maas, la distancia
geodésica entre estas matrices viene dada por

¥4 172
d(A, B) = < 2, (log X:)2>

i=1

donde \; son las raices de la ecuacion determinante |B — NA| = 0.
La demostracion de este teorema, se puede ver en MurNoz (1980).

2. DISTRIBUCION DEL ESTADISTICO DISTANCIA ENTRE
MATRICES DE SUMAS DE CUADRADOS Y SUMAS DE
PRODUCTOS

Aplicaremos los resultados anteriores a las matrices de sumas de cua-
drados y sumas de productos de observaciones muestrales, pero vea-
mos en primer lugar que esto es posible.

Sea
X111 X12 ... X1n
X = | X21 X220 ... X2n
Xp1 Xp2 ...... Xpn
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una muestra aleatoria simple procedente de una poblacion Ny(u, £) no
singular, entonces la matriz de s. c. y s. p. de observaciones muestrales
para esta muestra de tamaifio n viene dada por

Sy = X(I - LE) X’

que es una matriz simétrica y ademads si no conocemos los parametros
poblacionales, S¢;) se distribuye segin una ley de Wishart p-
dimensional con n—1 grados de libertad y matriz asociada
Z[Wp(n — 1, £)] ANDERSON (1958) y si se tiene que n > p, entonces S
es definida positiva con probabilidad uno, lo cual se puede representar
simbdlicamente como
jswo Wy(n —1,L)dSwm = 1

Y con esto podemos afirmar que las matrices de s. c. y s. p. de observa-
ciones muestrales cumplen las condiciones exigidas para poder definir
la funcioén distancia d(S¢ - k), S@my), con (n > p 'y n — k > p) salvo con-
juntos de medida nula, en la forma.

» 172
d(Stm - ky, Smy) = <i§1 (log )\i)2> 1)

donde S -«) es la matriz de s. c. y s. p. de n — k observaciones y los
\i son las soluciones de la ecuacion determinante

|Ser-1) — NSew| =0

Como estamos trabajando con matrices de tipo aleatorio, la distan-
cia definida en (1), podemos considerarla como una variable aleatoria
y por tanto podemos hablar de la distribucién de la variable aleatoria
distancia. Para calcular dicha distribucién vamos a basarnos en los si-
guientes lemas y teoremas.

2.1 Lema. Sea X una muestra aleatoria simple de tamafio n(n > p)
procedente de una poblacién Np(u, £) no singular. La matriz de s. c.
.y s.p. de la muestra X, S puede descomponerse de la siguiente
forma.

Smwy=Sn-6) + Sw + ﬂ"—,,_—kl(f\—’(n—k) - X)) Xn -y — X))
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donde S - «) es la matriz de 5.¢c. y s. p. de n — k(n — k > p) observa-
ciones y X - k) su vector media, siendo Sk, la matriz de s. c. y s. p. de
las k(k > p) observaciones restantes y /\—’(k) su vector media.

Ademas

Sty + ¥R (X 1y — Xp) Kn- 1y — X))’ € Wip(K, T)

DEMOSTRACION.

Sy = XU — 1 Ean) X’ = (Xn- 0| X)) — £ Enn) Xn - 0| Xt)’
Soy = XU = L Emn)X' = Xn- 9 Xln -ty + X Xy —
— X - Ea -1, @- 0 Xin- k) + X0 En -0,k Xty +
+ XwEk,(n- 9 Xin- k) + Xt Exx X

Sumando y restando
Tk Xo-0En-0,0-0X0-1; i X0Ex kX

se obtiene

Sy = Stk + Stiy + X (X w1y — X)) Xn- 19 — Xewy)’

n

Por ultimo como

S € Wp(K, X)

KB (K-t — X)X -ty = Xaw)’

se distribuye segiin una ley pseudo-Wishart p-dimensional con un gra-
do de libertad y matriz asociada X. Y al ser ambas variables indepen-
dientes [wiLKs (1962)] se tendra que

S1=Sw + =B (X ) — X)) Kn-t) — Xwy)’
se distribuye segtin una ley Wishart p-dimensional con k grados de li-

bertad y matriz asociada X.

2.2 Lema. Sea S; una matriz p X p que se distribuye segin una ley
Wu(k,X) y Sin-x una matriz p X p que se distribuye segun una ley
Wy(n — k — 1, ) independiente de la anterior y sea S = S5 +
+ S;. Entonces la distribucidén conjunta de las raices de la ecuacion
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determinante
|S¢n-1) — NS0

es de la forma

SN2, N =A :1 j_li l()\j _ M) if[l N2k =P =2) &
172k -p-1)
X [ ,I=Ix a- )\i)]
donde
OSSN ... <A<
y
A= 1P? ﬁ P[%(" )|

ic1 TR —k—DITE(k—i+ DICR(p - i+ 1))

Es un caso particular de los resultados debidos a Hsu (1939), FisHER
(1939), RoY(1939), y KHRISNAIAH (1978).

2.1 Teorema. Sea X una muestra aleatoria simple de tamafio »
(n > 2) extraida de una poblacion con distribucion N»(u, £) no singu-
lar. Sea S, la matriz de s. c. y s. p. de las observaciones muestrales y
Swx -k la matriz de s.c. y s. p. de (n — k) observaciones (k > 2).

La funcion de densidad del estadistico cuadrado de la distancia

U = d*(S¢:- 19, Sew) = (log M1)? + (log A2)?
donde \; y N2 son las soluciones de la ecuacion determinante
|Se-1) — NSem| = 0

viene dada por

—ve" k-2 -Vu 2 _ ,—Vu 2\, — Vu(n—k - 2w, —
R
2 + w!
u) =
f() -w? k-3

2 1
[(1—e Vo Tew)(1 —e Y 13wd)] 2 dw O<u<w

0 en el resto
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siendo

4 YrTLGe = DITG(r ~2)
S TCIn -k - DITG (- k- I TGTES!

DEeEMosTRACION. Partiendo de la funcion de densidad dada en el Le-
ma 2.2 para el caso en que p = 2.
Y realizando las trasformaciones

X=-In\
Y= _Ink 0<Y< X<
y a continuacion
6= X2
p=Y

se obtiene

1
Ap, - Ve -V, - (Vo + Vg,
fl6,0) = —e Ve VO ¢)i(n—k—2)x

. k=3
x [(1—e Y1 —e V)] 2 (¢) ="
O<p<bf<om
seguidamente realizamos los cambios de variables

U=0+
¢ O<u<owo 5<t<u

Z=J§Q;p 0<z<1l

y por ultimo la trasformacion
1 z_2 =({1+ Zz w
2 V2

—k-2.
f) = Ae™™*" o (e’”‘h)g*.— e Viiame)e T VHO k=D e

dandonos:
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2 1-w? k-1
x [ - e“/;1+w5i)(1 — e"/71+w5)]_2‘1 iww

5 O0<u<o
siendo

VaLlz(n — DIT(n - 2)]

4= T@n = k- DITLG - k- DITOTE;D

3. CONSTRUCCION DE LA FUNCION g

Dada la dificultad de tabulacion de la funcién de distribucion F debido
a la funcién de densidad f vamos a construir una funcién de densidad
g cuya funcion de distribucion G serd dominada estocasticamente por
F siendo mas facil su tabulacion. Estos resultados son consecuencia de
los siguientes teoremas y programas.

3.1 Teorema. La funcion

n—k-2
f(U)=Ae—‘/; ~ j\l/f_l(e_ﬁl ;:;__ e—ﬁl_m)e—ﬁ(n—k—zwﬂ -
1 2w 1-w? k-3
X1+w2[(1‘“3_ﬁ1+”’2)(1 —e_ﬁ1+w2)] 2dw O<u<o

siendo

VaLlz(n — DIT(n — 2)]

A =
I'Gln— k- DITG(n - k- 2ITQTEDD

esta acotada superiormente por la funcién

k-2
g1(U) = Ae~ V¥ (1- e“’i)"‘2 0<U<w

Este resultado se obtiene aplicando sucesivamente la siguiente pro-
piedad de la integracion.

Sean A(x) y #(x) integrales sobre el intervalo (a, b), sea M el supremo
de A(x) en (a, b). Sea, ademads #(x) > 0 en (a, b). En estas condiciones
se tiene:

I: hO)t(x)dx <M J: H(x)dx
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Y a partir de esta funcion g; construimos la funcién de densidad da-
da por el siguiente teorema.

3.2 Teorema. La funcién g(x) definida por

£ = — 1 1 e_\/;(n—zk—z)(l_e—\/?)k—z
2,;) [( j )(—I)J(m_*T-)z] O<x<ow

2
con k>2yn-—k>2 es funciéon de densidad.

A continuacion damos dos programas de ordenador. El primero nos
sirve para la tabulacion de la funcién G(x), estando realizado en la si-
tuacion n =15y k = 5. Y el segundo incluye las representaciones de
S(u) y g(x) en el caso particular n = 55 y k = 10.

Tabulacion de la funcién de distribucidon G(x):

1*  DOUELE FRECISION FUHCTION SIMZMICFY. & E.REL.MAXIT.FX.< SIMZHI
2%  IMPLICIT DOUBLE FRECISION (A-Hy 0-23

z* SIMBNI
4% C INTEGRACION MUMERICH UTILIZAMDO Lé REGLA 32 DE SIMPSOH SIM3NI
S* : SIMZNI
£% C DIMEMSION A¢2) SIMBHI
7%  LOGICAL REL SIM3ZNI
2%  FREU=9 SIM3HI
% SIM3HI
18% C INICIALIZAR H. % M. M.5 SIM3NI
1* SIMZHI
12%  H=(A02i-p112.3. SIMINI
13%  H=Acld SIMENI
14%  p=@ SIMBHI
15%  M=3 SIM3HI
16% =9, SIMZNI
17* ¢ SIM3HI
15% © CICLO HASTA EL MAXIMO HUMERD DE EVALUACIONES SIMINI
19% C SIMZHI
28% DO 3 J=1.sMARIT SIM3NI
21% SIM3HI
22% [ CICLO PARA EL HUMEROD DE EVALUACIOMES SIMIHI
3% SIMBHI
24% D01 I=H.H SIM3NI
5% R=3. SIM3NI
2E% SIM3NI
27% C DETERMIMACIOM DEL COEFICIENTE R SIM3MI
e - SIMIHI
9% IFCMODCI o E0 . ZaHd R=H+1. SIMIHI
I . SIMENI
1% © SUMg DE LAS EVALUACIOMES DE L& FUMCION SIMIHI
TIE T S [ SIMIMI
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I3 S=SHFR A FKO#R

z4% .
35% C INCREMEMTAR X
¥ © —
I7¥ 1 H=M+H 3
—— i —— SIMIHI
9% © OETENCIONW DEL HUEUD UALOR DE IWTEGRACION SIMIMI
48% ~——SIMIHI
41%  SIM ZNI=SwM#. Z7PSDO-CN+1. D00 SIMIMI
42% L IMEHI
43* C TEST PARA EL PRIMER CICLO SIMIHI
44% e SIMIMI
45%  IFCH.ER.BY GO TO 2 SIMZMI
46 C - —— —————SIMINI
47% © PARA LOS CICLOS DISTIWTOS DEL FRIMEROS

MITAD DE H ¥ DOELE DE M SIMIHI
48% C — : : - ~ SIMIHI
49%  H=He. 5D0 SIMIMI
Sa%  H=Zsb SIMIMI
51% ¢ - ——ZIMIHI
S2% C REUVISION DEL ERROR DE COMTROL SIMIHI
5I% ¢ SIMINI
S54%  R=SIMINI-FREV SIMIMI
55%  IF(REL) R=R-SIMZNI SIMIHI
SE¥ SIMZINI
57% C SI EL ERROR ESTA DENTRO DE LOS LIMITES DADOSsFIM SIMIHI
5% ¢ -- B SIMIHI
S59%  IFC¢DABS(R? .LT.E» GO TO 4 SIMIMI
cB% . - ~ SIMIMI
51% © FIJAR UM HUEUO UALOR DE IMTEGRACION SIMIMI
2% C —_— SIMIHI
EI% © 2 PREU=SIMSHI SIMIHI
4% T H=1 SIMIMI
5% . SIMIMI
G6% © OBTEMER EL HUEUD LIMITE IMFERIOR FARA LA EUALUACION DE L& FUMCION SIMINI
S2% 3 X M=Alld+ SDOxH SIMZMI
5% RETURH 7 SIMINI
TO¥ 4 RETURH SIMIHI
1% END SIMEMI
EMD OF COMFILATION: HO DIAGHOSTICS.

1% IMPLICIT DOUELE PRECISION ©A-Hs0-Z)
2% EXTERMAL F1
z* LoGICAL REL
L a4 COMMON MK

=i H=15

[=hd k=5

e DIMEMSION ACZ)
o E=d . cCH-K-Z2 . rewl
Ehd k2=K-2

160 Do 1 IR=1.EZ
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Do RS (I R |

*

— e

PO

EHD OF COMPILATION

END OF COMPILATION-

1#
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)

DOV GO ]

g

M

E=B+i-1resIR® FACT K2~ (FACTCIRI&FACTOKZ-IR 2w
#0d TH-E-Z24+Z% IR e%2)

AL23=2

E=1.D-%&

MAXIT=288

FEL=.TRUE.

00 3 I=1,288

AL2I=ACZ23+1 . D-1

AINT=SIMZHI F1sAsEsRELsMAXITs 1 . Da %22
F=AINT-{2«EX
FRIHT &sAcZasF

FORMATC1@Es *FoO' D3 .4y ' 2="+DZB . 182

GO TO 3

FRIHT 4sHMs K

FORMATL ! EREREOR EH LA IHTEGRAL FPARA H='sI4s' E='.14)
CONTIHUE

STOP

EHD

EHD OF COMFILATION: HO DIAGHOSTICS.

DOUBLE PRECISION FUMCTIOM FACTOM:
COMMON Hs K

IFCHMY 153s4

PRINT 2sHsk

FORMATY ' ARGUMEHTO HEGATIUD FARA UM FACTORIAL .H='.I4s'
STOF

FacT=1

RETURH

FACT=1

oo S I=1.H

FACT=FACT#1

RETURH

END

HO DIAGHOSTICS.

DOUBLE PRECISION FUMCTIOM F1{UsFED
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H.@-23
COMMOM Hs K

K

taIdd

F1=(DEXPC-DSORT U & (H-K-2 2.2 21 0%C1-DEXPC-DSRRT (U ) dwm(k-22

RETURH
EHD

HO DIAGHOSTICS .

DOUELE PRECISION FUMCTION SIMEHICFEsAsEsRELsMAXITFRs$2



% IMPLICIT DOUBLE PRECISIOMCA-HsD-23
I DIMEHMSION AC2)

4% LOGICAL REL

5% PREV=8 .

¥ H=CAC20-AC1 /3,

T H=AC1D

8% H=8
o M=3
19% S=8

11# DD Z J=1sMAKIT

12% DO 1 I=HsN

12% R=Z.

14% IF(MODCIsZ) ER.2xM) R=N+1.
15% 2=8+F X s FEI %R

15% 1 H=H+H .
17#* SIM ZHI=S#H% . T7FSDO-CH+1 . D02
15% IFCH.ER.B) GO TO 2

19% H=H%.5D0

20% M=2%M

21% R=5IM ZMI-PREV

22% IF(REL) R=R.-SIMIMI

23% IF(DABSC(RY .LT.E> GO TO 4
24% 2 PREU=SIM3NI

25% H=1

26% 3 H=AC1)+ SDOxH

27 RETURN 7

28% 4 RETURN

29% EMD

EHND OF COMPILATION: HO DIAGHOSTICS.

1% DOUBLE PRECISIOM FUMCTION FACTCHM)
2% COMMON HMs K

I* IFCMY 153.4

4% 1 PRINT 2sHskK

5% 2 FORMATC' ARGUMENTD MEGATIUD PARA UM FACTORIAL sH='_I4s' K='sI4)
=5 STOP

T* I FACT=1

g% RETURM

9% 4 FACT=1
10% DO S I=1sM
11* 5 FACT=FACT=I
12% RETURHN
13 END

END OF COMPILATIOM: MO DIAGHOSTICSE.

1% DOUBLE PRECISION FUMCTIOM F1¢TsFK>
2% IMPLICIT DOUBLE PRECISOM ¢A-Hs0-UsW-2>



3* ~Te#2i-01 . +Twe20)
a* +Twxli0
% JwTwil . =Thredl. +Tww220
Fike “Ra s CK-TheZ0 o0l +TewZ0
o RETURH
ohd EHD
EHD OF COMPILATION: HO DIAGHOSTICE.

Representacion grafica de las funciones f(u) y g(x).

SR SIMIMI
© COMPARACION ¥ REFRESENTACION DE LAS FUNCIOMES DE DEMSIDAD DE LA UARIAELE
CDISTAHCIA AL CUADRADD FEUd ¥ Lé DADA EH EL TEOREMA +3.2

CCEM EL FROGRAMAs FCUY ES Fy v LA DEL TEOREMA ES G2

C SIMINI
IMPLICIT DOUELE FRECISIOM{A-HsO-Usl-22 SIMIHI

e COMMOM HsksU SIMINI
o* DIMEMSION AC2raUCals210a e FECELDG1CELD SIM3HI
a% EXTERMAL F1 SIMIMNI
10% LOGICAL REL SIM3NI
11% H=55 SIMINI
1z2% U=8 SIMIHI
12#% K=18 SIMINI
14% D0 18 I=1:€1 SIMIMI
15 DO 18 J=1:31 SIMINI
1% 19 U(Isda=" ! SIMINI
17% 00 11 I=1.&1 SIMIHI
1a% 11 WIstn="T1" SIMIMI
13% DO 12 I=1:21 SIMIMI
ZB* 12 Ul Ia="-" SIMIMI
21 Gld12=8 SIMIMI
2z F2i1>=8 SIM3HI
3% U1d1a=8 SIMZHI
24% SIM3NI
25% CCALCULD DE LAS COMSTAMTES E Y C SIMZENI
26% SIMINI
27 E=4 s (H-K-2. %2 SIMINI
el ka=k-2 SIM3NI
29% DD 1 IR=1sK2 SIMINI
Ip* 1 B=E+i{-1)r««IRe(FACTCKZ2) (FACTCIR)®FACT(KZ-IRY ) 2% SIMINI
31* #(d s (H-K-2+2% IR ##2) SIM3MI
Eicad C=FACT(H-3) - C4eFACT (K20 #FACT(N-K-3) SIMINI
33* SIMIMI
Z4% CCALCULO DE LAS FUMCIOMNES F Y G SIMINI
3I5% SIMINI
e« AC1»=DSERTC2.D»-1.D SIMINI
z ACZr=1.D SIMINI
z E=1.D-& SIMINI




Io* MARIT=2688 SIMIHI

4% REL=.TRUE . SINIHI
a1% FRINT @ SIM3HI
4z% 9 FORMATCLX. .~ 1%, 'UALORES COMPARATIVOS DE LAS FUMCIOMES F v G -0 SIM3IHI
43% D0 2 I=1.€8 SIMIHI
44% U=U+.25-18 SIMIMI
45% AINT=SIMZHICFL AsEsRELsMAXITs 1. Ds %30 SIMIMI
4 F=C#ATHT#DEXF(~DSORT (Lo (M-K-22-2. ) SIMINI
47% G=((DEXF(-DSART (LU % CH-K-23.,2. 22 0%(1 -DEXFC-DIORTIUI 3 0-= (k=200 SIMZNI
4% G=G.0 28 SIMIHI
45% II=I+1 SIMINI
Sp* AF={90%F 3 - 19+1 SIMIMI
S51% AG=090%G) 15+ SIMIHI
S52% IF(JF . HE.IGY GO TO 22 SIMIHI
53% UCITs JFa="%" SIMIMI
S54% GOTO 23 SIMZIHI
S5% 22 UCIIsJFI='F"' SIMINI
Sg* UCITs JG)="5" SIMZMI
57% 23 G1(IIa=0 SIMZMI
Sg% F2¢Ily=F SIM3HI
S59% Ut¢IIy=u SIMINI
E3% FRINT &:UsFai3 SIMIMI
G1% & FORMATCLM 'Us 'D9. 32 10Ks '10K: 'Folld= 'D1Z2 . E7s 188y 'GCHI= 'IH2 s SIMZNI
E2% GOTo 2 SIMZIHI
ET* T PRIMT 75U SIM3IMI
64% 7 FORMAT(1Xs 'ERROR EM U=' D2.3) SIMIMI
5% 2 COMTIHUE SIMINI
EE* C - SIMIMI
&7% CGRAFICA DE LAS FUMCIOMES DE DEMSIDAD F 7 G SIMZMI
3% SIMIMI
£3% FRINT 31 SIMIHI
7O¥ 31 FORMATCIHLY SIMIHI
71% FRIMT 38 ((UL¢I3sF2CIDaG10lascMCTs s d=1aB1300I=10610 SIMIMI
T2% I8 FORMATC(LX:D9 . 3:1X:D12.5:1% . D12 . 5e 18X 21ALY SIMEHI
73 STOP SIMZMI
T4 EMD SIMIMI
EHD OF COMFILATION: HO DIAGHOSTIC.

U= . z25@8-ga1 Folly=  3ZcB41+801 Gikr= . 1B57IS+081
U= . S@o-861 Fillr=  &23c433+801 Gikr= 3211114661
U= . v58-881 Folly= [ 722833+801 Gikl= . 455835+091
U= . 1680+865 Folla= (&12186+801 Gixa= 422349+861
U= 125+884 Follr= . 47B87233+801 Gokr= 4er3lo+oa]
U= . 156+a64 Follr= [ 345121+8061 Gikr= (413793+081
U= . 175+866 Filda= [ 246703+8681 Gikr= HIEI+EE1
U= . zB@+a80 Filly= 174B8c+801 G E+EE]
U= . 225+860 Filly= 12Z2853+8081 Gikh= B

U= . 2538+884 Filly=  254845+008
U= . 2v3+804 Folly= | 537220+008

=
)
M
—_ -

Do
Do)
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= . Zag+a8a8 Folx=  4134Z5+808 Gokr= (116332+881
= Z25+088 Follx=  Z95162+080 Giki= 213331+868
U= Z50+880 Folr=  ZB3432+8088 Gikr=  F15930+008
= ZF5+888 Folla=  147386+088 Gixr=  SEBZET+E06
= 4360+880 Folr= 1B5359+868 Goki= (4ZE22T+008
= . 425+888 Foly=  7o4815-081 Giki= | 24Z2882+008
= _450+3888 Foly=  54z28583-p81 GoHi= | 2e8300+008

U= 475+808 Folly= (Z91504-081 Godl= | 218167+808
U= S80+888 Foldy=  224828-081 Goki= | 154285+866
U= . 5Z5+800 Fillr= ZREIFI-861 Gokh= L 129482+880
U= 558+808 Foly= 151488-081 Godr= . 181744+868
= 53¥3+808 Filr= 1113Z7-801 Gikr= . 881173-881
= .c80+888 Foldy= 321729-082 Goki= L 631876-881
= . &25+8806 Foly=  £B3322-0B2 Gixi= . 433159-8061
= &38+868 Filly= . 45Z815-882 Goxr= | 339497Z-801
= [ &75+B00 Folly=  ZZ0389-082 Gixr= . 31ZB59-881
1= . 786+308 Filly= [ 233535-882 Goxd= . 243553-8061
U= . 725+888 Filr= 1987E3-082 Gokr= L 19FE75-861

Toa+aea Follr= 144885-882 Gldr= [ 157477-801

7T S+088 Folly= _183873-082 Gixr= [ 125666-881
= . S88+a88 Fily= | 328329-083 Goxi= L 1898443-8061
= 223+808 Filly= &63Z1965-8083 Giyir= | 204243-087
= .&858+080 Foldy= . 4232291-883 Goki= | 644934-002
= . 275+8086 Fely=  ZVETET-D83 Giya= | 518033-082
= . 288+308 Folly= . 285121-883 Gidr= . 415349-802
U= . 925+808 Fildy=  2Z0B10-083 Giki= (3359081-882
U= . 256+808 Fillr= . 17v8z281-083 Giwmi= . 271899-082
= . 975+88a0 Filly= 1Z2822-883 Gikr= . 219134-882
U= . 186+8601 Filr= 1B82674-083 L1FPYESe-682
U= . 182+881 Filly= . 280521-084 .143821-882
U= . 185+801 Filr= (E25E35-B84 LHr= L lleYrve-Baz
U= .187+881 Filly=  43820%-084 Goki= | 3494Z6-803
U= . 118+861 Filly= | Z243c4-0084 Giki= [ FFIBT4-803
U= .11z2+861 Filr= | ZBZIE03-084 Giwr= &Z8312-083
U= _115+881 Froly=  2Z98Z20-004 Giki=  314626-803
U= .117+861 Feoldy= . 132955-004 Gikr= . 4ZBF35-003
U= _1z260+861 Folr= . 149691-D84 GirEi= 244427083
U= . 12z2+881 Folla= . 113220-084 Gikr= | 282323-803
U= _125+881 Feoldy= .39451335-8035 Gikr= 2E1711-8B03
U= . 127+881 Fildy= F3Z296-885 Godr= . 1'30489-803
U= .138+881 Foldy=  £81582-083 Godr= | 156R62-803
= .13Z+881 Fildy= . 4231139-883 Gidr= . 129851-803
U= .13353+881 Foldax= . 23Z641-083 Go¥r= . 186432-883
= .13Z7+881 Filr=  ZBI5]14-885 Gik)= .87380c-804
= .148+881 Foldy=  24988c-083 Giki= | FRE456-004
U= .142+881 Folly= | ZOR802-085 Godr= E81135-0084
= . 14353+861 Fily= . 1561375-085 Grdr= . 4323624-004
U= _147+B81 Foldy= 1ZB337-8835 Gikr= . 413187-084
U= . 138+8a1 Foly»= . 1859317-883 Godr= | 342995-004
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4. DETECCION DE OUTLIERS

Mediante el teorema 2.1 hemos obtenido la funcion de densidad de el
cuadrado de la distancia entre la matriz de suma de cuadrados y suma
de productos de una muestra aleatoria de tamafio n extraida de una po-
blacién N>(p, £) no singular y la matriz de s. c y s. p. de n — k de estas
observaciones.

Debido a que se pueden extraer de (i) formas diferentes estas n — k
observaciones de entre las n de la muestra para dada k fijo variando
dentro de las condiciones del teorema 2.1. Por otro lado bajo la hipote-
sis de que los elementos de la muestra de tamaiio n pertenecen a la mis-
ma poblacion N(u, X) se tendra que 3 g€ R g > 0 tal que:

dISG-i Sl < g Vi,i=1,2,...,(})
y por tanto

max d* S8 _ 1, Swl < ¢

Evidentemente si max; dz[Sg.)_ k> Sem] > g esto se interpretaria afir-
mando que los 7 elementos que componen la muestra no pertenecen a
la misma poblacién. Ademas los k elementos que se han suprimido de
la muestra para obtener S¢, - x) serian los elementos que no pertenecen
a la poblacion N2(p, X) ya que al afiadir estos k elementos a la muestra
de tamaifio n — k se produce una dispersién que hace que la distancia
entre dichas matrices sobrepase a esa cota. Estos k elementos seran los
posibles outliers para esa distribucién Nz(u, I).

Al no ser los estadisticos {d*(SG- k), Sw); i = 1,2, ..., (3)} indepen-
dientes, vamos a recurrir a hallar una cota superior para la cola de la
distribucion del estadistico max; d%(St, - k) Smy). Es decir acotaremos

p [max d*(SG -k, Sw) > Q]

Si definimos C; como el suceso {dz(Sg,)_ K, Sm) > q)} para
i=1,2,...,(k), entonces

P[maxdz(s"" Sey) > ]:p @1 @
: n—k)s Sm) > ¢q '_L__:Jl Ci Si;lp(cu)

= ()P(C) = ()PIAXSE- v, Sew) > g

80



sin embargo interesa trabajar con la variable aleatoria X cuya funcion
de densidad viene dada en el teorema 3.2. Por lo que tendremos.

P[m.f:lx dz(ngL %) Smy) > qa] < (2)P[d2(s(n k) Smy) > (Ia] <
<(})PLX > gl =

En definitiva el proceso a seguir seria el siguiente:

Dado un nivel de significacion « se determina el cuantil g, mediante
la funcion de distribucidn de la variable aleatoria X.

A continuacion calcularemos el valor del estadistico max dz(Sg,)_ 6> Smy)
y la regla de decisidn seria la siguiente: !

Si

max d*(Stn - ky> Swy) > G
1

los n elementos que componen la muestra no pertenecen a la misma po-
blacidn, siendo considerados como outliers los k£ elementos que se han
suprimido de la muestra para obtener S, - x).

SUMMARY

We present in this paper a procedure for the detection of outliers for
data taken from bivariant normal populational.

The procedure in question appears as a function of the square of the
distance between matrices of sums of squares and sums of products of
particular data. Such a distance has obtained from the Maas differen-
tial metric form.

BIBLIOGRAFIA

ANDERSON T.W. (1958). An introduction to multivariate statistical analysis.
Wiley

FisHER R. A. (1939). The sampling distribution of some statistics obtained from
non-linear equations. Annals of Eugenics Vol. 9 pp. 238-249

Hsu P. L. (1939) On the distribution of roots of certain determinantal equations.
Annals of Eugenics Vol. 9 pp. 250-258.

81



KoBayasHi S. and Nomizu K. (1963). Foundation of differential geomatry. Vol.
1. Wiley Interscience

KrisHNalaH P. R. (1978). Some recent developments on real multivariate distribu-
tion. In Developments in Statistics, Krishnaiah (ed.). Academic Press.
Maas H. (1955). Die bestimmung der dirichletreihem mit groseencharakteren zu
den modulformen n — ten grades. J. Indian Math. Soc. Vol. 19 pp. 1-23.
Muroz J. (1980). Algunas técnicas sobre deteccion de outliers. Public. Universi-
dad de Sevilla.

Roy S. N. (1939). P-statistics, or some generalizations in analysis of variance ap-
propriate to multivariate problems. Sankhya Vol. 4 pp. 381-396.

WiLks S. S. (1962). Mathematical statistics. Wiley.

82



