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Resumen

Sea f: N — R una funcién convexa y sea X € N°, donde N es un convexo
en un espacio vectorial real. Se demuestra que, si D" (¥) es no vacio,
entonces D (X) es el interior algebraico de Df (¥).

SUMMARY

Let f:N— R a convex function and ¥ € N°, where N is a convex set in
a real linear space. It is stated that, if DS (¥) is not empty, then D (¥)
is the algebraic interior of Df (¥).

1. PRELIMINARES E INTRODUCCION

El propésito de este trabajo es establecer una expresion que relacione
el cono de direcciones de descenso D;"(X) con el cono de direcciones
de decrecimiento Df (X).

A lo largo del articulo, E denotara un espacio vectorial real arbitra-

(*) Recibido, Febrero, 1982
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rio y E[Q] un espacio vectorial topoldgico real arbitrario. Ademds, N
"y C seran conjuntos convexos cualesquiera en E'y E[Q], respectivamen-
te. Salvo que se diga lo contrario, se seguira la notacion y terminologia
de KOTHE (69). Sea un conjunto W en E. Entonces W es el interior al-
gebraico de Wy W* la clausura algebraica de W (véase §16,2 en KOTHE
(69)); K(W) es el cono generado por W. Si f: W— R es una funcion y
o € R, entonces denotaremos:

T(f,a) = {X € W|f(X) < o}
T(f,a) = (X € W|f(%) <o)

Considérese una relacion binaria T en R. Sea f: W — R una funcién
y sea X € W, donde W es un conjunto en E. Entonces se denota:

Di(¥)={d€E: 3y>0|(x+ vd) € WAf(X + vd) L f(¥),V1€]0, [}
En particular llamamos a
D (%) el coniunto descenso
DF (%) ) decrecimiento pde f en ¥

de direcciones de .
Dy constancia

Es evidente que los anteriores conjuntos de direcciones son conos.
Observacion 1. Sea f: N — R una funcidén convexa y sea X € N. En-
tonces:

() DFf@®) =I{d€E:3y>0|E+ vd) e NAS(E+ vd) < f(%))
DFE(X)={d€E:3y>0| (X + vd) e NAf(X + vd) < f(¥)}

(ii) Los conos Df(X) y Df (¥) son convexos.
(ii) Df(X) = Df (®)UDf (x).
La propiedad (i) es trivial; (ii) e (iii) son inmediatas a partir de (i)

[v. BEN-ISRAEL, BEN-TAL y CHARNES (77)].

Nos planteamos el problema de relacionar D (¥) con DF (), supo-
niendo que f es convexa.

El apartado (iii) de la observacion anterior sugiere un posible enfo-
que de la cuestion: el andlisis del cono Dy (¥). Sin embargo, si no se
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asumen hipdtesis adicionales, D; (¥) es dificilmente estructurable’.

Se dice que una funcion convexa g:E — R es fielmente convexa si,
cuando g es afin es un segmento lineal, entonces g es afin en toda la
linea que contiene al segmento?®. Si E es finito-dimensional, en BEN-
IsRAEL, BEN-TAL y ZLOBEC (76) se demuestra, con base en un teore-
ma en ROCKAFELLAR (70b), que si g es fielmente convexa, entonces
Df(x) es un subespacio independiente de X. WoLKowIcz ha generaliza-
do este resultado al caso infinito dimensional, suponiendo que en E
viene dada una estructura de espacio vectorial topoldgico localmente
convexo y que g es continua [v. WoLkowicz (80)].

Si no queremos asumir para f ninguna hipoétesis adicional, ademas
de la de convexidad, hemos de plantear la relacion entre Df (X) y
Df (X) de manera directa, sin la intermediacién de Dy (¥).

2. EL TEOREMA PRINCIPAL

Sea f: N — R una funcidn convexa y sea ¥ € N'. En el teorema 1 estable-
cemos que, si D" (¥) es no vacio, entonces Df< (x¥) es el interior algebrai-
co de D7 (¥). Para su demostracion requerimos de varios resultados
previos.

Lema 1. Sea f: N — R una funcion convexa. Supdngase que o € R no
es una cota inferior de f(N). Entonces:

((f, ) = T<(f, )N’

Demostracion. Primeramente vamos a ver que
T<(f, NN’ C (T(f, o))’

Sea z € T <(f, ®)NN'. Considérese la funciéon convexa ¥,:N — z = R
definida por

Y.(0)=flz+y), yeEN-z

! En BEN-ISRAEL, BEN-TAL y ZLoBEC (81) se dice que D1x) “‘can become quite unplea-
sant’’. En tal referencia se encuentran ejemplos que justifican la asercion.

2 La definicion se debe a ROCKAFELLAR [v. ROCKAFELLAR (70b)].
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Sea h€ E, h #0. Considérese V; = {vh|v € R}. Podemos asignar
una topologia Qx a V} tal que V4[Q4] sea un espacio vectorial topoldgi-
co (el cual serd topoldgicamente isomorfo a R con su topologia natu-
ral). Con respecto a V,[Qx], el origen es un punto interior topologico
de VaN(N - 2) (pues el origen es un punto interior algebraico de
ViN(N — z) como subconjunto de V) y, con ello, la restriccion de ¥,
a VaN(N — 2) es continua en el origen [v. Teorema 10.1 en ROCKAFE-
LLAR (70a)]. En consecuencia, puesto que ¥.(0) < o, obtenemos:

3yn > 0| (2 + vuh) € NAS(z + yuh) = ¥o(ynh) < a.

Luego
3yn > 01z + yrh) € T(f, ). M
Puesto que (1) se cumple para todo 4 € E, concluimos que
z € (T(f, 0))'.

Vamos a ver ahora la inclusién contraria. Sea z € (Y(f, «))'. Eviden-
temente z € N*. Ademds, ya que o no es una cota inferior de f(V), exis-
te z1 € N tal que f(z;) < o. Tenemos que

12 €T(f,) 360€10,1]|z2=0z1 + (1 — 0)z>.
Luego
JR) <0f(@) + (1 - 0)f(z2) <,
con lo cual z€ T<(f, @). q.e.d.

Lema 2. Sea f: N — R una funcién convexa y sea ¥ € N'. Supongase que
f no toma minimo en X. Entonces:

(TLA A1) # o

DEMOSTRAQION. Por hipotesis, existe z; € N tal que f(z1) < f(x). Da-
do que X € N', y teniendo en cuenta que (N')' = N’ [v. §16,4. (8) en
KOTHE (69)], tenemos que

3y €]0,1] | (% + v(z1 — X)) € N'. ()

Ademas



J&E + y(z1 = X)) < (1 = Yf(X) + vf(z1) < f(). (3)
De (2) y (3) se obtiene:
(* + y(z1 — ) € T<(f, fD)NN".

La tesis es ahora inmediata, considerando el lema 1. q.e.d.

Lema 3. Sea f: N — R una funcion convexa y sea X € N. Entonces:
() D5 (¥) = K(T =(f,f(%) — X). |
(i) DF (x) = K(T(f, (%) —X).
DEMOSTRACION.
(i) Primeramente vamos a ver que
T=(f,f(X)) — X C D7 (%). “
Sea z € T <(f, f(¥)). Tenemos que
SE+uz-X)) <A -0)fE) +vfR) <f()  ~velD ).

Luego (z — X) € D7 (¥). En consecuencia (4) se cumple.
En virtud de (4), al ser DS (¥) un cono, '

K(T=(f,f(x)) — %) C Df (%).
Vamos a ver la inclusion contraria. Sea A € Df< (¥). Se tiene que
3y > 0| (X + yh) € NAf(X + vh) < f(X).
Luego
(@ + vh) € T=(£, /X)),

con lo cual 4 € K(T <(f,f(X)) — X).
(ii) La demostracion es analoga a la de (i). q.e.d.

Lema 4. Sea X un convexo en E tal que X* # 0. Entonces:

KX = (K(X)Y

DEMOSTRACION. Evidentemente

X' C (KX))s
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con lo cual, dado que (K(x))’ es un cono, concluimos que
KXY c (K(X))'.

Vamos a ver la inclusién contraria. Sea z € (K(X ))'. Por hipotesis
existe e € X'. Tenemos que

3z1 EKX)Aay€[0,1[|z=e + v(z1 — ).

Puesto que z; € K(X), existen y; € X y 0 > 0 tales que y; = 0z;. Consi-
dérese

Y

1= 60—

Se cumple que 7 € [0, 1[.
Sea y=e+ 9(y1 — e). Consideramos la funcion de MINKOWSKY
q:E— R de (X — e). Tenemos que
gy —-e)=nqgy1—e<n<1,
con lo cual y € X’ [v. §16,4. (4) en KO6THE (69)]‘. Ademas

+o(l -
=Y w; M,

Luego, teniendo en cuenta que

1_
v+ 60( 'y)>

0 9,

concluimos que z € K(X?). Q.E.D.

Observacion 2. Sea W un conjunto en £y sea X € W*°. Entonces se
dice que W es convexo en X si (vz + (1 — v)X) € W paracadaze Wy
cada v €]0, 1.

Sea W un conjunto en E'y sea X € W*°. Supdngase que W es convexo
en X. Sea X un convexo en E tal que ¥ € X’. Entonces:

K(W—-Xx)=KWWNX - x).
Teorema 1. Sea f: N — R una funcién convexa y sea ¥ € N'. Sup6n-
gase que f no toma minimo en X. Entonces:
DF (®) = (DF @)’
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DEMOSTRACION. Sea g la restriccién de fa N'. Es inmediato que g no
toma minimo en ¥. En virtud del lema 1, y considerando que (N*) = N*
[v. §16.4.(8) en KOTHE (69)], se tiene que

{T[g, g1} =T [g, gX)];
con lo cual
K{[T(g, g®)]} — %) = K{T"[g, g(®)] — X}.

Teniendo en cuenta el lema 2, se puede aplicar el lema 4, y se concluye
que

{K[T(g, g(¥)) — A}’ = K{T (g, g(X)) — %)
Ahora, por la observacion 2,
(KIT(f, f() — K1} = K(T<(f,f(®) — %).

Para obtener la tesis basta ahora considerar el lema 3. q.e.d.

Con los mismos presupuestos que los del teorema 1, se podria pensar
en expresar D (X) como clausura algebraica de Df (X). Sin embargo
ésto no es posible ni tan siquiera en el caso finito—dimensional?No obs-
tante, es inmediato a partir del teorema 1 que las clausuras algebraica
de Df (X) y Df (¥) coinciden.

Corolario 1. Sea f: N — R una funcion convexa y sea X € N'. Supén-
gase que f no toma minimo en X. Entonces:
DF (%) = DFf (%)".
DEMOSTRACION. Dado que T <(f, f(¥) # ¢, tenemos, por el lema 3,

que D (X) # ¢. Luego, por el teorema 1, (Df (¥))' # ¢. En consecuen-
cia [v. §16,4 en KGTHE (69)],

(DF () = (DF ()"

Basta ahora considerar otra vez el teorema 1. q.e.d.
El corolario 1 puede ser también probado, de manera bastante sim-

3 Considérese f:IR? > IR definida por f((x,»)) = x> + %, (x,y) € IR%. Sea x= (0, 1).
Entonces D (%) no es algebraicamente cerrado y (Df (¥))* si que lo es.



ple, sin necesidad de utilizar el teorema 1. Dejamos esta demostracion
alternativa como ejercicio al lector.

3. EL TEOREMA PRINCIPAL EN ESPACIOS VECTORIALES
TOPOLOGICOS

En un espacio vectorial topoldgico E[(], el teorema 1 conduce al teore-
ma 2,y el corolario‘ 1 al corolario 2.

Teorema 2. Sea f: C — R una funcion convexa y sea X € int(C). Su-
pongase que f no toma minimo en X y que f es continua en un entorno
de x. Entonces: :

DF (®) = int(Df (%)).

DEMOSTRACION. En virtud del teorema 1,
int(DfS X)) C Df x).

Vamos a ver la inclusion contraria. Sea U un entorno abierto de X
en el que fes continua, y sea g la restriccion de fa U. Por continuidad
tenemos:

T=(g, g(¥) C int[T(g, &(¥))]. Q)
Considerando ahora que
K(int(Y(g, g(¥))) — %) C int(K(Y(g, 8(X)) — X)),
se obtiene de (5) que
K(T=(g, g(¥)) — %) C int(K(T(g, g(X)) — ¥)). (6
De (6), teniendo en cuenta la observacion 2, concluimos:
K(T=(f, /(%)) — %) C int(K(T(f, f(X)) — X))

Basta ahora considerar el lema 3. q.e.d.

Corolario 2. Sea f:C — R una funcién convexa y sea ¥ € C'. Supén-
gase que f no toma minimo en X. Entonces:

Df< (2) = Dfs ()?).
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DEMOSTRACION. Considérese el corolario 1, y téngase en cuenta que

la clausura algebraica de un conjunto en E[Q] esta incluida en la clausu-
ra topoldgica. q.e.d.
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