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RESUMEN

En este trabajo definimos una medida de centralizacion multidimensional para
- vectores aleatorios como el valor del pardmetro para el que se alcanza el minimo
de las integrales de ciertas funciones.

Estudiamos su relacion con otras medidas de centralizacion multidimensionales
conocidas.

Finalizamos demostrando la Ley Fuerte de los Grandes Nameros, tanto para la
medida de centralizacién definida como para la de dispersidn asociada.

PALABRAS CLAVE
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ros, k-medias,
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1. INTRODUCCION

En este trabajo realizamos un estudio dirigido a la Ley Fuerte de los
Grandes Numeros de unas medidas de centralizacidon para vectores alea-
torios con valores en ®°, s > 1, formadas por n-uplas, n > 1, de ele-
mentos de K.

(*) Recibido, Mayo, 1981



Con este fin, si g es una probabilidad definida en los conjuntos de
Borel de &’ que representamos por i proponemos como criterio
general para la eleccion de su medida de centralizacidon tomar un punto
de Z" (Z = ®*) en que se alcance el minimo de

J®(x,0)u(dx) 1)

donde ® es una funcion real definida en Z x Z" cumpliendo ciertas con-
diciones de regularidad.

Utilizamos como medida de dispersion asociada el valor del minimo
de (1).

Asi conseguimos dar un tratamiento conjunto a medidas de centra-
lizacion, aparentemente, tan dispares como las siguientes:

a) Media y mediana
b) Lap-esperanza. (® (x,0)=Ix—-017;x,0 €ERy p>0)

c¢) Medidas »- dimensiopa]es obtenidas a partir de ®(x,0)=
=min, ¢; <, dx, 0"); donde (6',62,...,0"MER" y d(s, )
es una distancia en K.

d) Supongamos que para cada (6!,62, ..., 0")ER" existe una
particion de ® por elementos de !: [4 ,-];'=1 y una familia " de
funciones reales [\[J,-];'= , definidas en & x ®R". Sea:

(x,0)= 2 ¥i(x,0) Ly (x)

(/4 (o) es la variable aleatoria indicador del conjunto 4).

En condiciones bastante generales se pueden aplicar a este tipo de
funciones los resultados que presentamos.

Este caso incluye, como mads sobresalientes, aquellos en los que la
particion esté formada por intervalos y las funciones y; sean convexas
(permite, por ejemplo, dividir ® en dos intervalos (—oo, h) y [/, ) y
tomar como medida de centralizacion la mediana en uno de ellos y la
media en el otro).

e) Las generalizaciones correspondientes de cada uno de ellos al
caso s - dimensional, s > 1.



Las condiciones de regularidad vienen dadas en forma de cuatro
axiomas que utilizamos para demostrar, fundamentalmente, la existen-
cia del minimo de (1) (Teorema 2.1) y la consistencia asintotica de estas
medidas de centralizacion y dispersion (Teoremas 3.4 y Corolario 3.5
y Teorema 3.3 respectivamente).

En [2] se propone un criterio esencialmente diferente para la locali-
zacion de medidas de centralizacion unidimensionales de variables alea-
torias reales. La relacion entre ambos sistemas se pone de manifiesto en
los Teoremas 2.2 de [2]y 2.2 de este trabajo.

Uno de los inconvenientes que tiene este tipo de medidas de centra-
lizacion es su falta de unicidad (por ejemplo en el caso de las medianas)
Un sistema para paliarlo es elegir un procedimiento para extraer algiin
elemento del conjunto de todos los posibles. Aunque relativo a la
funcion:

@ [x, (0% 0] =min [Ix — 0°12, | x — 011?]; [x, (8%, 01)] ER x R

un estudio de este aspecto aparece en [3].

Muy recientemente, han aparecido dos trabajos ([5] v [7]) en la
linea que proponemos. La relacidon con el nuestro es analizada en la si-
guiente seccion.

2. EXISTENCIA

I. Comenzamos enunciando las condiciones para u y ® sobre las que
basamos nuestros resultados:

Sean u una probabilidad definida en (®®, £°), s = 1, m un niimero
natural y || -1l la norma usual en & . Supongamos que para cada n <m,
existe una funcion ¢,: Z x Z" - & (Z = &’), cumpliendo:

(2.1)Si6 €Z"; ¢, (s, 0) es positiva y u-integrable.

(2.2) Infy ¢ zn [ ¢, (x, 0) u(dx) <infy c zn-1 [ @, - (x,0) u(dx)

(2.3) Existen H y 6 mayores que ceroy 0, €Z" tales que si 0=
=(01, ..., 6") cumple inf, _ . llx — 6"l > H, entonces:
I<ign

w



G (x, 0)> [ ¢, (x, 00) p(dx) + &
(2.4) Si 0, = (0, 0%, ..., 0%); k€ N es una sucesién tal que existe
JC{1,...,n}conp =Card (J) > 0, cumpliendo:
i€J:limy ,.0,=06 €z
1€ J: limy . |6l = oo

Entonces, para todo x perteneciente a Z:

limk.m ¢n(x3 ok) = ¢p [x, (Bi)ieJ]

siendo, ademas, esta convergencia uniforme u-casi seguro cuando x
recorre cualquier compacto (es decir, dado un compacto cualquiera,
existe un conjunto u-equivalente a él sobre el que la convergencia es
uniforme). .

La condicion (2.2) tiene sentido por cumplirse (2.1). Por otra parte,
se pueden obtener resultados similares a los que presentamos sustitu-
yendo (2.2) por:

(2.2y Sean 0=(0',02%,..,0MeZ" y 0°=(0,..,0"1, 9%, |
0") perteneciente a Z"~ !. Entonces:

(I)n (x’ 0) < ¢n—-1(xs 0’)

Hemos optado por presentarla en la forma que figura porque los
resultados son de formulacion algo mas sencilla.

La condicion (2.3) que es de compacidad, obliga a que ¢, tenga
alguna relacion con inf, ;< , Ilx — 0* || sin llegar a ser, necesariamen-
te, funcién de ese valor.

(2.4) unida a (2.2) refuerza la compacidad.

Por otra parte, (2.4) implica, en particular, la continuidad de ¢,
respecto de su segunda variable. (Definimos en Z”" }a topologia inducida
por lanorma /(8 62, ..., 0")Il =sup, <i<n 10°1).

En el caso m = 1, las condiciones quedan, evidentemente, reducidas
a(2.1), (2.3) y (2.4) que, en este caso, se escribe:



(2.4) Si [0k Ix € y s una sucesion que converge a 6, para todo x
perteneciente a Z, se cumple que:

limg . @1 0x, 0;)=¢,(x, 00)

siendo, ademas, esta convergencia uniforme p-casi seguro cuando x
recorre cualquier compacto.

II. Las diferencias que encontramos con el trabajo de Pollard [5],
son las siguientes:

a) Las funciones utilizadas en [5] son de variable real.

b) En su demostraciéon de la Ley Fuerte de los Grandes Numeros
necesita unicidad de solucién para la distribucion teorica.

¢) Comienza su demostraciéon haciendo uso de una desigualdad si-
milar a (2.3) que aqui se da como axioma. Esto nos trae como ventaja
el no necesitar de las hipotesis que en [5] se manejan:

i) Existe & tal que ¢(2 r) < 8 ¢(r), para todo r > 0.
ii) Utiliza ¢ como funciéon de llx — @1l.
iii) ¢ creciente.

d) Utiliza como hipoétesis la continuidad de ¢ (por ello no cubre
casos como los mencionados en d) de la introduccion) que en este traba-
jo es sustituida por la condicion mas débil, en cierto sentido, (2.4).

e) Las funciones manejadas en el articulo de referencia cumplen
2.1),(2.2),12.3)y (2.4).

III. Como se observara, los resultados que se incluyen (excepto el
teorema 2.2) siguen siendo validos para espacios métricos compactos.
Por ello consideramos que nuestras conclusiones incluyen la primera
parte de las obtenidas en [7].

No obstante, en [7], se realiza un interesante estudio acerca del
minimo de (1) restringido al conjunto soporte de la probabilidad rela-
tivo a la funcion:

ox,0)=d (x,0);r>0

donde (M, d) es un espacio métrico compactoy x, 0 € M.



IV.Sif €Z" n>1, llamaremos:

@)= [¢,(x, 0) u(dx)
X(‘l, n) = infe czn H(G)
S(u,n)=1{0/0 €Z" y u(6)=N(p, n)}

V. Para demostrar que el minimo de (1) existe, (2.1) puede ser
sustituida por:

(2.1)* Si 0 €Z"; ¢, (e, 0) es positiva y f°-medible. Ademis, existe
0 €Z", tal que ¢, (e, 0) es u-integrable.

Teorema 2.1.— Sean u una probabilidad definida en (&', §°), s > 1,
m un nimero natural y ¢,: Zx Z" > ®, n<m; cumpliendo (2.1),
(2.2),(2.3) y (2.4).

Entonces, S(u, m) # ¢.

DEMOSTRACION.—- Sea [0;]; ¢ v una sucesion de elementos de
Z™ tal que:

u(Bk);:MM, m) )

De (2.3), se deduce que sillamamos 0 = (0}, ..., 0% ), no puede ser
inf; «igcm Al ;—:»oo.

Por lo tanto, existe i <m, tal que || 0'}," ;ﬁ—)w y, por ello, existe
> oo

una subsucesion de [0;] que representaremos con la misma notacion
que a la inicial porque en lo sucesivo solo nos referiremos a ella, tal que
existe 6 € Z cumpliendo 0} — 6"
koo

Tomemos la sucesion de elementos de Z que forman las primeras
componentes de los elementos que constituyen la subsucesion obtenida.
O bien l10; 1l —> o0, en cuyo caso pasamos a estudiar la sucesion
[B,ZC], o bien p’éde?nos formar una nueva subsucesién convergente.

Reiterando el proceso obtenemos, finalmente, que existe una sub-
sucesion de la original, que representaremos con la misma notacion
que a ésta, y un conjunto J contenido en {1, 2, ..., m} con p = cardinal
(J) > 0 tales que:



i€J: 0, — 66z
k » o
i ue';cu—k—jm
Sea 6 =‘[9i],-e 7- De (2) y (2.4) aplicando el Teorema de Fatou:

ANu, m)=1limy | ., p(0;) = [limy , o, ¢, (x, 0f) u(dx) =u(0) = Nu, p)
Por lo tanto, en virtud de (2.2), hade serp=my 8 €S (u, m).

De acuerdo con lo indicado en la introduccion, podemos considerar
los elementos de S(u, m) como medidas de centralizacibn para u que,
a su vez, tienen asociada de forma natural como medida de dispersion
el niimero A (u, m).

VI. Utilizaremos en el siguiente teorema la funcion definida en
& por:

S]g(x) =1 I(O, o0) (x) + (_ 1)1(—°°, 0) (x)

Teorema 2.2.— Sean ®: & x ® > ® y u una probabilidad definida
en (R, B) cumpliendo (2.1), (2.3) y (2.4). Sea y una medida o-finita de-
finida en (&, B) y supongamos que existe Y : & x ® > K, f2-medible, tal
que:

P(x, 0)=f(x, 61U (o, x] YO> ) sigt —x) v (@u); V(x,0) ER x &

Es condicion necesaria y suficiente para que 6 pertenezca a S(u, 1)
que para todo real 6°, se cumpla:

Je6,010 (07,01 IS W0, w) 1 (dX)]sig (8" — 0) v (du) = 0
DEMOSTRACION.— Sea § € ®. Aplicando el teorema de Fubini:
HO)Y=T U, 0yu (o, ) Y5 4) sig (4 — x) v ()] 1 (dx) =
=S (e, 0] U (co, wy WO, 1) p(dx)] y(due) =
S0, Uu, = Y0 1) p(dx)] y(du)
Por lo tanto, si 0, 6° € K:

KO — 1O =S 01U @, 0] U (-, uy ¥ w) 1(@X)] sig (07 — 0) v (du)+



6,010 (0,01 Ulu, =y ¥ (6 ) p(dx)]sig(6” — 0)y (du) =
=Jo, 010 @, 01 S ¥ (x, u) p(dx)]sig(0° — 0) v (du)

de aqui, teniendo en cuenta la definicion de S(u, 1) se obtiene el
teorema.

Es obvio que, a partir de este teorema, exigiendo condiciones de re-
gularidad adecuadas, se obtienen las caracterizaciones usuales en los
problemas de calculo de minimos.

3. LEY FUERTE DE LOS GRANDES NUMEROS

Enunciamos, sin demostracion, el siguiente lema:

Lema 3.1.— Sea [a, ] una sucesion de nimeros reales y # un niimero
real tales que toda subsucesion de [a,] admite una nueva subsucesion
convergente a 4. Entonces la sucesion original converge a 4.

La notacion utilizada en'este apartado es la siguiente:

Sean X un vector aleatorio con valores en ®*, s:= 1; u la probabili-
dad que induce en (®’, §°) y [X,,] una sucesion de vectores aleatorios
con valores en (R®*, §), independientes, definidas en el espacio proba-
bilistico (£2, o, P) todos ellos con la misma distribucion que X.

Para cada natural k, y; es la probabilidad muestral definida en

(®, B°);es decir,sid € (4)= Z 'IIC—IA X;).
i<k
Dado n €N, ¢, representard una funcion definida en Z x Z", con
Z =®°. Puesto que si suponemos que para todo 6 perteneciente a Z",
¢, (e, 0) es f’-medible, ¢, es py-casi seguro igual a una variable aleato-
ra simple, ha de ser A(u,n) finito, podemos enunciar el siguiente
teorema:

Teorema 3.2.— (Ley Fuerte para la medida de dispersién)

Sea m un namero natural y supongamos que u y ¢,, n <m, cum-
plen (2.1), (2.2), (2.3) y (2.4). Entonces:

10



C.S.
Ay, m) kT:k(u, m)

DEMOSTRACION.— Por ser ¢,, continua en su segunda variable,
es claro que para cada w fijo perteneciente a ; p; (0) es una funcion
continua de 6. Como Z° es separable; evidentemente A (p;, m) es va-
riable aleatoria.

Sea n <m y II, un subconjunto numerable y denso de Z" . Para ca-
da nimero racional ¢, llamaremos 4, a la bola cerrada de radio q y
centro el origen en Z. Sea H el conjunto de las funciones de la forma
$p(0,0)0 IAq donde 6 recorre el conjunto II,,, g varia en los nimeros
racionales y n=1, 2, ...,m. Evidentemente, H es un conjunto nu-
merable.

De acuerdo con el teorema 2.1, existe 0, €S (i, m).

Sea E el conjunto de o de probabilidad uno para el que se cumple
el Teorema de Kolmogorof aplicado a las sucesiones de variables alea-

torias siguientes: [¢,, (X, 00)ken V {fX) ke N }fe m ¥, ademas
el de Glivenko aplicado a la sucesién de vectores aleatorios s - dimensio-
nales [X; e n (Ve; por ejemplo, [6]).

Sea w € E; puesto que A (uy, m) < pi(0o):
Timy o o A (g, ) <Ly, o i (00) =\ (1, 1) 3)
Sea [0:]k e > Ok = Ok, 0%, ..., O ), una sucesion de Z™ tal que:
e Op) <N (gym) + 5 KEN (@)
Supongamos que
limy o 0% =00, i=1,2,...,m (5)

Como w € E| es claro que existe M[=EM(w)] tal que si k = M:

i (00) < u(0o) + o

siendo & el obtenido de aplicar (2.3)auy ¢,, .
De acuerdo con (2.3), siinf; < ; < llx — o'l > H:

b (5, 0) >R (B0) + 8> g (00) + o

11



Sea i mayor que cero; evidentemente, existe a € R*, tal que si
llamamos 4 = {x/x €R’ y lIx|l <a}; se cumple que 4 es un conjunto
de continuidad para p y, ademds, u(4) > 1 — 4. De aqui y (5), se con-
cluye que existe NEIN, talque sik ZN: y, (A)>1 —hy | O;Cll >H +
+a i=1,2,.. m.

Porlotanto,sik >Ny x€A: ||02, — x|l > H, y de aqui:

(0> £ 05, 010 g () > (e (8) + ) (1 — ) >
> (e m) +2) (1 =)

Y [0xlx € y no cumpliria (4). Podemos concluir pues que el conjunto

{i/1<i<my 0% ]l /= >} no es el vacio.
k >o

Por el mismo razonamiento que en el teorema 2.1 demostramos
que existe J C {1, 2, ..., m} con p =Card (J) > 0 y una subsucesion de la

que tenemos, que representamos con la misma notacion que a la original,
tales que:

i€J: 0, 200" €z
PET: 10}l 2

Sea®=[0');c ;. Por (2.1), ¢, (s, ©) es u-integrable, por ello, si
£§>0:

36>0,talqueu(A)<6:fA ¢y (x, ®) p(dx) <% 6)

Sea g un niumero racional tal que u(AZ) <8é.

Calculemos:
w(O) — pp (0x) = dp (x, ©) p (dx) — [ ¢ (x, Ok) ux (dX) <

<fA2 Bp(x, ©) 1 (dx) + [, dp(x, @) b ()~ f, b (, 0) b ()

Puesto que A4 es un compacto, aplicando (2.4) y (6), se tiene que,
desde un indice en adelante:

HO) —m (Op) <E+ [y & (x,O) u(dx) = fy [¢p(x,0) — €] ug (dx)

12



Por ser I1, denso en Z”, existe una sucesion [0,], ¢  de elementos
de I, que converge a ©;y, puesto que A, es compacto, aplicando (2.4)
de nuevo, si elegimos 7 lo suficientemente grande, tenemos:

B(®) — m (Bx) <2E+ [, [0, 0x, 0) + E] () -
~y, 105 (e, 02) — E] s (@)

De aqui, teniendo en cuenta la eleccion del conjunto £ que hicimos
al comienzo y que £ es arbitrario:

limy , . [M(©) — uy (6;)] <O
de aquiy (4):
Ay, m) S p(O) <limy , o ug(0f) SLmy, o M pg, m)

lo que unido a (3), demuestra que, para la subsucesion que hemos ob-
tenido:

limy , o A (g, m) =N (u, m) (7

Finalmente, si elegimos una subsucesion cualquiera de [A(pg, m) ] e N
y le aplicamos el razonamiento que acabamos de exponer, obtendremos
una nueva subsucesion cumpliendo (7). Por ello, del lema 3.1 se obtiene
el teorema.

Teorema 3.3.— Sipy ¢,, n <m, cumplen (2.1), (2.2), (2.3) y (2.4).
Entonces existe un conjunto E de «, con P(E) =1, tal que para todo
w €E, desde un indice (que depende de w) en adelante, u; y ¢,
n<m cumplen (2.1), (2.2), 2.3)y (2.4).

DEMOSTRACION.— Evidentemente se cumplen (2.1) y (2.4) para
$n Y My, kK EN.

(2.2) se deduce del teorema 3.2 y de (2.2) aplicadoap y ¢, n < m.

Sean 6y, 8 y H los obtenidos de aplicar (2.3) apy ¢, y sea £, el
conjunto de « de probabilidad uno que cumple el teorcma de Kolmogo-
rof aplicado a la sucesion de variables aleatorias reales [¢,, (X, 04) | e -
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Si w € E,, desde un indice (que depende de w) en adelante:
)
My (00) < u(by) + 5
Porlo tanto, siinf; «; <, llx — 6"l > H, ha de ser:
1)
$n (%, 0) > u(Bo) +8 > 1y (60) + 5

Tomando E= N E,, se obtiene el teorema.
nm
De los teoremas 3.3 y 2.1 se deduce que existe en « un conjunto
de probabilidad uno, tal que para todo elemento de ese conjunto existe
un natural M tal que si kK >M, S(ug, n) # ¢. En el enunciado del si-
guiente teorema, E representa a este conjunto.

Como se puede comprobar, el enunciado del teorema 3.4 es de es-
tructura un tanto complicada. Ello es debido a la falta de unicidad en
la solucion y nos obliga a incluir el corolario 3.5 en el que desaparecen
las citadas complicaciones.

Teorema 3.4.— (Ley Fuerte para la medida de centralizacion).

Sipuy¢,, n<m, cumplen (2.1), (2.2),(2.3)y 24) y [0k e ;v ©5
una sucesion de funciones definidas en £ tales que si w € E, desde un
indice (que depende de w) en adelante, 0 (w) € S(uy, m). Se cumple
que existe F perteneciente a a de probabilidad uno tal que para todo
wWEF:

a)lim, , 16, (w)ll < oo,

b) Si 0 es el limite de una subsucesion de [0 (w)]; e v entonces,
0 €S(u, m).

DEMOSTRACION.— Sean: E, el conjunto de o de probabilidad uno
definido al comienzo de la demostracion del teorema 3.2 y E, el obte-
nido de aplicar el teorema 3.3. Sea F el conjunto interseccion de estos
dos.

Sean w EFy [0 (w)]; e v una subsucesion cualquiera de la origi-
nal y que representamos con la misma notacion que a ésta.

14



Puesto que, evidentemente, si kK es mayor que un cierto nimero
natural, se tiene que:

by 04.(0)] < Al m) +

podemos repetir la demostracion del teorema 3.2 y obtenemos J con-
tenido en {1, 2,...,m} con p=Card (/)> 0 y una nueva subsucesion
ala que representamos con la misma notacion, tal que:

i1€J: 0205 0'€Z
ig¢J: no’kuk—;;oo
Continuando con el razonamiento citado, obtenemos que p =m

con lo que se tiene a).

Si 6 es limite de alguna subsucesion de la original para algin w
perteneciente a F, utilizando, de nuevo, el mismo razonamiento obte-
nemos b).

Corolario 3.5.— Bajo las hipotesis del teorema 3.4; si ademas
S(u, m)={0,} la sucesion original cumple que existe Fde «, de proba-
bilidad uno tal que para todo w perteneciente a F:

Bk (OJ) ;—:: 00
DEMOSTRACION.— Sea F el conjunto de « de probabilidad uno
definido en la demostracion del teorema 3.4 y sea w un elemento suyo.
Sea [0y (w)]; ¢ v una subsucesion cualquiera de la original.

Por el teorema 3.4, admite una nueva subsucesion convergente a un
punto de S(u, m). Como este conjunto tiene un Unico elemento, el re-
sultado se obtiene del lema 3.1.
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