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Resumen

Bajo un planteamiento difuso del Problema General de Decision Uni-
personal, se propone un método que permite definir una funcién de
utilidad para este problema. Dicha funcion, se muestra como una fa-
milia de funciones de utilidad, la cual se considera como la «utilidad
difusa» que sirve para resolver el problema que se plantea en los distin-
tos contextos.

1. INTRODUCCION

Presentamos un método para la posible resolucién de problemas bajo
consideraciones difusas que, en concreto, aplicamos al caso de la defi-
nicion de una funcion de utilidad en el Problema General de Decision
Unipersonal (PGD) con planteamiento difuso.

Antes de entrar en la formulacion del problema damos algunos con-
ceptos y resultados fundamentales para su resolucion.

1.1 Definicion. Dado un conjunto referencial cualquiera X, defini-
mos subconjunto difuso (s. d.) de X, y lo notamos X, como cualquier
conjunto de pares ordenados,

(*) La edicion de este trabajo ha sido financiada por el Departamento de Estadistica Mate-
matica de la Universidad de Granada.

(*) Recibido, Septiembre, 1981
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X={(xa), Vx€X, a€[0,1]}

donde « € [0, 1] recibe el nombre de grado de pertenencia y viene dado
por una funcion,

p:X—[0,1] (D

que se denomina funcién de pertenencia del s.d. X
Brevemente, podemos decir que un s. d. de X es cualquier funcidon
como la (1). Al conjunto de s. d. sobre X se le nota por F(X).

1.2 Definicion. Dado un referencial X, se define relacion difusa so-
bre X, como cualquier s. d. ¥ del producto cartesiano X X X notando-
lo ¥ € F(X, X) o bien, cuando no haya dudas ¥ € F(X).

1.3 Definicion. Dado un s. d. p € F(X) llamamos a-corte de nivel o
de dicho s. d. al conjunto ordinario,
Xo =t{xeX: u(x) 2 a}) Vvae[0,1]
con las siguientes propiedades triviales,

1.3.1) Xo= X
1.3.2) Vay,a2€[0,1]: a1.> a2 = Xa, C Xa,

El siguiente resultado, debido a Negoita y Ralescu (1975) e¢s funda-
mental.
1.4 Teorema (de representacion de s.d.). Si p e F(X) y considera-
mos la sucesion de a-cortes
{ Xo, 2 €[0,1]}
se verifica,

p=,a- X (2)

en el sentido de que,

VXeEX > ux) = Sup o-pux(X)

O<sasl

donde px, es la funcidn indicador clasica del a-corte X,.
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2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La cuestion de considerar una funcion de utilidad para la resolucion
de los problemas de decision que se plantean bajo consideraciones di-
fusas, ha sido tratado particularmente por cada autor y para proble-
mas concretos, denominando «Utilidad Difusa», en general, a cual-
quier funcién que sirva para resolver el problema, como por ejemplo
sucede en Tanaka et al. (1976), Jain (1976), Sugeno (1977), etc., y dan-
do siempre como solucion un punto en el espacio de alternativas
posibles.

De acuerdo con Ralescu (1977) podemos pensar, sin embargo, que
si un problema planteado en terminos exactos tiene una solucién bien
definida, en el sentido de no ser imprecisa, cualquier problema plantea-
do en terminos difusos debe tener, también una solucién difusa y no
una bien definida en el anterior sentido.

Segun el Teorema 1.4, sabemos que cualquier s. d. puede expresarse
mediante conjuntos ordinarios. De este modo podemos pensar en re-
presentar cualquier problema con planteamiento difuso en la forma
(2). Esto significa poder resolver mediante el esquema clasico los pro-
blemas difusos sin mas que a-cortar el conjunto problema. En cada a-
corte podremos encontrar la solucion que nos interese, si es que se con-
serva el mismo problema sobre estos conjuntos, con lo que obtendre-
mos una familia de soluciones que nos podra definir la correspondiente
«solucion difusa» del problema considerado.

A fin de aplicar el método expuesto a la busqueda de una funcién
de utilidad difusa, partimos de la idea basica del pGD, Rios (1976). Di-
cho problema, representable por una tripleta (P, X, <) con el sentido
conocido, puede originar tres problemas distintos bajo condiciona-
mientos difusos,

2.1 Larelacion de preferencia existente entre las alternativas es una
relacion difusa p € F(P), dependiendo de la cual, obtendremos
diferentes problemas. Corresponde este caso al modelo en el que
el decisor no tiene perfectamente claras sus preferencias entre al-
ternativas. Representaremos este problema por (P, X, <).

2.2 El conjunto X constituido por las consecuencias de las acciones
admisibles, es un s. d. de P. Este caso se justifica desde el mo-
mento en que el decisor no conoce, exactamente, los limites del
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conjunto de acciones que le esta permitido utilizar. Con el mis-
mo criterio anterior, lo representaremos por (P, X, <).

2.3 El dltimo caso es aquel en que, tanto la relacion de preferencia,
como el conjunto de alternativas admisibles son difusos. Corres-
ponde a la mixtura de los dos anteriores y lo representaremos
por (P, X, <).

Hay que destacar que el espacio P no debe tomarse en ningtn caso
como difuso, puesto que todas las acciones posibles de un decisor y sus
consecuencias, suelen ser conjuntos perfectamente definidos.

A continuacion, pasamos a resolver cada uno de los tres casos
anteriores.

3. RELACION DE PREFERENCIA DIFUSA EN EL PGD
Consideremos el problema (P, X, <) donde < es una relacion de pre-
ferencia difusa entre alternativas dada por una funcion de pertenencia,
up:P x P—[0,1]
Supongamos que up es un orden débil difuso, es decir, que verifica,

a) Vx,y € Pipp(x,3) > 0= pp(y,x) = 0
b) vx,y,ze€ P— pp(x,z) < InfSup{up(x,y), up(y, 2)}
Yy

3.1 Teorema. Sea,

D=3a-D, «ac(01]

(o3

la descomposicion de un orden débil difuso. Entonces, cada D, es un
orden débil en X, 0 < o < 1. Reciprocamente, si los D,, 0 < a <1,
constituyen una sucesion encajada de ordenes debiles distintos en X,
tales que,

a1 > a2 2 Dy, C Do, You,az €(0, 1]

entonces, para cualquier eleccién de a’s en (0, 1], D es una relacion de
orden débil difuso.
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DEMOSTRACION. Supongamos que D es un orden débil difuso,
va € (0, 1], Y(x,y) € Da:pp(x,y) 2 = up(y, x) = 0= (y,x) £ Da
Analogamente, si
(x,2)€ Do © pp(x,2) 2
tenemos que,
vyeX-opup(x,y) 2o o wp(y,2)2a
es decir,
vweX—->(x,y)eD, o (¥,2) €D,
Reciprocamente si, Ya € (0, 1] D, es un orden débil,
(x, ) €D« pp(x, ) 2B~ (»,x) ¢ D, vB€(0,1]
Asi,
Va,B€(0,1]:a< B (¥, x)f€e Dy« up(¥,x) =0

Analogamente, si en cada D, se verifica la propiedad de transitividad
negativa del orden débil, es decir,

(x,2)€Dy > (x,)€Ds 0o (y,2)€D., VWyeX

evidentemente, D es un orden débil difuso.

Consideremos las relaciones clasicas de preferencia e indiferencia,
x>youpp(x,y)2a, Vx,yeP, Vae(0,l]
Xx=yoeuwx<a y pwx)<aoa, Vx,yeP, VYae(0,1]
que leemos «x es mas preferido que y a grado a» y «x es indiferente

a y a grado a». Podemos, ahora, dar el siguiente resultado para el caso
de ambiente de certidumbre, dentro del problema que nos ocupa.

3.2 Teorema. Si up € F(P) es un orden débil difuso y el espacio co-
ciente P/ ~ 4 es finito numerable, Va € (0, 1], existe una familia de fun-
ciones valuadas reales en P: {u., a (0, 1]} tales que,

XY © Ua(x) > uu(y), vx,yeP, aec(0,1]

72



DEMOSTRACION. Consideremos un a-corte cualquiera de la relacion
dada, a € (0, 1], y el conjunto cociente P/~ constituido por clases de
equivalencia,

P/~,={a,iel}
En este conjunto definimos la siguiente relacion,
ai>q°aj & x>, y para algin xea; y algun y € a;

que es un orden estricto (orden débil que ademas verifica que si a; # a;
entonces a; >4 °a; 0 a; >4 °ai, Vai, a;€ P/ ~.).

Siguiendo la demostracion dada por Fishburn (1970) para el caso no
difuso, definimos una funcidn valuada real u, en P/~ del siguiente
modo.

Supongamos las clases de equivalencia ordenadas en cualquier for-
ma, atendiendo a un conjunto de indices /. Supongamos una enumera-
cién de los numeros racionales {g;, i € I}. Tomamos,

a) uq(a;) = 0, siendo a; la primera clase de equivalencia que encon-
tramos en la ordenaciéon mencionada.

b) Sivi<m, an>o°ai— usam) = m

o) Sivi<m, ai>q°am— uUslam) = —m

d) Si para algun i,j<m, aj>,°am>.°ai y aj p°an }o°a; para
cualquier entero positivo A < m (h # i,j) tomamos u.(am) igual
al primer numero gx en la enumeracion para el que,

u(aj) > qr > ua(ai).

Finalmente, para evaluar la utilidad de cada alternativa, a grado
a € (0, 1], tomamos,

Vx € ai, Us(x) = uqlai), VYaie P/~

Repitiendo el proceso para cada « € (0, 1] obtenemos una familia de
funciones de utilidad que nos sirve para resolver el PGD en ambiente
de certidumbre y con relacidn de preferencia difusa.

Mas precisamente,

3.3 Definicion. Llamamos «utilidad difusa» u“, para el problema en
cuestion, a una funcion,
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u:Px (0,11- IR
definida por,

u(x,0) = us(x) VxeP, Vae(0,1]

El mismo problema estudiado hasta aqui, puede ser tratado en am-
biente de riesgo. La diferencia esencial con respecto al anterior caso,
es la estructura de P (ahora espacio de mixtura) que, sin embargo, no
modifica el problema, puesto que el decisor mantiene hipotesis difusas
sobre el orden establecido entre las correspondientes loterias.

3.4 Teorema. Supongamos que P es un espacio de mixtura, entonces
vx, y, z € P, se verifica

a) up € F(P) es un orden debil difuso

b) up(x,y) 2 a, 0<AN<1I—=ppNy+ (A -NZLAX+ (1 =NzZ] >

¢) wp(x,y) 2, up(z,y) = o = pply, A\x + (1 — N)z] > « para algin
Ae(0,1) y pply,Bx+ (1 —B)z] 2, para algin B€(0,1) y
va € (0, 1], si, y solo si, existe una familia de funciones valuadas
reales en P{uc,0 < a < 1} tal que,

d) up(z,x) = a © un(z) > u«(x), ¥x, ze P,ya e (0, 1]

e) Los a-cortes de up, Dy, constituyen una sucesion encajada de or-
denes débiles distintos en P tales que,

a1 > az = Dy, C Dy, Vai, az € (0, 1]

) uaAz+ (1 = Nx] = Mua2) + (1 = Mua(x), YN, 2, %) €0, 1] X p?,
y Ya e (0, 1].
Ademas, si u, en P satisface d) y f) con u, reemplazada por vy, Vo
satisface d) y f) si, y solo si, existen niimeros m y n tales que,

Va(X) = m - uu(x) + n, vxeéP, m>0

DEMOSTRACION. Apoyandonos en el Teorema 3.1 y realizando la de-
mostracidén para cada a-corte, esta coincide con la clasica, Fishburn
1970), permitiendonos obtener la familia de utilidades buscada. A si a
cada elemento x € P le podemos asociar para cada « € (0, 1], una utili-
dad difusa,

uo(x) = u(x, @), vxeP, Vae(0,1]
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estando u“ definida como en 3.3.

El método de obtencion de utilidades presentado hasta aqui, tam-
bién es valido en el caso de incertidumbre, como lo asegura el siguiente
resultado, del cual omitimos la demostracion ya que, como antes, en
cada «-corte, esta coincide con la clasica. Por otro lado, el Teorema
3.1 nos garantiza el paso de una relacidon de preferencia difusa a una
familia de relaciones clasicas y reciprocamente.

3.5 Teorema. Sea $ el conjunto (finito) de estados de la naturaleza
y supongamos que se verifica Vx, y,z€ P,

a) pp € F(P) es un orden débil difuso.

b) up(x, ) =, 0<N<1-=pupAx+ (1 —Nz,\y+ (1 =Nz] > a,
va e (0, 1].

) up(x,y) = a, up(z,Xx) =2 a = uplx,\y + (1 — N)z] 2 «, para algun
Ae@©,1) y wolBy+ (1 —B)z,x] 2, para algin Be(0,1) y

va € (0, 1].
Entonces, con § = {s1,52,...,S.}, existe una familia de funciones
valuadas reales ul, u2, ..., u%, en los respectivos conjuntos de conse-

cuencias de los estados, tal que:

n n
VX,y € P, pup(x, ¥) 2 o 2 Elue, X(s)] > 3 Elua, Y(s)],
S =t Va e (0, 1]

siendo esta u’,, i = 1,2,...,n, Va € (0, 1], tinicas salvo transformacio-
nes lineales positivas y siendo constantes si, y solo si, el correspondien-
te s; es nulo.
De nuevo, la definicion de la correspondiente utilidad difusa esta de
acuerdo con 3.3
De este modo, con todo lo dicho, cualquier problema de la forma
(P, X, <) bajo las hipotesis adecuadas, puede resolverse mediante la
construccién de una utilidad difusa u#?(x, o). Ademas, si notamos x*(c)
a la solucion de,
max:u?(x, o) = ua(x)
x€X
y eliminamos, mediante el operador superior, los grados de pertenencia
redundantes, entonces el s.d. {x*(«), o} € F(P) sera considerado co-
mo la solucion difusa del problema, sin entrar en consideraciones acer-
ca de la posible existencia del anterior maximo.
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Pasamos, a continuacion, a ocuparnos de los problemas 2.2y 2.3 ya
enunciados.

4. ESPACIO DE ACCIONES ADMISIBLES DIFUSO EN EL
PGD

Como dijimos, la admisibilidad de una alternativa, no es un hecho
siempre claro para el decisor, de ahi que tenga sentido hablar de espa-
cio de acciones admisibles difuso.

Consideremos un problema (P, X, <) con X € F(P). Aplicando el
método habitual, dicho problema podemos identificarlo con la familia

(P, Xa, <), a€(0,1]}

representando X, los a-cortes de X, y constituyendo cada uno de estos
problemas uno cldsico de decisién.

Asi, dependiendo del contexto en el que estemos, si admitimos la hi-
potesis adecuadas sobre P y sobre <, siempre sera posible construir
una funcion de utilidad,

u:P-R

valida para el problema en cuestion.
En estas condiciones, podemos obtener la solucion de,

max: u(x)

" xeX, ae(0,1]

que notaremos x*(«). Eliminando los grados de pertenencia repetidos,
el s.d. {x*(a), a} € F(P), lo consideraremos como la solucion difusa
al problema original sin entrar, como antes, en el problema practico
de la posible existencia de x*(«).

5. RELACION DE PREFERENCIA Y ESPACIO DE ACCIONES
ADMISIBLES DIFUSOS EN EL PGD

Consideremos por ultimo los problemas del tipo (P, X, <) que, de
nuevo, identificamos con la familia,

{(P) X(x; <(y), aG(O, 1]}
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con ¢l significado conocido.

Aplicando los resultados anteriores y el método desarrollado y bajo
las hipdtesis convenientes, es posible obtener una utilidad para cada
ae(0,1],

U:P—- R

que conserve el orden <,.
Para obtener la solucion difusa, procediendo como antes, definimos
X*(o) como la solucién de,

max: Ua(x)
" xeX, ae(0,1]

que conduce, por eliminacion de los grados redundantes, al s.d.
{x*(a), a} € F(P).

Para terminar hay que resaltar el hecho de que el modo de construir
la funcidn de utilidad en cada a-corte, sobre un espacio cociente, hace
que, debido a poder tomar las clases de equivalencia en cualquier or-
den, incluso en orden distintos para «-cortes diferentes, las utilidades
que se les van asignando no guardan ninguna relacion, para una misma
clase de equivalencia, de un a-corte a otro. Por tanto, aunque los pro-
blemas vayan encajados, desgraciadamente no podemos decir lo mis-
mo de sus soluciones. Incluso, si mantuvieramos inalterable el modo
de ordenar las clases de equivalencia, no tendria por que darse esa in-
clusion de soluciones de la que hablamos.

Digamos, por tltimo, que los modelos a los que se llega en los apar-
tados 4 y 5 son, evidentemente, problemas de Programacion Matemati-
ca que tienen una justificacion clara, puesto que un problema de
Programacion,

max:z = f(x)

xeX
no es mas que un PGDcon P = IR", siendo X el conjunto de restriccio-
nes al problema y la relacion de preferencia, la inducida por f(x),

xZyof()=2f() vx,yeR?

Por tanto, este tipo de problemas es susceptible de ser estudiado de la
misma forma anterior.
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