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SUMMARY

Decision problems where the set of states of Nature is finite and which has a
partial order relationship, are being studied. The distribution “a priori” over the
states is unknown, although one has the information which conserves the previous
order. Such a distribution is estimated to be subject to a restriction of monotony,
and some properties of the estimator are observed.

In a special way this paper deals with the situation where the states are two -
dimensional and present their natural order. Finally an algorithm is given to find
the quoted estimator in this last case.

1. INTRODUCCION

En lo que sigue, abordaremos problemas de decision en ambiente
de riesgo y con experimentacion, en donde la distribucion de probabili-
dad a priori sobre los estados de la Naturaleza no es perfectamente co-
nocida, sino que solamente se posee una informacién cualitativa de la
misma. Mas concretamente, dados dos estados de la Naturaleza cuales-
quiera, se conoce a lo mas, cud de ellos es mas probable que el otro, si
bien no se tiene una idea cuantitativa de esta diferencia de probabilida-
des.

Se tiene asi un planteamiento del problema que podemos enunciar
en los siguientes términos:

(*) Recibido, Mayo, 1981
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— Un conjunto de estados de la Naturaleza Q= {6, 0,, ..., 0,,} finito.
— Un conjunto de acciones puras A
— Una funcion de pérdida L definida sobre 2 x A

— Un espacio probabilistico (£2, P(£2), P), donde P es una distribuciéon
a priori sobre £ que se supondra desconocida, y P(2) representa el
conjunto de las partes de 2.

— Un preorden parcial S sobre § compatible con P, entendiendo
por tal aquél que verifica:

0, <0; = P(6;) <P,

En este caso también se dice que la funcidon P es is6tona respecto al
preorden<<.

— Una variable aleatoria ¢ sobre (£2,P(2)) definida por: £(6;)=i,
(i=1,..,n), de la cual se ha extraido una muestra aleatoria simple
X = (X1, ey Xg).

El objetivo consiste en la obtencion de aquellas acciones a € A que
son soluciones de Bayes frente a una distribucién P* que sea la que
mas se aproxime, en el sentido de minimos cuadrados, a la distribucion
estimada P a partir de x por el método de maxima verosimilitud, de en-
tre todas las isdtonas respecto al preorden < dado.

1.1. PROPOSICION.— La distribucion P* mas proxima a Penel
sentido de minimos cuadrados entre las isbtonas con respecto a S, es
la funcion de regresion isotonica de P con pesos unidad.

Demostracion: En efecto, es ya conocido (Ayery otros (1955)) que
la funcion de regresion isotonica P* minimiza:

. n '
T (Pr—By =3 [PF— (/0P
i=1- . 1=1-
donde
. . Ak .
PF=P*0,), P;=P(0)), n;=Card {x;=i};_, (=1,...,n)

entre todas las funciones sobre §2 que son isdtonas respecto al preorden
< dado.
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Por consiguiente solo falta demostrar que P* es a su vez una funciéon
de probabilidad sobre £2. Para ello, basta ver que, cuando se utiliza el
algoritmo de los conjuntos inferiores para el calculo de la funcion de
regresion isotonica (ver Barlow y otros (1972)), se realiza una particion
del conjunto {1, 2, ..., n} en bloques solucién B;, (j=1,...,r) dentro
de las cuales P* es constante y vale:

T P
% 1 EBj , .
RS S = “es .
i Card Bj Vi Bjs (] 1, ar) (1 1)

se tiene asi que:

B;>0,Vi=P >0, Vie(l, .., n}

T b
n n r i € B n o
TP=F I P'=3 CadBj—t—=73 p=1 O
i=1-! j=1i€EBj j=1 CardB; i=1 ' -

1.2. COROLARIO.— La distribucién P* anterior es un estimadorde
P mejor que P en el sentido de minimos cuadrados.

Demostracion: Representaremos por P=(P,, ..., P,) la verdadera
distribucion de probabilidad a priori sobre §2. La funcién de regresion
isotonica de P respecto a < verifica (ver Van Eeden (1956)):

n ” n * n *
2 @-f)P=Z (P,-—Pi Y+ X (P —f)? (1.3)
i=1 i=1 i=1-
para cualquier f=(fy,...,f,) que sea isotona con respecto a . En
particular, sabemos que P es isdtona respecto a , luego se tiene:

n

A n A n
Z @ —Py>2 @-P)Y+ I @ -P)>

=1

n ¥*
= Z (P —P;)? O
i=1
Este corolario sefiala la importancia de escoger P* en lugar de P
para estimar P cuando se conoce un preorden con el cual esta Gltima
es compatible.
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1.3. Aplicacion al caso en que la distribucién a priori sigue un es-
quema de contagio de Polya de pardametros desconocidos.— Suponemos
un esquema de contagio de Polya cuyos elementos iniciales son By N,
y donde representaremos con ¢ el nimero de elementos que se afiaden
al sistema en cada repeticion independiente. Si llamamos 0;, (i=0,
1, ..., n) al resultado (elementos del primer tipo obtenidos en las n
repeticiones), se obtiene:

n-1 n-1
o (N +2c) (B+2R0¢)
Q=o. Q=0
P(00)= 1 3 P(Gn)= n-1
M B+N+Lc) ImI@B+N+Lc)
Q=90 =0
n-k-1 k-1
QH (N +1%c¢) Ql'[ B +Lc)
POy =—— - » (1<k<n-—1) (1.4)
I (B+N+20)
=0

de donde, mediante un sencillo calculo se obtiene que los elementos
P(@0;), (i=0,1,...,n) son no decrecientes con el subindice 7 siy solo si
se verifican todas las desigualdades siguientes:

B-N2n—-2k—-1c , (k=0,1,..,n—1) (1.5
para lo cual, basta con que se cumpla:
B-N=2mn-1)c (1.6)

De este modo, si B y N son desconocidos, pero su diferencia esta
acotada de forma que se verifica (1.6), se tiene que la distribucion P an-
terior sobre = {0,, ..., 0,} no es conocida cuantitativamente, pero
es isotona con respecto al orden (total):

9,56, 5.5,

A continuacidon, supongamos que se realiza el experimento descrito
un cierto nimero de veces de manera independiente, obteniéndose
una muestra aleatoria simple que permite calcular el estimador Pdela
distribucién P. Al hallar la regresion isotonica P*, el conjunto {0, 1,...,n}
queda dividido en una coleccion de bloques B;, (j=1, ..., r) dentro de
los cuales P* es constante.
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Sea por fin el problema de decisidn consistente en pronosticar el re-
sultado 0; €  de una nueva repeticion del experimento. Se tiene asi
un conjunto de acciones A = {a,-};'=o‘donde a; representa pronosticar
el resultado 6;, (i=0, ..., n). Si la funcion de pérdida viene expresada
por el error cuadratico:

Las, 0)=(s—D* ,, (5,i=0,..,n) (1.7)

entonces el riesgo de la accion ag frente a la distribucion P* sobre 2
viene dado por:

j=1i

n
R*@)=Z (s~ P*=3% 3 (s—i? P}
i=0" i € Bj

por lo que, si el bloque B; = {«;, ..., o + B}, (j=1, ..., r), se tiene:

w L P@B) s
R (aS)-'-jE:,—.ﬁj-l-l izlaj(s—z)z (1.8)

Como el objetivo es minimizar este riesgo, podemos considerar s
como una variable continua en (1.8), e igualando a cero la correspon-
diente derivada resulta:

20i + B .
s= 3 ——Tp@) (1.9)
j=1. 2 ]

con lo cualla accion 6ptima corresponde a un valor de s que es el entero
anterior o posterior al valor dado en (1.9). Obsérvese que el coefi-
ciente de cada P(B;) es la media aritmética de los extremos de tal blo-
que Bj, con lo cual, (1.9) puede reescribirse:

hj
2+ y

n r /]
= ——P@B;)=% X + Q) PF
’ j=1- B+1 @) i=12=ol(aj )F]

es decir:

n
s=Z iP" (1.10)
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y coincide por lo tanto con la media de la distribucién P*, como era
de esperar ya que la funcion de pérdida tomada ha sido el error cua-
dratico.

Si el valor de s no es entero, podemos aleatorizar el espacio de ac-
ciones A y considerar la correspondiente perspectiva aleatoria entre
ags) ¥ aps)+1 (donde [s] expresa la parte entera de s) de modo que el
riesgo de Bayes sea alcanzable, en cuyo caso sabemos que coincide con
la varianza de la distribucion P*.

2. Un caso notable de orden parcial sobre §2

En muchos casos practicos, como pueden ser problemas de estima-
cion paramétrica ordenados, los elementos de 2 se encuentran relacio-
nados por un orden que es completo. En tales situaciones el modo de
operar es inmediato, pues una vez obtenida P basta aplicar un algoritmo,
como puede ser el de fusion de elementos adyacentes (ver Ayer y otros
(1955)), para calcular P*, y a partir de ahi el problema se convierte en
uno usual de decision.

Oras muchas veces, aunque el preorden sobre £2 no sea completo, es
de una forma especialmente-importante, a saber: los elementos de §2
son bidimensionales, esto es, {2 se puede expresar como un cierto pro-
ducto cartesiano 2 =, x £,, donde §2, y £2, son conjuntos finitos,
y dentro del cual los elementos se encuentran relacionados por el orden
natural:

(01,0,)2 (07,0, « 0,>0,y0,>0, @.1)

Este orden es soOlo parcial, pero da a £ una estructura de reticulo
distributivo cuyas propiedades utilizamos mas tarde.

2 1. EJEMPLO.— Supongamos que un individuo tiene una cierta carac -
teristica ¢, y engendra hijos que tienen dicha caracteristica con proba-
bilidad «,, los cuales a su vez se encuentran en la misma situacion; sin
embargo si un hijo cualquiera no presenta ¢, ninguno de sus descendien-
tes la presenta. A la vez, se plantea idéntica situacion para una caracte-
ristica ¢, que se transmite con probabilidad «,. Los valores de «, y
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no se conocen, pero se puede asegurar que estan acotados superiormen-

te porv/2/2.

Denominamos 0(11)’ y 0(21) a los sucesos de que un miembro de la
tercera generacion respecto del primer individuo, elegido al azar, posea
€1 0 no, respectivamente, y por 0(12) y ng) los analogos respecto ac,.
Se tiene entonces:

P,0)<P,0) » <oy (1-ay) +(1-a)) © o, <V22
p ) < (2) 2 o <\/—
2(01 )\P2(62 ) < 012\012(1—'012)+(1—0£2) g 0y & 2/2

las cuales se verifican, debido a la hipoOtesis de acotacion realizada.

Si tenemos en cuenta a la vez las dos caracteristicas ¢, y ¢, se tie-
nen cuatro estados posibles:

@ @) A
0;;=0; ,0;) Gji=12)
los cuales se encuentran relacionados por el orden natural dado en (2.1),
que, por construccion, es compatible con la funciéon de probabilidad
producto P=P, x P, sobre Q = {0, 0;,, 051, 0,,}.

Como en esta nueva situacion el orden es parcial los algoritmos exis-
tentes para el calculo de la funcion de regresion isotonica son mucho
mas complicados, si bien en el parrafo 3 describimos uno para este tipo
de orden particular.

En lo que sigue, estudiamos una sencilla representacion grafica de
un problema de decision, cuando 2 =8, x £2,, en donde 2, y Q,
tienen sb6lo dos elementos cada uno (como en el ejemplo 2.1). La ge-
neralizacion al caso en que §2, tenga dos elementos y £2, tenga tres, o
bien que ambos posean tres elementos, es inmediata; en dimension
superior no se puede visualizar.

2.2. DEFINICION.— Dados los puntos Q; = (x;, yi), i=1,2)en R? y
los haces de rectas: r;: ajx + b;jy =cte. (i=1, 2), se llama mezcla de
Q. v Q, con respectoar, y r,, al punto

0, =(a1x1 +byy: ayx, + sz’z) 2.2)
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Graficamente (ver fig. 2.1) este punto se obtiene de 1la manera si-
guiente: se traza la recta de r, que pasa por Q, y se corta con la bi-
sectriz del primer y tercer cuadrante, trazando la vertical v que pasa
por este punto. Luego se realiza operacion analoga con r, pero esta vez
trazando la horizontal 4 por el punto de corte con la bisectriz. El punto
Q,, es precisamente la interseccion de v con h, como facilmente se
puede comprobar.

4% X
|
~ "/ ] N
// ™ 'Qm *Pl
-
// i\'k._ % (R)
/ | B .
// | ! Yi (Pi)
7 I
7 I-r ;z
' L
Fig 2.1

2.3. DEFINICION. — Dados A,, A,, subconjuntos de IR?, una corres-
pondencia f: A, > A, entre ambas, (con 4, =f(4,)), y los haces de
rectas r;: a;x + bjy = cte, (i=1, 2), se llama mezcla de A, y A, respec-
to af,r, y r,, al subconjunto de IR? formado por las mezclas de Q; y
cada Q, € f(Q,) respecto ar, y r,, cuando Q, recorre todo A4 ,.

Sea entonces un problema de decision con espacio de estados
Q= {611, 012, 621, 022}', eSpaCiO de aCCioneS A = {a;}i =¥ y funCién de
pérdida L(a;, 0,;) =L};}, GELj k=1,2).

Realizamos la siguiente representacidn grafica: a cada accion g; le
hacemos corresponder el par de puntos en el plano Q(l')‘= L (l'l)‘,‘L.(l'z)') y
Q;') = (L(z'l), Lg'z)). Ademds, si llamamos P;; = P(0;;) para una cierta dis-

tribucion de probabilidades P sobre £2, y formamos los haces de rectas:

P; P; .
ri—p-X +—'72y=cte, (i=1,2) (2.3)

1
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2
en donde P; = ¥ P;;, (i=1, 2) son las probabilidades marginales fila, a
i=1

cada accion a; se le puede hacer corresponder el punto del plano
(’) mezcla de Q(' le) respecto de los haces de rectas dados en (2.3).

Se verifica entonces el siguiente resultado:

2.4. TEOREMA.— Dada una distribucion de probabilidad P= (Py,,
P, Py, P,y,)sobre £, la accidn (o acciones) de Bayes viene caracteriza-
da en una representacién grafica de las pérdidas por el punto en que
primero toca el haz de rectas pi1x +pyy =cte (al aumentar la cte) al
conjunto mezcla de {(L(l'1 , 12 )}t ey {(Lu), 2 )}l e respecto de la
correspondencia que conserva el superindice y de los haces de rectas de
definidos en (2.3).

Demostracion. El riesgo de la accion g;, (i € I) viene dado por:

_ (i)_z P, @ P )
R,-—j,EkPl-k L/’k 1-1P ( P; L + Pj L]-2 ) 2.4)
y por lo tanto el problema es equivalente a otro en el que Q' = {0, 0',}
con distribucion de probabilidad (P, P,), y con pérdidas:

Py, Py )
L(a,-,e,.)=—Pj—‘L,.l +—sz—Lj2, (i=1,2) 2.5)

Ahora bien, de las definiciones 2.2 y 2.3 se desprende que este con-
junto de pérdidas viene representado en IR? por la mezcla enunciada
en el teorema. El punto solucién de Bayes de este nuevo problema sera
la mezcla de dos puntos (L(l'l), L(’)) y (L g’l), L(')) que representan a a;,la
solucién Bayes del problema onglnal O

Este teorema 2.4 nos da un sugestivo método grafico para la ob-
tencion de la solucion de Bayes en problemas de decision cuyo espacio
de estados es del tipo especial que consideramos, en base a la utiliza-
cion de distribuciones marginales y condicionadas.

Observemos también que la validez del mismo se extiende a cual-
quier tipo de distribuciones de probabilidad sobre €2, si bien en el caso
que nos ocupa estamos especialmente interesados en distribuciones
que son isd6tonas respecto al orden parcial (2.1) definido sobre 2.
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2.5. PROPOSICION.— Si una accion g; es la mixtura de otras dos con
pesos a y 1 — o respectivamente (0 < a < 1), lo mismo le sucede a los

correspondientes puntos de IR? en la representacion grafica de las pér-
didas.

Demostracién: Sean a,, a, €A, y llamemos ay =aa, + (1 —a) a,.
Entonces su pérdida vale:

L(ag, 0;5)=aL(ay, 0;) + (1 —a)L(ay, 0;), G j=1,2) (2.6)

y en cuanto a su riesgo, toma el siguiente valor:

B 2 » 2 p;
Ra ",-2; Pii L(ag, t9;';').—,.5:1 il.z _—}Tl,'lj(aa, Bij) . 2.7

=1

Llevando ahora (2.6) a la expresion (2.7) se obtiene:

2 2 py 2 py
Ry=Z Pila 2 —5-L(a,,0;) +(1-a) T —p5-L(ay, 0;) (2.8)
i=1 j=1-L; j=1L4i -

2.6. COROLARIO.— Siel espacio de acciones A es finito, el subconjun-
to de IR? correspondiente a A * (espacio de acciones aleatorizadas) en
la representacion grafica de las pérdidas es un politopo convexo (clausu-
ra convexa de los puntos correspondientes a cada accién pura).

Demostracion: Es inmediata a partir de la proposicion 2.5 y de su
inmediata generalizacion al caso de mas de dos acciones. O

2.7 EJEMPLO.— Sea 2= {0,,, 0,5, 05, 0,5} con A ={a,, a,,a;} y
funciéon de pérdida: L(a,)=(2, 4, 5, 2), L(@,)=(1, 6, 3, 3), L(a3)=
=(3, 5, 6, 3) siendo la distribucién sobre £ la P=(0.1, 0.3, 0.2, 0.4).
Entonces la representacion grafica de las pérdidas para cada una de las
tres acciones puras se puede observar en la figura 2.2(a).

Los puntos mezcla que corresponden a cada una de ellas valen
respectivamente:

, s ;
Q,(,:)=(3.5,3) Q:n)=(4.75,3) f)( )=(4_5,4)

“m

El haz de rectas que hay que trasladar es:
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0,4x + 0,6 y=cte
. . (¢))
que toca por primera vez al conjunto mezcla en el punto Q,, *, alcanzan-
do entonces la constante un valor de 3.2. (Ver figura 2.2(b)).

Se tiene asi que la accién de Bayes es a, y su riesgo vale R*(a,) =
=3,2.

3
4 v/
. / 2 //
=~ 4 -~
\\\ / '-~,‘5 //
-_~_7
3 <~ =~ \\ y
~ 'S ,é ~ - ~ - 'S /-3-
1 -~ 7 3 -~ I~ 14~ /
-~ N - N4
™~ Y B
/2N NT ~ LN 73
Ve N \\ ~ . // ~
/7 N,
/ 1N b g AR
s N . d ~
/ \\ 2 7/
(@) (b)
Fig. 2.2

3. Algoritmo para la regresion isotonica sobre el orden natural en el
plano

Ya hemos visto en el parrafo 2 la importancia considerable que tie-
ne considerar el espacio base (conjunto de estados de la Naturaleza en
los problemas de decisiobn planteados) como un producto cartesiano
Q=0Q, x ,, donde 2, y £, son conjuntos finitos y dentro del cual
consideramos el orden usual de IR? que en este caso es solo parcial.

Aunque en todo lo que sigue sélo consideramos el caso bidimensio-
nal, laextension al n-dimensional para n 2 3 es inmediata, si bien la no-
menclatura se amplfa algo, y el nimero de operaciones a realizar se
aumenta de modo considerable al crecer el valor de n.
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Desde luego, existen algunos algoritmos para el calculo de la funcion
de regresion isotonica cuando el espacio base tiene un orden parcial cual-
quiera, pero su aplicacion practica queda reducida a casos en que 2 es
extremadamente pequefio o bien el orden sobre él es excesivamente sim-
ple, (ver Brunk (1955), Brunk, Ewing y Utz (1957), Miles (1959), Van
Eeden (1957 y 1958)). Por otra parte, Gebbardt (1970) construy6 un
algoritmo para el caso planteado en el presente parrafo el cual tiene ya
una aplicacion clara en conjuntos base relativamente grandes, si bien
su principal inconveniente estriba en que en uno de los pasos de su algo-
ritmo hay que observar si cada bloque en estudio es “descomponible”
0 no (segin la nomenclatura de su autor), para lo cual es necesario otro
algoritmo auxiliar, que también incluye Gebbardt en el mismo articulo.
En suma, el algoritmo total planteado por él estd basado en un gran
namero de comparaciones y trasvase de elementos para reordenarlos
constantemente, lo que hace elevarse en gran modo el tiempo de com-
puto del ordenador con que se trabaje. Por contra, el algoritmo que
presentamos en el presente trabajo esta basado en operaciones basicas
(sumas y divisiones), realizando un niimero muy pequeifio de compara-
ciones y ningin reordenamiento, lo que le hace mas practico, y ante to-
do maés rapido.

En lo que sigue, denominaremos “bloque inferior” a cualquier
subconjunto de £ que verifique que si un elemento esta en el bloque,
todos los que le preceden también lo estan.

2
3.1. TEOREMA.— Todo bloque inferior en (2= TI Q;,5) con Q, =

={1...R}, &, ={1.. T} viene dado por una unién
k
c{
aLJl (g Jg)

donde I, €Q,,J, €Q,, CUy, J,) = {1, .., I} x {1, ..., J,} es el con-
junto dominado porel par (/,, J,), y k es un entero cualquiera compren-
didoentre 1 yel minimode Ry T.

Demostracién: De la definicion de bloque inferior se deduce que
para cualquier elemento suyo (/, J,) debe ocurrir que todos los que le
preceden estan en el bloque, pero precisamente tal conjunto es C(/,,, J)-
De la finitud de §2 se deduce ya el enunciado. O
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Obsérvese que estos conjuntos se pueden expresar mas explicita-
mente en la forma (ver figura 3.1)

k 1=1..1,) (1=1,+1,..,1,
U C,,J,)= | U..U
a=1 “Ar=1..0\ " |i=1, ., J,
3.1)
U 'I=Ik~l + 1, ...,Ik
J= 1, ..., Jk
Y Sl - ¥
Llb-——d-_
| [
| | .
1 | ‘.
| I
' I
% R S T "
| | !
| | : a
| 1 A i
Iy I, I, -

en donde las uniones del miembro derecho son disjuntas. Notemos
también que se ha descartado el caso trivial en que haya un (I, J,)
dentro de un C(Iy', J,'), ya que entonces la unioén

Cy, ) UCUy, T o) =Cly, Jo)

y por consiguiente el élemento (I, J,) se puede eliminar de la expresion
primera.

A continuacién trataremos con funciones G(/, J) definidas sobre
=8, x §2, o sobre una parte estrictamente contenida en él. Como
en gran numero de casos se da esta Gltima situacion, definimos a partir
de G un par de funciones:
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, G, J) si (I, J) pertenece al dominio de G
G J)=
0 en caso contrario
(3.2)
1 si (Z, J) pertenece al dominio de G
W, J)=
0 en caso contrario

Observemos que W(/, J), llamada funcion de pesos, es la funcion in-
dicadora del dominio de G(, J).

3.2. TEOREMA.— Dada la funcion G(I, J) definida sobre un subconjun-
k

to de £2, la media de G en el bloque inferior aU Cy,J,) donde los
=1- .

(Ia, J,,) estan ordenados como en la fig. 3.1 viene dada por:

Sdy,J
P I = (3.3)
k k-1

JESUg T = B SUg, Ty, )
oy Jyia=1, . k) =— — - ik>2)

a§1 Vi, Jy— azl Vdy, Iy, )

donde S({,,J,)=Z G'U J), V,,J)=Z WU J), y donde ambos su-
matorios se extienden al conjunto

gy T L
e r=1,..J,

En el caso indeterminado en que tanto el numerador como el deno-
minador se anulen, el valor de P es cero (el denominador s6lo no puede
anularse).

Demostracién: Para k=1, el valor de P! es inmediato de su defi-
nicion.
Para k =2, el valor de P? es el cociente entre la suma de todos los

G(I, J) del bloque dividido por el nimero de elementos del mismo en
que esta definida.

Se tiene asi que el numerador es:
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I, Jy Iy, J2 Iy,J2
> GdH- T GUdH- T GUJ)
I,J=1" ILJ=1- . IJj=1-

yaque
Cly,J)NCU,, J)=CUy,J3) (3.4)
Por tanto dicho numerador queda
SUy,J1) +S8U3,J5) — SUy, J3)
En cuanto al denominador basta razonar igualmente con las fun-

ciones de pesos W.

Por lo demaés, la prueba se puede completar por induccién sobre
k, ya que si es cierta la expresion de Pk para un cierto valor de k, la
media P¥*! para el valor k + 1 tiene por numerador:

k k-1
(QEIS(IQ’JO‘)_QEIS(I“’J‘“' 1)) +S(Ik+1a‘]k+l) _S(Ika']k+1) =

k+1 k
=a§1 SUg o) — agl‘s([wjan)

sucediendo la relacion anédloga.para el denominador. O

Descripcion del algoritmo

El algoritmo queda descompuesto en los siguientes pasos:
i) Dada G(, J) calcular G'(, J)y W, J) segin 3.2.
ii) CalcularP'(, J), V (I, J) € Q seghn 3.3.

iii) Hallar el minimo de los P! (/, J) dentro del conjunto de los pa-
res (I, J) tales que W({I, J) =1. Le llamamos M (I, J!).

iv) Para cada k (con k = 2), calcular Pk(la, Josa=1, .., k) seghn
3.3 para todos los pares (/,,J,) («=1, ..., k) con W, J,) =1
y conla condicion: I, <I, <. <IyyJ, >J, > ... >J;.

v) Hallar el minimo de los Pk(la,Ja; a=1, ..., k) dentro del con-

junto dado en (iv). Le llamamos M"(Ig,Jg sa=1, .., k).
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vi) Si k <min(R, T) aumentar k£ en una unidad y pasar a (iv). En
caso contrario hallar el min Mk(I(’;,JZ; a=1,..,k). Le lla-
mamos:

k(L €) @), , —
MEE) (g B B a=1, . k(L))
En la primera iteracion, L = 1.

vii) Se toma G'(,J)=W(,J)=0 para todo par (I,J) €
D L) kW)
a[=11 C(ﬂ& o)

viii) Calcular W(R, T). Si es nulo el algoritmo se ha acabado. En
caso contrario pasar a (ii) aumentando L en una unidad.

Una vez terminado el algoritmo .la funciéon de regresion isotonica
toma los valores:

G*(, Jy=MFD) KW JE D a=1, kL)),
k(L)
v ne U cag®, ")
=1 .

habiendo tantos bloques soluciéon como iteraciones sobre L se han
realizado.

REFERENCIAS

AYER, M., H.D. BRUNK, GM. EWING, W.T. REID y E. SILVERMAN (1955).
“An empirical distribution function for sampling with incomplete informa-
tion”. Ann. Math. Statist. 26, 641-647.

BARLOW, R.E., D.J. BARTHOLOMEU,JM. BREMNER y H.D. BRUNK (1972).
“Statistical inference under order restrictions”. John Wiley & Sons.

BRUNK, H.D. (1955), “Maximun likelihood estimates of monotone parameters”.
Ann. Math. Statist. 26, 607-616.

BRUNK, H.D., GM. EWING y W.R. UTZ (1957). “Minimizing integrals in certain
classes of monotone functions”. Pacif. J. Math. 7, 833-847.

DE GROOT, M.H. (1970). “‘Optimal statistical decisions”. McGraw-Hill.

GEBHARDT, F. (1970). “An algorithm for monotone regression with one or more
independent variables”. Biometrika. 57,263-271.

52



MILES, RE. (1959). “The complete amalgamation into bloks, by weighted means,
of a finite set of real numbers”. Biometrika. 46,317-327.

SACKROWITZ, H.B. (1970). ““Estimation for ordered parameter sequences: The
discrete case”. Ann. Math. Statist. 41, 609-620.

VAN EEDEN, C. (1956). “Maximun likelihood estimation of ordered probabili-
ties”. Indag. Math. 18, 444455.

VAN EEDEN, C. (1957). “Maximun likelihood estimation of partially or comple-
tely ordered parameters”. Indag. Math. 19, 128-136 y 201-211.

VAN EEDEN, C. (1958). “Testing and estimating ordered parameters of probabili-
ty distributions”. Studentendrukkerij Poortpers. Amsterdam.

53



