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INTRODUCCION

La objecion fundamental al enfoque de la Teoria Econdmica actual, indicado
por Morgenstern (1972) es que trata de maximizar funciones como beneficio, utili-
dad etc., suponiendo que estos extremos existen y son asequibles, lo cual sélo suce-
derd cuando la entidad considerada controla todas las variables de las que depende
el mdximo. En general ésto no va a ocurrir, pudiendo existir variables con fines con-
trapuestos a un determinado agente econémico (individuo, empresa, etc.). Ademds,
los correspondientes pagos o utilidades son con gran frecuencia multiobjetivo. Por
ambos motivos, el marco adecuado para el tratamiento de estos problemas es la
Teorifa de Juegos Multiobjetivo.

La exploracion en este campo ha sido escasa y tardfa: las aportaciones de
Blackwell (1956), Contini (1966), Aubin (1973), Zeleny (1976), Cook (1976) etc.
son tedricas o bien coinciden en general en la conversién del problema en otro
monoobjetivo, haciendo uso de criterios particulares que conducirdn a soluciones
no universalmente aceptadas.

En este trabajo consideramos juegos n-personales en forma normal, finitos con
pago multiobjetivo (& atributos para cada jugador,i =1, ...,n), y exponemos un
planteamiento encaminado a definir un concepto de solucion sobre el espacio de pa-
gos de cada uno de los jugadores, que indique lo que “pueden alcanzar™ y *“‘cémo
alcanzarlo”.

El lector interesado en la bibliografia al respecto queda remitido a (3).

(*) El presente trabajo es un resumen de la tesis doctoral del autor.

(*) Recibido Abril, 1981
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PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
Dentro del contexto indicado, vamos a suponer que cada jugador
se enfrenta a la coalicion constituida por los n — 1 restantes de acuerdo

con el siguiente esquema bipersonal:

1 1 1 1 s s s s
(s ooy Ty Wi 1y enes W)y eees (M5 ey Wiy, Wit g5 -oo> W)

W} (5, ¥), o 1} X, 1))

r
m;

Para cada par de estrategias mixtas x €S,, y €5 (variando en los
simplex de dimensién r y s) y paratodok =1, ..., &, u,{c(x, y)=x! A,{‘y,
donde /1,{‘ es la matriz de pagos correspondiente al atributo k -ésimo
para J;.

Con objeto de determinar un nivel de pagos minimo (en casos d¢ es-
pecial interés) para cada jugador, con independencia de la actuacion
de los demds, supondremos que para cada una de sus estrategias, la coali-
ciébn oponente puede minimizar de modo simultineo todas las compo-
nentes del correspondiente vector de pagos. Al maximizar este vector,
cada jugador en su espacio de estrategias, se tiene una generalizacion,
aunque no la natural, del valor puro inferior en juegos monoobjetivo.

En muchas situaciones reales, cualquier conjunto de n — 1 jugadores
intentard minimizar el pago correspondiente al restante jugador, por lo
que tal conjunto no actuara sobre su propia matriz de pagos sino sobre
la correspondiente al jugador fijado, y en consecuencia este juego bi-
personal se puede considerar por cada jugador como de suma nula,
aunque el inicial no lo sea. Si el juego de partida es de suma nula, evi-
dentemente ésto siempre es cierto. Por lo tanto, en la matriz de pagos
asociada a cada atributo habri un conjunto de columnas (no relevantes)
que se toman con probabilidad nula en las correspondientes estrategias
Optimas, por lo que las eliminaremos.
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1. NIVEL DE EFICIENCIA

Para un jugador cualquiera, J, que fijamos a partir de ahora (omitire-
mos el subindice i, i = 1, ..., n, en todas las consideraciones relativas a é1),
sea la funcion vectorial definida para todo x de S; como:

x)=(min x'A'y,.., min xA%y)=
flx) (yess y Jafn > y)

Q
=( min _x'P} .., min x'P)
) j . i
jie{1,...,s} ie{1,..,s}

siendo Plk la columnaj-ésima de la matriz Ak, k=1, ..,1%.

Como en el simplex S, hay r — | variables independientes, en adelan-
te consideramos su proyeccidon P(S,) respecto de su ultima variable.
Por consiguiente, dado x €P(S,), x =(x,, ..., X,—1), €xXpresamos con
x’P,'-c el producto

r-1 k
X1y s Xy, 1 — 1?1 x;) P;

1.1. DEFINICION.— Para el jugador considerado, llamamos con-
junto de estrategias eficientes a Xg = {x* € P(S;)| f(x*) < f(x) = f(x*) =
=f(x) V x €P(S,)}, donde el orden considerado en IR’Z es el usual
(componente a componente).

1.2. DEFINICION.— Se llama nivel de eficiencia del jugador fijado
a Ng =f(Xg). En el caso 2 =2 adopta la forma indicada en la figura 5.

La determinacion del nivel de eficiencia se reduce por lo tanto
a resolver el problema:

max f(x) )
x € P(Sy)

donde cada componente de f es una poligonal concava por ser el mini-
mo de un ntimero finito de funciones lineales.

En el desarrollo que sigue, veremos que para calcular ese maximo
podemos restringirnos a una parte finita de P(S,).

1.3. DEFINICION. — Para un atributo cualquiera k, denominamos
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zona de linealidad k-ésima correspondiente a la columna j*, al conjunto
k = {x €P(S,)Imin x’P —x’P +}, y representa la parte de P(S,) en

i
la que es lineal (linealidad j*) la componente k- ésima de la funcion f.
Claramente, la union de las zonas citadas relativas a las s columnas
de A* coincide con el conjunto P(S,), siendo disjuntas dos a dos, a lo

sumo salvo puntos de sus fronteras. Su interseccién puede ser vacia o
no, como se observa en la figura 1, en el caso r = 3.

7/ P(S3)
[,//////. ’

l

Fig 1

1.4. DEFINICION.— Una columna de A* es relevante si existe una

estrategia Optima de la coalicion que le asigna probabilidad estrictamen-
te positiva.

1.5. PROPOSICION.— Si todas las columnas de A* son relevantes
se verifica que N ‘?_ 1 A{c # ¢.

Demostraczon Si Pk es una columna relevante de Ak, entonces
’P =yg (valor del juego de suma nula de matriz Ak) Vx €0, A%
(comunto de estrategias Optimas de J), resultado conocido de Teoria
de Juegos. Por lo tanto, si todas las columnas son relevantes, O(J, Ak)
esta contemdo en ﬂ =1 Alk, como por el teorema minimax para juegos
finitos O(J, AF ) # ¢, se tiene la demostracion. O

Como la hipotesis de trabajo nos lo permite, eliminamos todas las
columnas no relevantes, para lo que basta considerar las estrategias 6pti-
mas extremas de la coalicién y eliminar las columnas que correspondan
a componentes nulas en todas ellas.
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Vamos ahora a considerar los distintos subconjuntos de las zonas de
linealidad antes definidas, en los que todas las componentes de f son
lineales.

1.6. DEFINICION.— Llamaremos zona de linealidad correspondien-
te a {j,,....jg}, donde j, € {1, ..., s} para todo valor k € {1, ..., %} al
conjunto
L k

=nk*—‘lA.

A i

]ll"" jQ

que es convexo y cerrado por la forma en que esta definido. Al igual que
antes, estos conjuntos recubren P(S,) y son disjuntos salvo a lo sumo
puntos de sus fronteras.

4

Sea {jy, ..., jo} tal que A; o # &,y fi,, .. ;0= &' P}, x‘PjQ).
Si restringimos el problema (I), al conjunto 4;, _ ;,, entonces
mix f(x)= mix fi, . jo(x) (I1)

J1reendQ J1seen B g

es un problema de programacién lineal multiobjetivo con restricciones
lineales, que se puede resolver por cualquiera de los métodos desarrolla-
dos en la literatura de las Gltimas décadas.

Sin embargo, si se realizan estas optimizaciones habria que hacerlas
en cada zona de linealidad {j,, ..., jy} en particular, y después, la optimi-
zaciébn total (problema (I)) supondria estas optimizaciones parciales
en todas las zonas citadas. El algoritmo que planteamos mas tarde nece-
sita sdlo optimizaciones en unas zonas de linealidad determinadas, desa-
rrolldndose cada problema parcial de modo més simple, y sin parame-
trizar el problema.

Se puede probar, (ver (3)), que:

1.7. PROPOSICION.— Cualquier punto extremo de

max f(x)
P(S)

es imagen mediante f de uno o mds puntos extremos de un conjunto
de linealidad relativo a algin {j,, ..., jo}.
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2. CALCULO DEL NIVEL DE EFICIENCIA: CASO BIOBJETIVO

Para resolver el problema (I) en el caso biobjetivo consideremos
primero los problemas monoobjetivo auxiliares:

max ff(x)(k=1,2) (111)
P(Sy)

cuyas soluciones son los conjuntos de estrategias 6ptimas O(J, Ak ). Sea
Vi =fk x)VYxe€Ooy, Ak) (k =1, 2)el valor de los correspondientes jue-
gos. Supongamos que ﬁ,zC -1 0, A") =¢, pues en caso contrario (I)
estaria trivialmente resuelto con Xg = ﬂ,zc=1 oW, Ak) yNg=v=, )

Eliminando ahora las columnas no relevantes, si s; es el nimero
de las restantes sabemos que ﬂjsfl A]’-‘ #¢ (k=1, 2); por comodidad em-
pleamos la misma notacién para las nuevas matrices y suponemos como
antes que N;_, O(J, A¥y=¢.

Sean x! y x2 dos puntos extremos de los conjuntos de soluciones de

max f1(x) max f%(x) (Iv)
0 (J, AY) 0, AY

respectivamente; si v} = f!(x?), v3 = f2(x!) entonces los puntos “limite”

del nivel de eficiencia son los pares (v, vy) y (v], v,) (ver figura 5).

Una propiedad interesante, derivada de la relevancia de columnas, es
el caricter lineal de f en ambas componentes sobre el segmento que une
x! con x2.

2.1. PROPOSICION. - Si todas las columnas de A'! y A? son rele-
vantes, entonces existenj; €{1,...,5,} yj, €{l,...,s,} tales que

{x°€PSHIx°=Ax'+ (1 -N)x%, N€E[0, 1]} CA;,,;,

Demostracion: Por 1.5, O(J, Ak) C ﬂ]s.’il A,’-c (k=1,2), v en conse-
cuencia x! € ﬂls-‘: Al x2 e 0;2: . Af. Como ademis P(S,) = n;’il A,’-c
(k=1,2) han de existir j, €{1l,..,5} y j, €{l,...,s;} tales que
x* € AI-‘l yx!' e Ajzz -En resumen, las estrategias x' y x2 estinen A; ; .

La convexidad de A, ;, prueba el resto. ]

Introducimos ahora unos conjuntos auxiliares, que nos permitirin
expresar el problema (I) en términos adecuados al tratamiento posterior.
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2.2. DEFINICION.— Llamaremos k - ésima zona de linealidad am-
pliada correspondiente a la columna j* al conjunto A,’-‘: ={x ER"!]

min x’ P]’-c =x! P,’-(* }, donde j varia en el conjunto {I, ..., sg}. Observe-
j

mos que con respecto a las zonas de linealidad k - ésima definidas ante-

riormente, hemos prescindido de la restriccion de pertenecer a P(S,).
Ver figura 2 a) (r =3).

2.3. DEFINICION.-- Se denominan secciones superiores correspon-
dientes a los atributos 1 y 2 respectivamente, a los conjuntos

'=xerR'fx)=2f1(x?)} P=xeER x>}

que son convexos, cerrados y con interseccion no vacia (x! y x? estin
en ambos. Ver figura 2 a) (r = 3))

a) ()

Fig. 2

Se prueba sin dificultad a partir de las definiciones que

2.4. PROPOSICION.— x! € Int(I*) NFront (I?);
x2 € Int(Z?) NFront (I!).

La acotacion de los conjuntos Ik, propiedad deseable como mas tar-
de se ve, no tiene por qué darse en general. Ver figura 2 b) (r = 3).

Observemos que de la definicion de I' e I? se desprende que
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fx) M

max f(x)= max
P(Sy) PsHpN{Itnr}
Si se elimina la restriccion de que x € P(S,), entonces para el pro-
blema

ﬁnr?’z(z fx) V)

se tiene siempre que max f(x) < max f(x), pudiendo ser estricta esta
P(Sp) nnp
desigualdad.

Sin embargo es claro que las soluciones x de (V) que satisfacen la
restriccion de estrategia son eficientes para (I). En consecuencia, si se
resuelve (V) y sus soluciones x estan en P(S,), queda resuelto el proble-
ma ().

Para el célculo del nivel de eficiencia distinguiremos primero el caso
en que el jugador considerado tiene sélo dos estrategias puras.

2.5. PROPOSICION.— Si r=2, el nivel de eficiencia es la envoltura
convexa de f(x!) y f(x?).

Demostracion: Es consecuencia de (2.4) y (2.1). Puede verse
en (3). - O

Si el jugador fijado tiene mas de dos estrategias puras, r > 2, el con-
junto eficiente es un camino poligonal en IR" !, entre x! y x2, cuyos
vértices son puntos extremos de 4;, j, N {I' N 1*} N P(S,) para alguna
columna j, de A' yj, de A? tal que Aj i #¢. Los vértices del nivel
de eficiencia son imagenes de vértices de tal camino en IR”"!. Si el ca-
mino solucion para (V) sale de P(S,) deja de ser solucion para (I), es
decir, conjunto eficiente. Como x' y x? estan en P(S,), en un momento
dado, dicho camino vuelve a ser conjunto eficiente, habiéndose despla-

zado hasta entonces por la frontera de P(S,). Ver figura 5.

Dado un punto x° € P(S,), llamamos {I' N I}, al conjunto {/' N I?}
cuando x° esta en Int P(S,). Si x° estd en alguna(s) frontera(s) de P(S,)
entonces {I' N I?}, representa la interseccion de {/' N /?} con el semi-
espacio(s) cerrado(s) que contiene(n) a P(S,) de los que forma(n) di-
cha(s) frontera(s).
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2.6. DEFINICION.— Dado un punto x° del conjunto eficiente, se
llama direccion optima en x° hacia x* al vector unitario d, (x°) de modo
que €’ (x°)>0 tal que V € con 0 < e <e€(x°), IN(e) € R verifican-
do que

jmax  f2(x)=f? (x° + Me) - d; (x°))
I'*(x°, ¢)

siendo I'*(x°, €)= {x EPS,) N {I' N2} |1 (x)=f1(x°) —€}. Andloga-

mente se define la direccion 6ptima en x° hacia x*.

Una caracterizacion de interés prictico de este concepto es:

2.7. PROPOSICION.— d,(x°) es una direcciéon 6ptima en x° hacia
x? siy solo si 3e(x°)>0 tal que Ve con 0<e<e(x°), INe)ER
verificando que
max f2(x)=f2(x°+ A(e) - d, (x°))
' (x % ¢€)
siendo ahora /' (x°, €) = {x € (I'N 2}, I (x)=f1(x°) —€}.
Demostracion: Se puede ver en (3). O

En algunos casos particulares, I' N I?> es de tal forma (fig. 3a))
que alguna de las estrategias x!, x? (o ambas) no corresponden a solu-
ciones de (V) (por lo que estan en la frontera de P(S,)). Si sélo se impo-
ne la restriccion x € I' N 1%, pueden no existir direcciones 6ptimas al no
haber cotas para alguna o todas las componentes de f. Por tal motivo,
en la definicion de I'(x°, €) se considera la restriccion x € {I' N [2},.

Construiremos el nivel de eficiencia de un modo sistematico a partir
de x! (analogamente de x?) siguiendo en cada vértice la direccion opti-
ma en é] hacia x2, para asi calcular los restantes hasta llegar a x2.

Si llamamos f{(x)=x' Pf jE{I,...5} (k=1,2) VxER ™! y
definimos

Bi=GEL s dIff ) =0} (k=1,2)

2.8 TEOREMA (Cdlculo de la primera direcciéon optima).— Si
B;l = {j, }, entonces se tiene que:

X=X AN G A0 @ ma @)=, 60 @)
1
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donde {I'}, es el conjunto {/'}, en el punto x°=x"!.

Demostracion: Se prueba haciendo uso del caricter homotético con
respecto a x! de los conjuntos I' y {x EI'|f1(x)=f'(x")—e€, >0}
(Ver (3)). O

Observemos que si en B;, hay mas de un elemento, entonces
Vie B;l es vilido el resultado anterior para el problema

max sz (x)
Pho o< fe.i#iiesnt

Si este miximo se alcanza en x]?*, entonces si

max f2(x¥)=f2 (x¥)
max J;p\X; i1%iy
JEBL,

basta tomar x*=x,-‘:. Si d es tal que x*=x'+ X\ d, claramente d=
=d,(x') tomando como €(x') cualquier € tal que x! + X(e) - d EA,?I.
Ver figura 3 b).

Fig. 3

Se puede comprobar ficilmente que losiEBf‘, correspondientes a
columnas relevantes de (12 que son redundantes en /2 (si existen) no al-
teran en absoluto el resultado inmediato anterior.
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Resumimos a continuacion algunas condiciones suficientes para que

el conjunto eficiente esté constituido por el segmento que une x! con

X“.

2

e -
%y 4 —dy
. k_ | k|, k_| k& k _
Consideremos P]. = |ay|;sea Poj =lay —a; |, donde (k =1, 2)
Y.’e{la '-'7Sk}' : °
k ak _
% ] Zer-1i" % |

2.9. PROPOSICION.— Tales condiciones son:

i) x*=x2, donde x* es el introducido en 2.8.

i) 3, 63;2 y37j, EB;l tal que Pf,,-z OFP,',“, donde el simbolo «
indica proporcionalidad.

iii) La dimension de S es r — 2, siendo S el conjunto de soluciones

del problema max f2(x).
0UJ,AY)

Demostracion: Puede verse en (3). |

Debido al cardcter lineal de los objetivos sobre cada conjunto con-

vexo Aj, j,, la imagen por f de cualquier segmento contenido en

A

jl’j2

es lineal, y por lo tanto el primer vértice del conjunto eficiente,

ey, se alcanza para un A > 0 tal que x! + XA - d(x') corta a alguna fron-
tera de Ail,jz (que no sea la que soporta a x!), a menos que antes se
encuentre alguna frontera de P(S,), en cuyo caso el primer vértice se
encuentra en ella. Por lo tanto, conocida d,(x!), cuya obtencién ya
vimos que se reduce a un problema de programacion lineal, para calcu-
lar el primer vértice de X basta resolver el siguiente problema de ese
mismo tipo:

max f]zl (x) (b)
sujeto a: f].zl (x) <f].2(x) Vi€Ee({l, ..., s,}
xEr!, x*

X GP(S)')

donde r(x', x*) representa la recta que pasa por x! y x*.
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Observemos que si d;(x!) no es unica, es decir, {x}, ..., x7} z>1
son soluciones de (a), de entre los “primeros” vérticese,; (i =1, ..., 2),
que estaran alineados, serd significativo aquél, e,, tal que szl (e))=
_ 2
=  max fjl(eli)-

ie {l, cees z}

En general, conocido un vértice e;-1, (9 =2, 3, ...), para obtener
la direccion Optima en e, _, hacia x? vamos a considerar un valor €
“suficientemente pequefio” (aclararemos ésto mas tarde) y resolver el
programa lineal

max f}z (x) (c)

sujeto a: x €[! (eg-1,€)

2

2 2 .5 PR
OO i #), J'EB;,

para todo valorj € B:q o Ver figura 4.

Fig 4

Como antes, si la solucion de este programa es sz (x,-*), yj a tal que

2 2
max  f; (x]-*)=fj (x;*)
i€ ng_l e ‘49
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entonces x].* estd sobre una direccion 6ptima en e, _, hacia x>.
q

Para calcular ahora el vértice correspondiente a esa direccion Optima,
€5 resolvemos el programa lineal

maxfj2 x) (d)
q
. L2 2 . PR 2 2
sujeto a: qu(x) <fi x) Vie{l,..,s,}, ]=/:]q, ]qEBx],.qﬁBequl
[ SFx) Vi€{l, .5}, j#i* j*€B;s NB,
i cant
*
xEr(eq_l,x,-q)
x €P(Sy)

teniendo en cuenta como antes la observacion relativa a la posible no
unicidad de la direccién 6ptima en €q-1 hacia x2.

2.10. OBSERVACION.— (Restricciones para el valor de €). Para
poder garantizar que x;" (solucion obtenida a partir de (c)) estd sobre
una direccion 6ptima en e, _, hacia x?, buscaremos el valor de € de mo-
do que: eg-1 Y x;" estén en una misma zona de linealidad doble; x]f';
corresponda a una estrategia y ademas x;'; # e,. Para ello consideramos
un proceso iterativo que consta de los siguientes elementos:

1) Un ntmero real arbitrario € > 0; puede ser e =f'(x') — f'(e,).

oo

2) Una sucesion decreciente, {€,}, _ ,, de nimeros reales positivos
n
convergentes a cero; podemos tomare, =€/2°,n € {1, 2, ...}.

3) Una solucion del problema (c), x;; (e,), obtenida con el valor

€E=€,.
4) Los conjuntos Ag_,(e,)=B; NBys( y v Ag_y(€,)=
=8> Ng LR
eq_l x]'*q(En)'

La descripcion razonada del proceso citado puede verse en (3).

El algoritmo que acabamos de exponer se puede esquematizar de la
manera siguiente:

Etapa 1. Se determinan los puntos “limite” del conjunto eficiente,
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Etapa 2.

Etapa 3.

Etapa 4.

Etapa 5.

Etapa 6.

Etapa 7.

Etapa 8.

Etapa 9.

x! (i=1, 2) haciendo uso del problema (IV), y se fija un senti-
do, por ejemplo de x! a x2, para describir el mismo.

Se calculan las zonas de linealidad 2 (o 1 si empezamos en x?2)
que comparte el punto x! Bxl, y luego se resueive el proble-
ma (a) VjEB? 1> seleccionando la solucion x“ correspon-
diente a la pnmera direccion 6ptima, de acuerdo con la ob-
servacion hecha en 2.8. Si x].*l =x? el algoritmo finaliza; en
otro caso se pasa a

Se resuelve el problema (b) para el valor seleccionado j, € B; 1
con lo que se obtiene el primer vértice de X, e;.

Se calculan las zonas de linealidad k - ésima que comparte el
punto e,, BE (k=1,2).

Para el primer elemento, €,, de la sucesion {e,,}n_ ,» Tesol-
vemos el problemd oVvje Be , seleccionando como antes la
solucion x, (€,y).

Se calculin las zonas de linealidad k-ésima que comparte
* _ . ok k
xj,(€1), Bx,‘-"z(el) (k=1,2),y se compruebasi B, N Bxf2(51) *

# ¢ (k=1, 2). En caso negativo se va a la etapa 5 y se toma
el siguiente elemento dé€ la sucesion. En otro caso se pasa a

Si x] (e,) € P(S,) se vuelve a la etapa 5 con el siguiente ele-
mento de la sucesion. Si x] (€;) corresponde a una estrateg,la
resolvemos el problema (d) para el valor seleccionadoj, € Be "
con lo que se obtiene el punto e,.

Si e, *—‘x,-*2 (e,), volveriamos a la etapa 5 con el siguiente ele-
mento de la sucesion. En caso contrario se pasa a

Si e, =x? finaliza el algoritmo. En otro caso iriamos a la eta-
pa 4 con el punto e,. Seguiriamos asi sucesivamente hasta
encontrar un vértice €, tal que e, = x2.

Como ejemplo ilustrativo, aplicaremos el algoritmo a un caso con-
creto. Consideremos un juego bipersonal con funcién de pago biobjeti-
vo. Supongamos que la matriz de pagos para uno de los jugadores es
la siguiente:

93



0,1) (2,0) 3,0)

(3,0) (0,2) (2,0

(2,0) (3,0) (0,3)
Se comprueba facilmente que A! y A? tienen valor y estrategias
maximin Unicas: v; =5/3, v, =6/11;x! =(1/3, 1/3, 1/3)!, x*=(6/11,

3/11,2/11)", y ademas no se cumple ninguna de las condiciones 2.9. Los
resultados aparecen resumidos en el siguiente cuadro:

Etapa RESULTADOS
I 0LYD=6/3,1/3)5 0F,v)=03/11,6/11)
2 B2 =1{1}; x*=(47/77,31/77) #x?
3 e, =(9/19,7/19); fle})=(27/19,9/19)
2 _ Copl
4 B2 ={1,3% B, ={1,2}
5 €, =14/144; x*(€,)=(291/570, 182/570)'
6 B, .={1,3} B, .={1}
x*(ey) 22 Bx¥ey)
2 2 _ . 1 1 —
Bl NBle( =11,3}#6; B} NBya(,,={1}#¢
7 x*(e;)=(291/570, 182/570)' EP(S;); e, =(6/11,3/11)
8 e, =(6/11, 3/11) #x*(€,)=(291/570, 182/570)
9 e, =(6/11, 3/11)) =x?

El nivel de eficiencia, conjunto eficiente y demas elementos intro-
ducidos hasta ahora estan representados en la figura 5 para este caso par-
ticular.

3. UN CONCEPTO DE SOLUCION DEL JUEGO

Cuando todos los jugadores utilizan estrategias de modo que se
recorre su nivel de eficiencia, es decir, estrategias eficientes, los corres-
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(13/11,6/11)

Fig. 5
pondientes pagos asociados (considerando las matrices de pago iniciales,
no las reducidas) recorren un cierto recinto dentro de todos los pagos
alcanzables por cada uno de los jugadores, que llamaremos conjunto
de pagos eficiente P. Se puede comprobar facilmente que dado
i€ {1, .., n}, si todas las columnas de las matrices de pago son rele-
vantes, entonces tal conjunto supera el nivel de eficiencia de J;.

Las fronteras de Pareto de los conjuntos P’ (mejores pagos en el sen-
tido de maximalidad) no serin en general alcanzables por todos los juga-
dores simultidneamente. Damos a continuacion un concepto de solucion
satisfactoria del juego, definiendo una relacion de dominancia débil
sobre las n1- tuplas ie estrategias eficientes.

3.1. DEFINICION.— Para cualquier xi,, yi, de X;‘; (conjunto de

estrategias eficientes para J;, i=1, ..., n) se define la relacién “2”
como:
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(xela seey xZ) Z (yel 3 eeey y:)

cuando se verifican a la vez:
a) 3i€({l,..,n} tal queu’(x}, ...,xZ)}ui (ye’, ...,y';)
b) Vj#ino ocurre que #/(x}, ..., x3) <du/ (y;, ves y:)

Es de trivial comprobacién que, Vi=1, ..., n

G, xh) ~ (Vs e y:) @ u'(x}, .., x5) =u'(yel , ...,yZ) |
3.2. DEFINICION.— Dado el conjunto de todas las n-tuplas de
estrategias eficientes, escogemos una cualquiera de ellas; si es dominada
estrictamente por cuaiquier otra con la relacion anterior, 1a elimina-
mos. Se procede ahora igual con el conjunto de las estrategias restantes
todas las veces que sea necesario, hasta que resulte un conjunto E del
cual no se pueda eliminar ningiin elemento por el procedimiento ante-

rior. A tal conjunto E le denominamos una E - solucion del juego.

Tal y como esta definida, la existencia de una E - solucién esta siem-
pre asegurada; no asi su unicidad puesto que por no ser transitiva la re-
lacion de dominancia definida, no se Ilega al mismo conjunto £ proce-
diendo segiin 3.2 en un orden o en otro.

Un estudio detallado del célculo practico de una E - solucion puede
verse en (1).
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