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RESUMEN

Se considera el criterio R- € en ambiente de incertidumbre y se consigue una
caracterizacion de dicho criterio en las regiones {(ay, ..., ay) € lR"/a,-(,)<--- <
<‘1i(n)}’ (siendo n el nimero de elementos del espacio paramétrico ©) utilizando
los axiomas de Milnor que verifica el R- € y un axioma adicional de invariancia
por transformaciones monotonas. Se comprueba ademés que el criterio queda ca-
racterizado, por esos axiomas, en todo R", para n=2y n=3, quedando abierto
el problema en el caso general.

INTRODUCCION

Vamos a definir en primer lugar lo que entendemos por criterio
R-€ en ambiente de incertidumbre e intentaremos después una carac-
terizacion axiomatica en la linea de Milnor.

Supondremos el espacio paramétrico finito: ® = {0, ..., 0,}. De
esta forma las posibles decisiones vendran caracterizadas por vectores
de n componentes de nimeros reales y nuestro problema consiste en
ordenar estos vectores que representaremos por d = (a,, ..., d,).

Para definir el criterio R- € en ambiente de incertidumbre, vamos a
disponer de una distribucion P=(p,, ..., p,) sobre © y de un valor
(*) Recibido Febrero, 1981
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€ €10, 1). La distribucion P engendra para cada d una distribucion en
IR, que representamos por F;.

Definicion 1.1

Llamamos criterio de decision R- €, correspondiente a la distribu-
cion Py al valor € € [0, 1), al preorden > definido por:

dx=d & V.(E)=>V.(Fy)
siendo: V_ (F;)=max {x/ lim Fy(x;)<e}
xi-»x‘

(Estamos trabajando con utilidades, no con pérdidas).

La relacion entre este criterio y el criterio R- € en ambiente de
riesgo, es equivalente a la existente entre el criterio de Bayes en am-
biente de incertidumbre y el criterio de maxima utilidad esperada en
ambiente de riesgo.

Si d=(ay, ..., ap) se sitha en la regidn g;) < < gy, es facil
ver que:

Pyt + Py Se

1

P'(l) + e +Pi(k) >e

1

Vo(Fg)=a;) siy solosi

2. RELACION CON LA AXIOMATICA DE MILNOR

Damos a continuacion una lista de los axiomas dados por Milnor:

Al (Orden).— La relacion <es un preorden completo de los vectores
d para cualquier problema de decision.

A2 (Simetria).— El preorden es independiente de la colocacion de las
componentes de los vectores y del orden en que aparecen los vec-
tores.

A3 (Dominancia fuerte).— Si todas las componentes de d son estricta-
mente mayores que las correspondientes de d’, entonces d >d’.
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A4 (Continuidad).— Si dy, ..., dp, ... >d; dy, ..., d,, ... >d’ y ademis
d, = d,, VnE€N, entoncesd >=d’.

A5 (Linealidad).— La relacion < no se altera si sustituimos los vectores
d=(ay, ..., ay) de un problema de decision, por los vectores d’ = (ay, ...,
ay), donde a; = Na;; +u (A >0).

A6 (Adicion de filas).— El preorden entre los vectores de un problema
de decision no se altera al afiadir algin nuevo vector.

A7 (Linealidad de columnas).— El preorden no se altera al afiadir una
constante a cada componente de los vectores.

A8 (Duplicacion de columnas).— El preorden no se altera al duplicar
una de las componentes de los vectores.

A9 (Convexidad).— Si el vector d es igual al promedio de dos vectores
indiferentes d’ y d”’, entonces d = d.

A10 (Adicion de filas especiales).— El preorden entre los vectores de
un problema no se modifica al afiadir un nuevo vector, supuesto que
ningiin elemento de este nuevo vector es mayor que los elementos
correspondientes de todos los demas vectores.

Se puede comprobar que de estos diez axiomas los Ginicos que veri-
fica el criterio R-€ son Al, A3, A4, A5, A6 y A10; ningin subsistema
de estos seis axiomas sirve para caracterizar el criterio R- € en ambiente
de incertidumbre, ya que entonces el criterio de Laplace seria un caso
particular, lo cual no es cierto. Estas cuestiones fueron ya estudiadas
por Cristobal (1977).

De esta forma es necesario recurrir a algin axioma adicional si se
quiere caracterizar el criterio R - €; pero es deseable que sean los menos
posibles, que estén en la linea de los de Milnor y que completen la ac-
cion de los axiomas de Milnor que si verifica.

Nuestro proposito es probar que, con el siguiente axioma, es posible
la caracterizacion:

All (Invariancia por transformaciones monotonas).— Sea g: R >R
una transformacion monotona estrictamente creciente y sean:
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d=(a,, ..., a,) g(d) = (g(a,), ..., glayn))
d =(ay, ...,a,) g(d’)=(glay), ..., glan))

Entonces, la relacion entre d y d’, es la misma que entre g(d) y g(d’).

Conviene observar que el axioma de linealidad es un caso particular
de All, ya que en dicho axioma de linealidad se utiliza la transforma-
cibn monotona estrictamente creciente:

g R ->R

x 2> gx)=Ax+tu

y se exige la invariancia respecto de ella.

Comprobar que el criterio R- € verifica All es sencillo; sea pa-
ra esto g R > R estrictamente creciente y sean:

d=(a,, ...,a,) g(d)=(gla,), ..., 8(a,)) .
d’ = (aj, ..., ay) g(d’)=(glay), ..., g@a,))

Si V. (Fy)=a; y V.(Fy)=a;,.tenemos por ser g estrictamente creciente
que:

VilFpa))=8@) 5 V(Fga)=28(a))

Como a; <a; si y solo si g(g;) < g(a;), resulta que la relacion entre dy
d’ es la misma que entre g(d) y g(d’).

3. INTENTO DE CARACTERIZACION DEL CRITERIO

Pasamos ahora al resultado esencial del trabajo:

Teorema 3.1

Si una relacion < verifica Al, A3, A4, A6 y All, proporciona en
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cada region de la forma a;(,) < < 4;(,) la misma ordenacion que el
criterio R - €, para algin € € [0, 1) y alguna distribucion P=(p, ..., p,,)
sobre ®= {0, ..., 0,,}

Demostracion:

Observemos que en cada region de la forma g;,, < <a;(,), la
ordenacion R- € elige i(K) y hace indiferentes todos los vectores conte-
nidos en el hiperplano X; ;) =a;(x,- Los vectores del hiperplano x; )=
=a;(x) son preferidos a los de otro hiperplano x;) =a;(), cuando
% (k) > dik)-

Veamos entonces que con estos cinco axiomas se genera también
esta ordenacion.

A6 lo vamos a utilizar cada vez que ampliemos el nimero de vectores
considerados, aunque no se diga explicitamente.

Vamos a considerar la region a, < <a,, y andlogamente podria-
mos considerar cualquier region a;(,, < <a;(,) aunque no lo hagamos
asi para una mayor sencillez en la notacion.

En primer lugar probaremos que existe un vector_(a,, ..., ay)enla
region a; < <a,, que es indiferente a (0, ..., 0) = 0. Consideremos
para esto los conjuntos:

B,={d=(ay,..,ap)a, < <a, y d>(,..,0)}

B,={d=(ay,....,ap)la; < <a, y d<(0,..,0)}

(—n,—(n—1),...,—2,—1)EB, y(l,2,..,n)EB, por A3, asi que
BlaB2¢¢'

Veamos que la region a, < ' <a, no puede ser B, UB,, ya que
si es asi vamos a llegar a cont_radicci(')n; bastaria tomar d punto de
frontera de B, y B,, distinto de O y considerar las sucesiones:

dy,...d

ns e

- d ’ d,€B,, YVnEN
1sees dpy oo > d ’ d,€B,, YVnEN
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Tenemos que d,, > 0, Vn €N, asi que por Ad: d ka Pero tam-
bién d, <0, V n € IN, asi que por A4 otravez: d <O.

Como resultado d ~ 0, y la regiona, < <a,noesB, UB,. Por
tanto, existe d ~ O, en la region a, < <a,.

En segundo lugar, probaremos que cualquier vector d ~ O, en la re-
gion indicada, necesariamente tiene nula una de sus coordenadas.

En efecto, supongamos que d = (ay, ..., @p) ~ O con a,<..<a,y
tal que todas sus coordenadas son distintas de cero. Existe entonces
j€{l, .., n}tal que:

a, < <q<0

0<gj,, < <a,
Formamos (a3, ..., a,) con a} < <a, y sujeto a las restricciones:
1 y Yn 1 n

a;>a

i i Vl=1, I ()

ai, .., a;<0

’ »
Ajg 15 @y >0
La transformacion monotona estrictamente creciente

g: R >R
a; > a;, VYi=1l,.,n
0—~>0
transforma los vectores indiferentes O y (ay, ..., ay) en 7] y @i, ..., an)
también indiferentes por Al1l.

Entonces, por Al, (a,, ..., a,) y (ay, ..., ap) son indiferentes en con-
tra de A3.

Por tanto, existe d=(ay, ..., @;_;, 0, @;, 1, ..., @n) ~ (0, ..., 0) con
a<<a_,<0<q,,<<ap.



En tercer lugar, probaremos que todos los vectores del hiperplano
x; = 0, situados en la region a; < <a,, son indiferentes entre si.

Tomemos para esto d’ = (aj, ..., 0, ..., a,,) de esa region, y definimos
la aplicaciobn monotona estrictamente creciente:
g:R >R
;> a]f, Vi=1,..,n
0—~>0
Tenemos que g(d)=d’, g(6)=6, y por All: d’ ~ 0. Luego, por
Al:d’ ~d.

En definitiva, todos los vectores de x; = 0 situadosen a, < <a,
son indiferentes entre si.

En cuarto lugar, veamos que los vectores (a, ..., 0, ..., a,) situados
en la frontera de la region a, < <a,, son indiferentes a los no situa-
dos en la frontera.

Para esto tomamos (d), ..., 0, ...,a) —> @y, ..., 0, ..., an) y (b,

r s

..., 0, ..., by), todos ellos no situados en la frontera.

Para cada r€IN, (@}, ..., 0, ..., d;) ~ (by, ..., 0, ..., by), y por Ad:
@ ..., 0, ...,ay) ~(by, ..., 0, ..., by).

Con esto queda probado que los vectores de x; =0 situados en la
region a; < ' < ay, son todos indiferentes.

En quinto lugar probaremos que los vectores de x; = K (K € IR),
situados en la regiona, < < a,, son todos indiferentes.

En efecto tomemos (a, ..., K, ...,an) y (K, ..., K, ..., K) en esa re-
gion, y definimos la transformacion estrictamente creciente:

g:R > R

X >x—k

Entonces:
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gla,, .. K, .. a)=@, K, ..0,..a —K)

gk .., K ..,6 K)=,..0,..0)
que son indiferentes por lo que se acaba de probar; asi que, por All:
@, ... K, ...,ay)~ (K, .. K, .., K)

Aplicando Al, resulta que los vectores de x; = K, ena, < <a,,
son indiferentes.

En sexto lugar veremos que si K> K, los vectores de x; = K son
preferidos a los de x; = K’(todo dentro de a; < " < a,).

Para esto tomamos (a3, ..., K, ..., @,) y vamos a encontrar un vec-
tor (ay, ..., K, ..., a,) que sea preferido.

Definimos:

(a,, ... K, ...,ap)=@; +(K-K),..,.K+(K-K),..,a, +
+(K-K)=@+K-K,.., K,..,a,+K—K")

que pertenece a x; =K, y como todas las componentes son estricta-
mente mayores (por ser. K — K’ > 0), podemos aplicar A3 y se tiene:

@y, ... K, ..,a)<(,..K ... ,a,) cq.d

De esta forma se consigue generar en cada region a;(;) < =" < @;(y)
la misma ordenacion que el criterio R-¢€. El problema que queda sin
resolver es si las ordenaciones de todas estas regiones, en conjunto, son
compatibles con algin € €[0, 1) y algin vector de probabilidades
P=P,, .. ,P)

De existir esta compatibilidad las ordenaciones solaparian sin
problemas ya que cada par de estas regiones tiene puntos frontera y
asi, (ay,...,an) en @) < <@, es indiferente a (b, ..., b,) en
b1y < < bj(n) siajk) = by siendo:

VeFD =aiqky  en a4 S Sy

VelEp)=bjy  en  bjy < S by
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Lo que tendriamos que probar para la completa caracterizacion
del criterio R- € mediante los cinco axiomas indicados es lo siguiente:

Dado i(K) para cada permutacion i(1), ..., i(n), o bien existen
P=@,,..,p,)ye€<€]0,1) tales que
Picy 7 T Pik—r) SE
Piyy T T Diky > €
para cada i, o bien hay contradiccion con los cinco axiomas utilizados.

Se observa facilmente que una forma alternativa de plantear lo anterior
es:

Dado i(K) para cada permutacion i(1), ..., i(n), o bien existe
P= (pl, veey pn) tal que ml@x [Pl(l) + - +Pi(K—l)] <n’iin [Pl(l) + - +

+ P; k)|, o bien hay contradiccion con los cinco axiomas utilizados.

No sabemos dar una respuesta completa (afirmativa o negativa) a
esta cuestion; pero si se puede dar una respuesta en sentido afirmativo
para los casos n = 2 y n = 3, que vamos a indicar brevemente:

Para n =72, las cuatro posibles combinaciones, sabemos que son
producidas por el criterio R - €, -para distintos valores de € y de P=
=(p,P2), Y no son necesarios mas comentarios.

Para n = 3, sin embargo, no todas las combinaciones corresponden
al criterio R-e€. Probaremos el siguiente lema que sera Gtil al analizar
el cason = 3:

Lema 3. 1.

Si la eleccion de i(K) para cada permutacion i(1), ..., i(n) es tal que
para dos permutaciones i j se verifica que {i(1), ..., i(K)} C {j(1),...,
j(1 — i)}, entonces la ordenacion conseguida seria incompatible con A3.

Demostracion

Tomemos (ay, ..., ap) de a;(1) <... <ajk) < ... <ajn) y (by, ..., by)
de bj(y) <...<bjuy <...<bjn), verificando:
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%(k) = bjay
Losvalores ¢;(;) <... <g;(g_,, situados entre b;;_,, y b;(;,

Losvalores g; (g , ;) <... <a;(,) mayores que b;,)

ai(K)

t

biy  bju-1y @y  %Gk-u By bimy G+ G

Como a;x) =bjy, (ay, ..., an) ~ (by, ..., by) y esto va en contra
de A3. c.q.d.

Volviendo al caso n = 3, se obtiene que la mayor parte de las com-
binaciones de ordenaciones en las regiones a;(,) < ... <4y, verifican la
hipotesis del lema 3.1., y por tanto no pueden obtenerse a partir de los
cinco axiomas. Quedan solo 18 combinaciones que no verifican dicha
hipotesis, y en cada una de ellas se comprueba la existencia de vectores

P=(p,,...,p,) con la condicion de que max [Pi(l) +oF P I <
]
< min [P,y + -+ + Py, ] (Los 18 casos se indican en un apéndice
i

al final.

De esta forma queda caracterizado el criterio R-€ paran=2y
n=3, con los axiomas Al, A3, A4, A6 y All. Es de destacar que el
método empleado para n = 3 no es susceptible de sistematizacion para
pasar a n = 4, debido a la aparicion de casos de combinaciones que no
verifican la hipOtesis del lema 3.1., pero que son incompatibles con el
criterio R - €.

4. CONCLUSIONES

La ordenacion R-€ en cada region de la forma g;;) < ... < @jn)
queda caracterizada por los axiomas de Milnor compatibles con el crite-
rio R- € y el axioma de invariancia por transformaciones mono6tonas; es-
te Gltimo axioma es semejante al utilizado en la caracterizacion del
mismo criterio, pero en ambiente de riesgo (De la Horra (1977)).
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Sin embargo, la caracterizacion general del criterio con estos cinco
axiomas soOlo se puede asegurar de momento para el caso de un espacio
paramétrico con dos o tres elementos quedando abierto el problema en
el caso general.

Por otra parte, este enfoque tiene la ventaja de utilizar los axiomas
de la lista de Milnor, y afiadir solo otro axioma. Esta es la diferencia
fundamental con el enfoque de Cristobal, que caracterizaba el criterio
mediante la utilizacion exclusiva de dos axiomas nuevos.
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APENDICE

Combinaciones de ordenaciones que no verifican las hipotesis del
lema 3.1., paran = 3.

En cada caso se subraya en cada region la coordenada por la que se
ordenan los vectores, y un vector P=(P,, P,, Py) que verifica que
n}ax [P,-(,) + 4 P,-(K_l)]<miin [P,-(l) + - +Pi(K)]

<a2 <a3 (ﬂ<02<a3
<a3 <a2 a1<a3 <a2
<a, <a;

a,

a,

a, a, Sa; <a,
a, <a; <a,

as

as

P=(1/3,1/3, 1/3) 2, <a, <a, P=(2/5, 2/5, 1/5)
<a, <a, az; <a, <a,
<a, <a, a; <a, <a,
a; Sa; Sa; a, <a, Saj
a, S<a; <a, a, Sa; <a,
a, <a1 <a3 a, <a| <a3
— P=(2/5,1/5, 2/5 — P=(3/5,1/5,1/5
a2<$<al (/ /) /) a2<f_3<a1 (/ / /)
a3 <a; Sa, a3 Sa, <a,
a; <a, <a, a3 Sa; Sa
a; Sap <a a; Sa, <aj;
a, <a; <a, a, <a; <a,
a, Sa, <a; a, <a, <a;
— P= 1/5) | — P=(1/4,2/4, 1/4
6 <ay<a, PEOSUSUS) | G0 gy P=U1/42/4,1/4)
ay Sa; <a, a3 <a, <a,
a; Sa, <a, a; <a, <a
a; Sa; <a, a; <a; <Sa;
a, Sa; <a, a, <a; <a,
a, <a, <a, a, <a; <a;
—= P=(1/5,2/5,2 — P=(1/4,1/4, 2/4
@ <ay<a, DTS 25205 | 120 2 P14, 1/4,214)
a3 Sa, <a, a3 Sa, Sa,
as <a2 <a1 Cb<az <01
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a,
a,
a,
a,

a;

a,

a,
a,
as

A
N ININ
Ié\l.‘/é\lf' 12 & 1S

< a;
<a,
<a;
<a,
<a,

<al

<as
<a,
<a;
<a,
<a,
<a,

P=(1/3,1/3,1/3)

P=(1/8,6/8,1/8)

P=(1/5,1/5,3/5)

P=(1/5,2/5, 2/5)

a;

<
<
a, <a,
a, <
az <
<
a, <a,
a, <
a, <
a, <a;
a; <
a; <

a, <a,
a, Sa;
a, <a,
a, <a;
a3 <a;
az <a,

<a,
<a,
<a;
<4

<a,
<a,

<a;
<a,
<a,
<a,
<a,

<a1

<a;
<a,
<a;
<a,

A
NN\
Ig\l.fé\lf‘lf NBS

P=(2/4,1/4,1/4)

P=(1/8,6/8,1/8)

P=(1/5,1/5,3/5)

P=1(2/5,1/5,2/5)

P=(1/3,1/3,1/3)

79



