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RESUMEN

Se introduce, basindonos en el aprendizaje de identificacion, un proceso de
aprendizaje discriminado en tiempo continuo a partir del modelo discreto propues-
to por Restle (1955), ampliado por Bourne y Restle (1959) y generalizado por
Dominguez (1980), aplicindolo al aprendizaje “pareja-asociada™ al considerar
solo dos tipos de respuestas. La construccién tedrica del modelo se basa en la
teoria general de los procesos estocisticos de aprendizaje en tiempo continuo
(Dominguez, 1979). La introducciéon de dos procesos en tiempo continuo, “adap-
tacion” y ‘“‘condicionamiento” nos conduce al modelo general asi como a la ob-
tencion de un proceso de Poisson no homogéneo como distribucion del nimero
de errores cometidos por el sujeto en su experiencia de aprendizaje. Casos particu-
lares del modelo general y el problema del nimero esperado de errores son estu-
diados de igual modo.
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ABSTRACT

In this paper a discriminated learning model is introduced from the point
of view of identification leaming, starting from the discrete model proposed by
Restle (1955), extended by Bourne and Restle (1959) and generalized by Domin-
guez (1980), that is applied to the ‘“‘assodated- couple” learning when only two
types of response are considered. The theoretic elements used are based on the
construction of the theory of learning processes in continuous time (Dominguez,
1979). This model includes two stochastic processes in continuous time: the
“adaptation” and “conditioning” ones, which allow for a computation of the
probability of a correct response at every time. Particular cases of the general mo-
del are considered, as well as the expected total number of errors made by the
person in his leaming process, which can also be obtained computing the distri-
bution of the number of errors. This distribution is given in terms of a non homo-
geneous Poisson process.
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1. Introduccion

Conocida la diferencia bésica existente entre aprendizaje “‘senci-
lo” y *“discriminado”, es de resaltar que en los modelos “pareja - aso-
ciada” el sujeto aprende a “‘asociar’’ cada respuesta concreta de un con-
junto de respuestas con cada estimulo concreto de un conjunto de
estimulos, con lo que aprende a “discriminar” el estimulo.

En el aprendizaje discriminado la clave del esquema estimulo-
respuesta es la introduccidon de una combinacion de dos procesos esto-
césticos, cada uno de los cuales puede ser estudiado independientemente
en situaciones mds sencillas. En el modelo que construimos supondre-
mos, no solo la existencia de estimulos dados por el experimentador
sino la de otros estimulos externos debidos al ambiente exterior que
rodea al individuo y que inicialmente no son necesarios ¢l conocerlos.

14



2. Caracteristicas psicologicas y probabilisticas del modelo

Definicion 1.— Llamamos “sefial”’ a cualquier tipo de estimulo
con el que el sujeto estd en disposicion de aprender a tomar elecciones
(respuestas) diferentes. Si en cualquier instante existen estimulos que
el sujeto no los sepa utilizar para elegir, no habra aprendizaje; en caso
contrario aprendera a utilizar (adoptar) los estimulos para elegir un tipo
u otro de respuesta.

Definicion 2. — Una sefial “‘relevante” (R) es un estimulo puesto
por el experimentador que le va a servir directamente al sujeto para ele-
gir la respuesta correcta.

Definicion 3. — Una sefial “irrelevante’” (/) es un estimulo exterior
y aleatorio no propuesto por el experimentador, y por lo tanto no pre-
parado inicialmente, al reconocerlo, para elegir, a partir de él, la res
puesta correcta.

Definicion 4.— Una sefial “adaptada™ (A4) es un estimulo externo
que el sujeto puede unir a su experiencia de aprendizaje y asi utilizarlo
apropiadamente para elegir respuesta correcta. Por tanto, a lo largo de
la evolucion del experimento, el sujeto podra adaptar todas o algunas de
las sefiales irrelevantes.

Definicion 5.— Una sefial ‘““‘condicionada’ (C) es un estimulo que
estd conectado a la respuesta correcta de forma que el sujeto sabe utili-
zarlo perfectamente para elegir respuesta correcta.

2. 1. Caracterizacion y mecanismos asociados al modelo

i)  Cada instante del proceso de aprendizaje viene caracterizado por
la presencia de un estimulo que estd en uno de estos dos estados
;_)_osibles: C, la sefial estd conectada a la respuesta correcta (R;) o
C, la sefial no esta conectada a R.. Bajo estos supuestos, P(R./C) =
=1ly P(RC/C_‘) dependera del procedimiento experimental utiliza-
do, aunque lo mas intuitivo es tomar | /n para el casc de n respues-
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tas pgsibles, con lo que el modelo pareja- asociada vendra dado
por 1/2 esta probabilidad.

ii)  Se definen las siguientes Cadenas de Markov en tiempo continuo:
proceso de adaptacion {a(t); =0} y proceso condicionante
{c(1); t = 0} siendo, respectivamente, 0, y 0, las tasas por unidad
de tiempo de paso dedad y de CaCcC.

iii) Supondremos que un 100 7% de las respuestas son reforzadas por
el experimentador. Cuando 7= 1, nos referiremos al modelo de
total reforzamiento.

iv) Una vez que una sefial / ha sido A, no tiene mas influencia en
el experimento y por tanto en el comportamiento del sujeto en su
aprendizaje. De igual modo, una sefial / puede llegar a ser A esté o
no condicionada.

v)  En general supondremos que al principio del experimento todas
las sefiales son no condicionadas. A veces sera titil tomar otras po-
sibles situaciones de interés psicologico que nos originen variantes
del modelo general.

3. Axiomatica. Formulacion del modelo

Se proponen los siguientes cuatro axiomas:

3.A.l.— La situacion estimulante del experimento viene represen-
tada por un conjunto S (¥ ¢) de sefiales, a lo sumo numerable en el que
se ha efectuado una particidon en sefiales relevantes (R) e irrelevantes (/).

3.A.1l.— Adaptacion: en pruebas reforzadas, 0, es la tasa constan-
te por unidad de tiempo de sefiales I no adaptadas que llegan a ser adap-
tadas. Sefiales / ya adaptadas permanecen adaptadas, es decir no hay
pérdida de “memoria”. Pruebas no reforzadas no producen cambios.

3.Alll.— Condicionamiento: en pruebas reforzadas, 0, es la tasa
constante por unidad de tiempo de sefiales no adaptadas y no condicio-
nadas que llegan a ser condicionadas. Sefiales ya condicionadas perma-
necen condicionadas. Pruebas no reforzadas no producen cambios.
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3.A.1V.— Respuesta: la probabilidad de respuesta correcta en cual-
quier instante de tiempo es igual a la proporcion de sciiales no adapta-
das las cuales estan condicionadas a dicha respuesta correcta en ese

instante.

Las siguientes probabilidades caracterizan al modelo:

i)  P(¢) probabilidad de eleccion de respuesta correcta cn t =

ii) a(s, t) probabilidad de que la sefial s € S sea adaptada en ¢

0
=0

iii) c(s, t) probabilidad de quela sefial s €S sea condicionada en t = 0.

iv)  P(R)=r probabilidad de eleccion de una sefal relevante

v) P(I)=1 — rprobabilidad de eleccion de una senal irrclevante

vi) w probabilidad de reforzamiento

3 1. Elmodelo general

De manera inmediata obtenemos

a(s, t +At)y=la(s, t) + 0, At {1 —a(s, H}|m+a(s 1) (1 —n)

y de igual forma para el proceso condicionante.

Resolviendo de manera elemental:

2a(s, H=14+1a(s, 0) —1]e 1™ VsesS;V>0,0<n<1;

c(s, )=1+[c(s, 0) — 1]e %2 0,,0,>0

con

a(s)=1lim a(s, t)=1 y c(s)=1im c(s, t)=1
t & o0

t 300

A partir de 3.A.1V tenemos:
P(A)=P(AR) + P =r + (1 —r) [l — a(s’ 1)]

sER;s'ED

P(CA)=P(CAR) + P(CAD=rc(s, t) + % (1 —r)[1 —a(s’, 1)]

3.0

3.2)

3.3)

en donde, se ha tomado como % la probabilidad de que, en un instante

cualquiera, una senal [ esté condicionada a la R,.. Con esto:
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re(s, t) +% (1 —r)[1 —a(s’ t)]

P(1)=P(C/A)= r+(1=r)[1-a(s’ 1)

3.4)

Vi>0y0<r<l.

Es interesante resaltar que en el caso de que exista en el experi-
mento un solo tipo de sefial, la funcidon de probabilidad de R, es el
proceso condicionante caracterizado de la forma siguiente:

i)  Todas relevantes: r=1=P(t)=c(s, ) Vt=20y VsER ES)
ii) Todas irrelevantes: r=0=P(t)=c(s’, ) (%) V= 0y Vs EI(ES)
Imponiendo las siguientes condiciones iniciales:

a) c(s, 0) =1, al principio del experimento no existen respuestas ses-
gadas, es decir, es indiferente que una sefial R esté o no condicio-
nadaalaR,.

b) a(s’, 0)=0, al principio del experimento ninguna de las seiiales /
esta adaptada.

Con esto y a partir de (3.2) y (3.4) obtenemos el modelo gene-
ral:

re %27 4 (| —pr)e1m?

P(ty=1—1» 3.5
() r+(1 —ryermt 3.5)
Vt=20;,0<mr<l1; 6,,0, 20con
P(O)=% y P()=1im P(t)=1 (3.6)
t +o0a

De este modo, es facil obtener los modelos particulares mds ele-
mentales y conocidos con sOlo operar en los parametros:

i) 6, =0,=02=0: modelo general uniparamétrico (MGU)
ii) MGU y 7= 1: modelo uniparamétrico simple (MUS)
iii) MUS vy r=exp. (—0): modelo de Restle continuo

iv) MUSy r=1%: modelo simétrico de discriminacion

4. Una construccion altemativa del modelo discriminado uniparamétri-
co simple

Una forma axiomatica de introducir, de manera directa, el mode-
lo uniparamétrico simple y el de Restle, es como sigue.
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A partir del conjunto S, definimos por w(s) la probabilidad de
eleccion de la seiial s €5, de manera que w(*) es una distribucion dis-
creta de probabilidad definida sobre la clase S. Considerando de nuevo
los procesos asociados anteriores, tomemos los axiomas:

4AL-SiseS,wis)=Z0y Z wE)=1
seS

4. All.—a(s, 0)=c(s, 0)=0 Vs€ES
4.A.IIIL.— Todas las pruebas son reforzadas.
A AIV.— (s, t+AD)=c(s, 1)+ L(s)O At [1 —c(s, 1)]
a(s, t +At)=a(s, 1) +[1 — L(s)] 0 At [1 — a(s, 1)]

1 si sER
VO,t=0; VsEScon: L5)=
0sisel
ésw(s)— Ela(s, ) w(s) + ch(s, 1) w(s)
s sE s
_ = >
4AV.—P(t)=w > wi) - T a6 Hwe) YVt=0
seSs sel

El axioma I es totalmente natural; el 1I establece que tratamos
con individuos ‘“‘tedricamente ingénuos” que al comienzo del experi-
mento no estdn C ni A a ninguna de las sefiales del experimento; el I1I
explica el comportamiento del experimentador a lo largo del proceso;
el IV describe el mecanismo estocastico de los procesos asociados al ex-
perimento y el V nos da la ley de actuacion del individuo definiendo
la probabilidad de R, en cada instante en funcion de las sefiales A y C.
Con todo esto:

Teorema 4.1 — La probabilidad de eleccion de R, en el instante
t 2 0 es la proporcion de sefiales no adaptadas las cuales son relevantes
y condicionadas més la mitad de las no adaptadas las cuales son no con-
dicionadas, en ese instante de tiempo.

En efecto, teniendo en cuenta que:
PAY=r+ (1 —n [l —a(s 1); PRCA)y=rc(s, t) y
P(E/T)= r{l —c@ )]+ —=r)[l —a(s, t)], obtenemos
P(t)=P(RC/A) +w P(C/A) =

19



_ re(s, )+ wvwr[l —c@s O] +%w (1 —-r)[l —a(s )] _
r+(—r) (1 —aGs 1)) B
1 - —=nra t)y+rc(s t)

. > 4.1)
" L—(l —raG D vi=0

que coincide con 4.A.V al tomarr= Z w(s).D
SER

Sustituyendo ahora en (4.1) los procesos dados en 4.A.IV ob-
tenemos:

1
(1 —r)+re?t

P(Hy=1—-u V0,t=20y 0<r<|1 4.2)

que es el modelo uniparamétrico simple y que se convierte en el mode-
lo de Restle continuo al tomarr=e~%.

5. El nimero esperado de errores. Distribucion del nimero de errores

En lo que sigue analizamos con mas profundidad el comporta-
micnto estocastico del modelo general con el objeto de obtener expre-
siones para el nGmero esperado de errores y su distribucion.

5. 1. El problema del nimero esperado de errores

Definiendo g(¢)=1 — P(t), V t = 0, como la probabilidad de co-
meter un crror (elegir respuesta no correcta) en el instante ¢ de apren-
dizaje, podemos introducir el proceso estocastico {X(¢); t = 0} de la
forma:

1 sihay error en ¢t (con probabilidad g(#))
X(t)= N i (5.1)
0 si no hay error en ¢ (con probabilidad P(t))
Vt =0, con lo que ¢l proceso ira detectando, alo largo del experimento,
los crrores cometidos por el sujeto.

Integrando la funcion de valor medio

my(t)=EX)=q) Vt=0 (5.2)



que la llamaremos “tasa de errores’ al expresamos al nimero medio de
errores por unidad de tiempo, a lo largo del espacio paramétrico, ob-
tenemos:

m=/ q(t) dt (5.3)
7o

nimero total esperado de errores a lo largo de todo el experimento.
Por tanto, a partir de (3.5) obtenemos:

_Inl/r (—1)"( r
m=270, T 27m6, \1-

k+1
o) bl 64

donde fir, k)= Z (~1Y () 1/i [(1/r) = 1), con
i=1

k=(02/01)—‘1; V01,02>0 y 0<",7T<1

Para los modelos particulares, toma la siguiente forma:

N S V. S VN
e Y T () D m=5a-n
iii) m=w% (1 —exp. (—0))! iv) m=1/0 In2

En los modelos uniparamétricos, a 6 (= 0) lo llamaremos el “para-
metro de aprendizaje de discriminacion’.

5.2 La distribucion del niumero de errores

Definamos el proceso {E(t); t = 0}, donde E(t) representa, para
cada ¢ 2 0 fijo, el nimero de¢ errores cometidos por el sujeto en un in-
tervalo de tiempo (0, ¢], imponiendo las hip 6tesis:

PE(t, t + At)=1)=q(t) At + O(Ar)

PE(t, t + At)y> 1)=0(AY)
donde q(¢), funcion de intensidad del proceso, es la probabilidad de un
error en el instante £.

(5.5)

Evidentemente este proceso es un proceso de Poisson no homogé-
neo con intensidad de flujo no constante y funcidn generatriz:



't

Gz, H)=exp. [- (1 —2) l q(s) ds] (5.6)
J 0

con lo que la distribucion del proceso sera:
P,()=PE()=n)=e™m®D %f))" n=0,1,2,..) (57

"t
donde m(t)= / q(s) ds (5.8)
0

funcion de valor medio del proceso, es el nimero esperado de errores
en un intervalo de aprendizaje de longitud ¢. Por tanto:

m = lim m(¢) (5.9)
t >0
es el total esperado de errores a lo largo de todo el experimento de
discriminacion.

La probabilidad de no cometer ningiin error (elegir todas las res-
puestas correctas) en el intervalo (0, ¢] sera:

Po(t)=exp. (—m(t)) V>0 (5.10)

Para este flujo no éstacionario, la ley de probabilidad de la v.a.
T, tiempo entre errores consecutivos, dependera de la posicion del
primer error sobre el eje de tiempos, asi como de la funcion g(¢).

Sea ¢t cl instante de tiempo, deterministico, de aparicion del pri-

mer error, entonces:
'to +t
/ q(s) ds} (5.11)

< to

F,o(t)= 1 —P(T>t)=1— exp. [—

con lo que la densidad sera de la forma
fto(t)=q(to+t)[1—Fto(t)] V>0 (5.12)
ley que, l16gicamente, no es de tipo exponencial.

Por ultimo, si consideramos el proceso de manera global a lo largo
de todo el experimento, el problema se reduce a considerar el modelo
en régimen permanente, con lo que si
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P, =1lim P, (1) (5.13)

t oo

entonces, por (5.7) y (5.9), vemos que la distribucion se reduce a una
ley de Poisson de parametro m.

6. El modelo simétrico de discriminacion

Como aplicacion de todo lo expuesto, calculemos las caracteristi-
cas basicas de este modelo que depende de un sblo parametro, el para-
metro de aprendizaje, y por tanto ofrece facil interpretacion.

El modelo toma la forma:
Py=(1+e ! Vr0=0 6.1)

Con esto, es facil ver que:

m(t)=1n [2 P(1)]"® 6.2)

m=1/01n2 (6.3)

Po(t)=[2P(t)]"/® (6.4)

Py=2"V0 ; (6.5)
P(to) 1/6

F,O NH=1- {m} (6.6)

1/6

£(n= P(ty)

=g+ b) \ gy 6.7)

V0,1 t,=>0
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