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ABSTRACT

From an optimality point of view the solution of a decision problem is related
to classes of optimal strategies: admissible, Bayes, etc. which are closely related to
boundaries of the risk set S such as lower - boundary, Bayes boundary, positive Ba-
yes boundary. In this paper we present some results concerning invariance properties
‘of such boundaries when the set is transformed by means of a continuous monoto-
nic increasing function W.
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I. CONSIDERACIONES PREVIAS, DEFINICIONES Y NOTACIONES

Consideremos un problema de decision I'=(82, D, L) donde £ =
=(0,, 0,, ... 0,) es el espacio de estados de la naturaleza, D es el espacio
de acciones o decisiones (no aleatorizadas en general) y L(0;, d) es la
funcion de pago definida por L(0;, d) para cada par 0; €, d € D.

Este problema de decision es un juego que puede ponerse en forma
canonica, es decir, como un S- juego, definiendoS= {s €IR": 3dE€D:
L(0;, d)=s;,cons=(sy, 83, ... Sn) }.

La manera de jugar un S- juego es la siguiente: J, (Naturaleza) clige
un valor del parimetro 8, y J, (Estadistico) elige un punto del conjunto
(*) Recibido Abril, 1981



S. Ambas elecciones se realizan simultanea e independientemente y el
pago al primer jugador es el valor de la funcion L en 6.

A las estrategias puras de J, se les denomina “estados de la naturale-
za” y a las estrategias mixtas las llamaremos “distribuciones a-priori”,
es decir:

Q¥={E=(§1, 85 .. 80 202 8=11}=S,

De este conjunto es interesante destacar aquellas distribuciones
a-priori que asignan probabilidades estrictamente positivas a todos los
estados de la naturaleza, y lo representaremos por

Q= {E=(§, b £) >0 =11 =8,

Definicion 1.1.— Sea (£,S) un S-juego. La estrategia sE€S es
tan buena como la r €S, si s; <r; para todoi=1, 2, ... n. La estrategia
SES es mejor que r€Ssis; <r; Vi=1,2,..nys; <r; para algin i.
La estrategia s €S domina estrictamente a la r€S si 5;<r; Vi=
=1, 2,..n.

Las definiciones anteriores las escribimos:
e
s>r, s>r, s>r s res

seglin que s sea tan buena como, mejor o estrictamente mejor que r
respectivamente.

Definicion 1.2 — Una estrategia s €S es admisible si no existe otra
estrategia r €5 que sea mejor que s.

A continuacion vamos a asociar a cada conjunto convexo S no vacio
una serie de conjuntos que, bajo ciertas condiciones muy débiles, carac-
terizan clases de estrategias Optimas.

Definicion 1. 3. — Se dice que un punto s pertenece a la frontera in-
ferior de un conjunto convexo S de IR” si

Q, NS ={s} siendo Q= {r€R":r<s}



Al conjunto de todos los puntos de la frontera inferior del conjunto
S lo representamos por A(S).

Definicion 1.4.— Se dice que un punto s pertenece a la frontera
bayesiana de un conjunto convexo S de IR” si s €S y existe, al menos,
una £ € Q* tal que

Es=1Inf Er
res

Al conjunto de todos los puntos de la frontera bayesiana lo repre-
sentaremos por B(S).

Definicion 1.5.— Se dice que un punto s pertcnece a la frontera ba-
yesiana positiva de un conjunto convexo S de IR" sis €S y existe, al
menos, £ € Q** tal que

Es=Inf Er
res

Al conjunto de todos los puntos de la frontera bayesiana positiva
del conjunto S lo representamos por S*(S).

Definicion 1.6.— Se dice que un conjunto convexo S esti cerrado
por abajo o cerrado inferiormente si \(S) C S.

Definicion 1. 7— Se dice que un conjunto convexo S estd bayesiana-
mente cerrado si §(S) C S.

Definicion 1.8 — Se dice que un conjunto S de IR" esta limitado por
abajo o limitado inferionmente si existe un nimero M tal que para todo
s=(8y, 82, ...Sp) ES.

sj>——M para j=1,2,..n

Si suponemos que el conjunto convexo S estad limitado por abajo,
entonces dichas fronteras existen (Ferguson 1967). Si ademas el conjun-
to S esta cerrado por abajo, la frontera inferior y la frontera admisible
coinciden y se tiene finalmente: 8*(S) C A(S) C 8(S), cuya demostra-
cion puede verse, p.e. en Blackwell y Girshick (1954).



La validez de este resultado se debe fundamentalmente a la convexi-
dad del conjunto S. Mediante el uso de la aleatorizacidn, siempre po-
demos conseguir que el conjunto de las estrategias sea convexo. Ahora
bien, es evidente que lo esencialmente importante es la convexidad de
las fronteras bayesianas y la frontera inferior del conjunto S.

El prescindir de la aleatorizacion sin pérdidas esenciales ha sido de-
bidoa la introduccion de un nuevo concepto (Yu 1974, Giron 1975). En
este articulo adoptamos las definiciones de Girbn que pasaremos a enu-
merar a continuacion. En Criado y Giron (1980) se dan condiciones ne-
cesarias y suficientes para la equivalencia de las dos definiciones.

Definici(')_n 1.9.— Se dice que S es convexo inferiormente si
Aco(S)}CS.

Deﬁnici{)_n 1. 10.-- Se dice que S es bayesianamente convexo si
B{co(S)} CS.

Definicion .l_ 11.— Se dice que S es positiva bayesianamente convexo
sif*{co(S)} CS.

II. TEOREMA FUNDAMENTAL

Siendo como hemos dicho lo esencialmente importante la convexi-
dad de las fronteras bayesianas e inferior respectivamente, nuestro pro-
posito en este apartado es caracterizar una transformacion W : IR” - IR"
que conserve la convexidad de dichas fronteras y que transforme reglas
admisibles (resp. Bayes) en reglas admisibles (resp. Bayes).

Teorema 2.1.— Sea (£2,S) un S-juego con S convexo por abajo.
Si W,: IR = IR esuna aplicacion mono6tona estrictamente creciente con-
tinua y convexa, entonces si x perteneciente a S es admisible (resp.
Bayes), su transformado W(x) es admisible (resp. Bayes).

La demostracion del teorema la hacemos mediante una serie de lemas
que nos conducen al resultado final.



Lema 2.1.— Sea S un subconjunto de IR” y W,: IR = IR una apli-
cacion monotona estrictamente creciente y continua. Si x € A(S), en-
tonces W(x) € A (W(S)) y reciprocamente.

Demostracion: Seax € NMS) ¢ {x}=0, ns.
W)= W [Q, NS1=W 0] N WE)=Qy e N W)

Por tanto, W(x) € A(W(S)).

Aplicando W™1 a la cadena de igualdades precedentes, concluimos
finalmente que si W(x) € A(W(S)), entonces x € A(S). Es decir, W(A(S)) =
= NW(S)).

Lema 2.2 — Sea (£, S) un S-juego con S convexo por abajo. Si
W,: IR > IR es una aplicacibn monotona estrictamente creciente conti-
nua y convexa, entonces el transformado de S mediante la aplicacion
W=W,, W,, ... W) es convexo por abajo.

Demostracion: Sea x €co(S)=x=Zc;x; con ¢;=0, Z¢c;=1y
x; €S. Su imagen mediante la aplicacion W junto con la convexidad de
dicha aplicacidon nos pemite escribir: W(x)=W(Z ¢; x;) < Z ¢; W(x;).
Por lo tanto:

W {co(S)} + K Dco {W(S)} siendo K= {(a,a,, ...a,):a;=20V i}

Teniendo en cuenta el lema 2.1 y la hipotesis de convexidad por
abajo de S sera suficiente probar que

A {co(W(S))} C A{W(co(S))}

Seax € Aco(W(S)} ® {x}=Q, Nco(W(S)). Lo que tendremos
que probar es que Q, NW {co(S)} = {x}. Por ser x € co(W(S)) existe
una sucesion {x,}, ¢y C co(W(S)) tal que {xn}, en ~>x. En corres-
pondencia con esta sucesion existe una sucesion {x;;}, c y C W{co(S)}
tal que {x;}, ¢ y = {xn}l, e - La sucesion {x;}, c » esta acotada por
estarlo {x,}, ¢ y; Por consiguiente existe una sucesion parcial {x;}y
un elemento x * € W{co(S)} tal que {x,%} >x* Tomando limites en la



expresion {xy} > {x,x} cuando k —> e tendremos x * > x. Puesto que
x*E€W{co(S)}y x* € Q, tendremos x* € Q, N W {co(S)}.

Consideremos el problema S; = Q, .« "W {co(S)}; A\(S;) # ¢, por con-
siguiente existe z € A(S,) tal que:

{z}=9Q, N S, = g, N (Q,s NW{co($)N=Q, NW{co(S)}
Es decir, z € M{W(co(S))} =z € W) Cco(W(S)), por lo tanto

z > x* >x. Por Gltimo de Q, Nco(W(S))= {x} y z €Q, Nco(W(S))
concluimos que z =Xx y por consiguiente x * = x.

Lema 2.3.— Sea A un conjunto convexo cerrado y no vacio de

IR" y F una aplicacion de 4 en IR que suponemos que es convexa
y continua.

Six €A es tal que F(x)= Igt;1 F(y) y F es diferenciable, entonces
y
las dos condiciones siguientes son equivalentes.
i) F(x)= Inf F(y)
yeAd
i) <F'(x),y —x>=0 Vye€eA
Demostracion:
Fx)= Ian FO)=<F(Kx),y —x>=20 Vye€d
y€E
FOS<F(1-Mx+N) VyeEdy VAE(Q,1)

—;(-[F(x + Ay —x))—Fx)]=0

Pasando al limite cuando A = 0, el primer miembro converge hacia
<F'(x),y — x>.

<F'(x),y —x>=20 Vy€eAd = Fx)= 121;4 F(y)
y

l"(y)-["(x)?-—)l\—[F(l—A)x +Ay—Fx)]Vyed y Ae€(@,1)



Tomando limites para A = 0, tendremos

F(y)— Fx)=Z2<F(x),y —x>=20 = Fx)= Igf4 F(»)
Yy &r

Lema 2.4.— Sea (©,S5) un S-juego. Si W,: R > R es una aplica-
cidon monodtona estrictamente creciente, continua, convexa y diferen-
ciable (*), entonces:

W [B(co(S))] =B [W(co(S))]
W B* (co(S))]=B* [W(co(S))]

Demostracion: Consideremos las dos aplicaciones

F:co(S) — IR
x — tx=Fx); t€EQ* (resp Q**)

G:co(S) — IR
x —> p WKx)=GX); n €EQ*(resp Q*7F)

Puesto que F'y G son convexas tendremos:

F(y)— Fx)Z2<F'(x),y —x> Vx,y €co(S)
G(Y)—Gx)=<G'(x),y —x>Vx,y €co(S)

Si las formas lineales que aparecen en el segundo miembro de las
desigualdades —manteniendo fijo x— son mayores o iguales que cero,
entonces, x pertenece a ${co(S)} (resp B* {co(S)}) frente a la distribu-
cion de probabilidad ¢ € Q*(resp Q**) y W(x) pertenece a B{W(co(S))}
(resp B*{W(co(S))}) frente a la distribucion de probabilidad n €Q*
(resp 2**) y la relacion que existe entre ambas distribuciones viene
dada por:

(*) La hipotesis de la diferenciabilidad de la funcion W = (W, W, ...w] noes ne -
cesaria para la validez del lema. No obstante mantenemos dicha hipotesis por
sencillez en su demostracion.
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W ks
WD yi=1,2, n

n
Z n; W'(x )
1=1
Por la hipotesis de la funcidon W se puede establecer una correspon-
dencia biunivoca entre ambas distribuciones de probabilidad tal que en

la citada correspondencia las dos condiciones siguientes son equivalen-
tes:

i) <F’'(x),y —x>=20 Vy€EcoS)
ii) <G’(x),y —x>=0 Vy€co(S)

Es decir, que si x €{co(S)} (resp B*{co(S)}), entonces W(x) €
€ B{W(co(S))} (resp B*{W(co(S))}) y reciprocamente.

En particular si W es lineal, es decir,
W=ax +b, a>0, entoncesf=n

Lema 2.5.— Sea (£2, S) un S-juego con S bayesianamente convexo
(resp. positiva bayesianamente convexo). Si W, : IR = IR es una aplica-
cion monotona estrictamente creciente continua y convexa, entonces el
transformado de S mediante la aplicacion W= W, W, ... W) es
bayesianamente convexo (resp. positiva bayesianamente convexo).

Demostracion: Tendremos que _probar que B{co(W(S))} (resp.
B*{co(W(S))}) estan contenidos en W(S).

Sea x € B{co(W(S))} (resp. B*{co(W(S))} = x € co(W(S)), es decir,
existe una sucesion {x,}, c 4 C co(W(S)) tal que {x,}, c y > x.

Teniendo en cuenta que W{co(S)} + K O co(W(S)) podemos, en
correspondencia con la sucesion {x,},c 5 determinar una sucesion
(Valhen ©W{co(S)} tal que {y,},en> {xnl,en- La sucesion
{¥n}, ey estd acotada, por tanto existe una sucesion parcial {y 4}y
un elemento yo € W{co(S)} tal que {y,,} >¥o. {Vm} > (x4}, toman-
do limites para k = oo tendremos y, > x. '

Por otra parte, puesto que x € B{co(W(S))} (resp. B*{co(W(S)}),
existe £ €EQ*(resp. £ €EQ**) tal que Ex= Inf Eroix <
<gr VreEcoWS)). reco(W ()
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Puesto que y, es mejor que x, tendremos £y SEx <E 7.
Pueden ahora ocurrir las siguientes circunstancias:

i) yo €EB{W(co(S)} = W{B(co(S)} C W(S) C co(W(S)) (resp.
B*{W(co(S))} = W{B*(co(S))} C W(S) C co(W(S)). Entonces: £ yo =£ x,
y por tanto x € ${W(co(S)) (resp. B+ {W(co(S))}.

ii) yo EB{W(co(S))} (resp. B*{W(co(S))}), entonces consideremos
el conjunto A de todos los niimeros de la

A={a:a=gx* para algin x* € W(co(S))}. Por estar W{co(S)}
acotado inferiormente, también lo estd A. Sea a, la maxima cota infe-
rior de A. Existe entonces una sucesion {x}}, cy, con {xg},cny C
C W{co(S)} tales que £ xj1 >ao y £ x5 <£yo. La sucesion {x7}, ey
estd acotada superiormente, y por consiguiente esta acotada; por lo
tanto existe una sucesion parcial {x%} y un x} € W(co(S)) tales que
{xpe}>x3 yEx§=a,, lo que implica que x§ € B, {W(co(S)} (resp.
x5€ 6;{W(co(S))}), es decir:

gx§ <ty,<Eix<gr Estacontradiccion demuestra el lema.

La demostracion del Teorema 2.1 es consecuencia de los lemas
demostrados.
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