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RECORRIDOS ALEATORIOS SIMPLES EN TIEMPO CONTINUO (*¥)

Ricardo Vélez Ibarrola
Universidad de La Laguna

ABSTRACT

The properties of a certain generalization of simple random walk to conti-
nuous time are analyzed in this paper. After the definition, its transition probabi-
lities, and the differential equations satisfied by those, are obtained. Under some
conditions, the convergence of this random walk to a Wiener process is then esta-
blished. Finally, absortion probabilities and mean times until absortion are calcu-
lated, giving some insight into the behaviour of the process.

1. Introduccién

n
Un recorrido aleatorio simple, z, = Z x; siendo {x;};., variables
i=1

aleatorias independientes con distribucion P{x; =+ 1} =p, P{x;=
=—1} =q puede representarse como la posicion de una particula que
realiza alternativamente trayectos hacia la derecha y hacia la izquierda
sobre una recta, cuyas longitudes son independientes y de distribucion
geométrica (p" q y q" p respectivamente).

La extension natural de esta situacion al caso de tiempo continuo
seria aquella en que la particula realiza el mismo tipo de trayectos con
longitudes también independientes, pero distribuidas exponencialmen-
te con parametros A y u respectivamente (1).

(1) Otro tipo de generalizacion en la cual el proceso realiza saltos en instantes sepa-
rados por intervalos de tiempo distribuidos exponencialmente, puede verse en
[2]06[3].

(*) Recibido Enero 1981
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Concretamente consideremos una cadena de Markov en tiempo con-

tinuo con espacio en estados £ = {+ 1, — 1} y matriz de derivadas en

el origen Q = (—:\ _)\“), Supondremos la separabilidad de {X;},> ¢,

de forma que sus trayectorias seran, con probabilidad uno, funciones
escalonadas con valores en {+ 1, — 1} que pueden considerarse conti-
nuas para la derecha y con limites por la izquierda. (cf. [1]).

Denominaremos {Tj};-°=1 y {0]-};; ,» alos sucesivos tiempos de per-
manencia de los estados + 1 y — 1 alternativamente, los cuales son
sucesiones de variables aleatorias independientes (e independientes en-
tre si) con distribucion exponencial de pardmetros A y u respectiva-
mente.

Como es usual denominaremos S;(w)= {r = 0| X;(w) =i} (i=+1,
— 1), los cuales son uniones de intervalos en nimero finito dentro de
cada intervalo de tiempo finito, para casi todo w respecto a la distribu-
cion del proceso. (cf. [1]).

Definiremos entonces

Z{(@) =184, (@) N[0, 1, Z(w)=1S-1(w) N[0, 1]l =1 = Z{(w)

Z(w)=Z](w)—Z(w) =2 Z;(w) — ¢

denominando al proceso {Z;}; > o recorrido aleatorio simple en tiem-
po continuo de pardmetros A y u.

Obviamente {Z;}, > ¢ no es un proceso markoviano, mientras que
{(Xy, Z1)}; > ¢ es markoviano con espacio de estados E x R cuya fun-
cion de transicidn estacionaria,

Pij(y, t X)=P{X;=j,Z; <x|Xo,=i,Z¢=y}
verifica
Pii(y, t, x)=P;(0, t, x — y)

de forma que Pi(t, x) =P{X; =j,Z; <x|X,=i,Z, =0} proporciona
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toda la informacidén relevante sobre la distribucibn del proceso
{(Xy, Zt)}; > vy por lo tanto sobre la distribucion de {Z;}, > 4.

Ocasionalmente representaremos por p;;(#) la funcion de transicion

de {Xi}; > ¢ es decir

p(O)=P{X,=jlXo=1}

2. Distribucion del recorrido aleatorio simple en tiempo continuo

Para obtener la expresion explicita de P;;(¢, x) empezaremos consi-
derando una situacion ligeramente mas general. Supongamos que
{riYic, v {oj};;l son sucesiones de variables aleatorias independien-
tes (e independientes entre si) con distribuciones continuas concen-
tradas en (0, o0):

P{r;<x}=T(x), P{ol- <x}=8(x)

k k
Sean Ty (x)=P {2 1;<x}ySpg(x)=P{Z 0j<x}, las convolu-
j=1 j=1

ciones k- ésimas de Ty S respectivamente.
k k k k+1 k
t—2%Z0; para X7 +20;<t< Z1+Z0;
1 1 1 1 1

SizZ, = con k=0,1,2,..
k +1 k+1 k k+1 k+1
2 Zri—tpara 21;+20;i<t< X7+ Z 0j
\ 1 1 1 1 1

con k=0,1,2,..

sera:

k k k+1 k
PiZ;<x, Tr+2Z0o;<t< Z 17+Z0;}=
1 1 1 1

k f—x k ko k+1 k
=P{210,-> > ,211;-<t—210,-, 2131',->t—21)o,-}=
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t
=ﬁ_x [Ty (t = 9) = Ty, (£ = )1 dSg () =

2

t+x

2
=- f (Te ) =T oy M AS ¢ —y)  (k=1,2,..)

(=]

k+1 k k+1 k+1
y P{Z, <x, 21']-+Za]-<t< 27j+20]-}=
1 1 1 1
k+1 <t+x k < k+1 k+1 kri
—P{?‘r]\ 5 Elo]-\t ZIITJ-, ?0]>t—21'r]}-
t+x
2
= [Sg ¢ =) =Sk ¢ —)AdT; ., (¥) (k=0,1,2,.)
0

mientras que P{Z; <x, t<7} =[1— T(z‘)]l{x >

En definitiva, sumando y haciendo operaciones,

t+
P{Z, <x}=Ig 5 5 +T(—7’-‘—)1{x <t

g t—x t+x t+x
+k§15'°( 2 ) Tk“( 2 )"Tk< 2 )]

La definicion de Z; en los resultados anteriores permite aplicar
directamente estos al recorrido aleatorio simple en tiempo continuo.
Concretamente, si llamamos P,-;f(t, x)=P{X;=j,Z; <x, X, tiene n dis-
continuidades en (O, t]1 X, =i, Z, =0}, sustituyendo T y S por las
exponenciales de paraimetros A y u respectivamente, obtenemos:

P x)y=eMI S
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X

I+
k Kk k-1
>\ r—
Pt %)= J P gy BUIT iy g,

k-1

xECLY, k=1,2,.

t+Xx
Y 4 k+1 _k
P x)= f i L e 2L gy,

xECLHLY, k=1,2,..
(siendo evidentemente P1 . (t, x)=0y P2k+1 (¢, x)=0);distribuciones

(defectivas) respecto a x que son, salvo la primera, absolutamente
continuas con densidades

k k t+xk t—X k-1
atrx _tex MM 2 2

2k _1 2 2
1’—71’1 (t,x)—ze e K koD )
xEE10, k=1,2,..
}\k+l k t+x k t—x k
2k +1 _ 1 -X%ﬁ ‘#121 . F 2 2
pl,—l (f, X)—7€ e (k')2 >

xeCLh, k=1,2,..

De manera que P, ;(f, x) es una distribucion con un salto de mag-
nitud e"** en el punto x =t y densidad en el intervalo (— ¢, t)

Pl,l(tax)zkzilpz;,kl(t’x):
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o trx

1 -u X t+x
B R Y e VAT

siendo I; la funcion de Bessel modificada de orden 1 :/,(x)=

o (x/2)2k+v
k=0 K!' T(k+v+1)°
absolutamente continua con densidad en (—¢, )

- k
Pyt 0= 2 P x)=

t+x  _ t-x
2

e T AL MA@ —x%)

-A

1
_-—2—e

Volviendo a la situacion inicial, sea ahora

_

k k k+1 k
2Z 1 —1 para 20]-+E'rj<t<20j+21}-
1 1 1 1 1

’

{

con k=0,1,2,..
Zt=
k+1 k+1 k k+1 k+1
t—2 X ojpara X 0;+2Z7<t< L oj+ 27
1 1 1 1 1
con k=0,1,2,..
y seré:

k k k+1 k
P{Z, <x, Eai+21']-<t< > 0]-+ET]-}=
1 1 1 1

t+Xx

2
=f ISk ¢ =») = S =) AT () (k=1,2,..)

0

; mientras que P, _, (£ x) es una distribucion
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k+1 k k+1 k+1
P{Z,<x, 2 o;+37<t< 2 o+ 2 1}=
1 1 1 1
t+x

2
_f [Tk(y)_Tk+1(.y)]dSk+1(t_y) (k=0a 1’ 25 ---)

0

P{Z,<x, t<0}=[1-SO (x>

con lo cual

P{Z,<x}= [1—-S<t—2x)] Iis o+

- 55 (1) [Sk (55)-5e (t_ﬂ]

Por tanto para el recorrido aleatorio simple en tiempo continuo:

0 -
P—l,—l(t’ x)_e #tl{x> —_t}

k-1 k
t+x t—x
t+x t-x )\k“k( 2 ) ( 2 )
2k 1 A= k5=
P, x)=*§-e 2 e 2

k! (k—1)! ’

xeECtt), k=1,2,..

k k+1 t+x k r—x k
tex_t-x N M 2 7
2k +1 _ 1 A== e
P, (tx)=—e

xe€(-Ly, k=1,2,..

de forma que P_, _ (7, x) tiene un salto de magnitud e *lenx=—ty

densidad en el intervalo (—¢, ¢)
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Au (2 —x?)

mientras que P_, | (¢, x) tiene densidad en (— ¢, )

t+x t-x
1

abx _rex
P tx)=—>e * e ? ply&Ap(?—x?))

3. Ecuaciones diferenciales asociadas al recorrido aleatorio simple en
tiempo continuo

Podemos deducir algunas relaciones funcionales que verifican las
funciones de densidad p;;(¢, x). Para ello llamaremos P (t x) ala parte
absolutamente continua de P; (2, x), es decir P*(t x)=Py;(t x) —
— ,](t x), que tiene densidad p,](t x).

Sera entonces, parax €(— ¢, t),

P (t, x)=P{X,=], Z,<x, 1, <t|Xo=1, Z,=0}=

t
=J‘ 7\e'”P{X1=i, Zt<X|XO=1, Z0=0, TléS}dS=
0

t
=f NS P{X,=j,Z; <x|Xy=—1,Z;=s5}ds =
0

)\e‘“P =5 x—s5)ds=

t
f Ae” ”P_’f‘” -5, x —s)ds +
0

-A t— —
+6—1,1'f Ne As gkl S)I{x_s>_t+s}ds—
0
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t t+x
2
= f Ne 209 Pfl j(s, x—t+s)ds+ 5_” f Ne A e~ (-9 go
Yo Jo

de donde

t
p, (¢ x)=J- Ne 2-9) p_, s x—t+s)ds+
0

A
+5_,,,-73 2 e 2

y como las funciones p;;(¢, x) son derivables respecto a ¢ y x, se obtiene
sin dificultad:

d py,;(t x) N 0p, ;(t, x)
ot ox

=— kpl’j(t, x)+ A p_l’j(t, x) x€(-t1)
De manera similar:

t
= - (t_ —
p_, (t X) /-ue“ S)pl,].(s,x+t s)ds +
“0

abxx _ox
+ 61,]’%6 2 e s 2
o bien
ap—l,j(t, X) ap_l’]-(t’ x)
ot - ox =”p1’]‘(t’ x)—l‘l'p_lyj(t, X) XE(—t’ [)

Si p(t, x)=(p;; (¢, x)); jEE podemos expresar matricialmente las
ecuaciones anteriores
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o x) (! ap(t, x) _
ot +( _I)T—Qp(t,x)

Lo cual recuerda las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov del
pasado para cadenas de Markov en tiempo continuo.

Para obtener las ecuaciones diferenciales analogas a las del futuro
todo consiste en justificar las relaciones:

't
P x)= j Py (s x—t+s) pe 279 gs
' 0

xE(CL1)

ot
'\ P]'*-l(t’ x)= l P]. G x + - S)Ne -9 g
Jo
de las que se obtiene:
, ot
f p; (& x)= f p]__l(s’ x—t+s)ue M9 g5 +
Jo

_.li. 2 M 2
+6j,—1 5 e e

ot
pf,'l(t’ ‘x)= / p]-’l(S,x +l’—s))\e"“(t"s) dS+
\ 7o

y de ahi que:
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op; (& x) 3p; (4 x)
at + ax =—)\pj,l(t’ x)+“'p],—l(t’ x)
! x€ECFt1)
op; ,(t,x) 0p;_ (1 x)
- —=—up, (4 x)+\p,, (t x)

o matricialmente:

ap(t, ap(t, 1
L) 2o x) ( 1)=p(t, x) Q

La justificacion requerida puede hacerse de la siguiente manera; en
primer lugar:

P;"l(t, x)=P{3r<t con X,.=—1, X,=1Vu€lr t],
Z, <x|Xo=j, Zy=0}

sea M el suceso anterior y_

a . _ _ v +1
Mn—?3v<2 —1 con X, om,=—1, X,=1Vue X Lot|;
+2
Z(v/2n)t<x—f+ 2n t‘

Es facil ver que, a menos de conjuntos de probabilidad cero,
M Clim infM,.

Reciprocamente si para infinitos valores de n, existe v, <2" — 1
con

v, +1
"2,, t,t] y

Xo om:=—1 Xy=1Vu€
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v, +2
2”

Z(vn/zn)t<x—-t+ t

VYn ; Vn
—n I Crece
2" y 2"

el cual X,=—1, X, =1Vu€lr, t] y ademas Z; <x +—22,,—t. Luego
M D lim sup M,,.

claramente t decrece hacia un valor comin r en

Por consiguiente:

* 1z i v
Pj,l(t: x)“nll_'nolo‘P(Mn)—nh_)nl v<§n_1Pj,—1 (2n t,

v+2 "("v;;xl t)

x—t+ X t) p_l’l(t/2”)e_

t
=f P (@ xX)ue M9 g
0

aplicando la propiedad de Markov y el que p_, | (¢/2")/ t/2" — nu
- 4 n - oo

” . . . o
Idéntico razonamiento se aplica a P]. _ (& x).

4. Convergencia hacia un proceso de Wiener

Estableceremos a continuacién que cualquier proceso de Wiener
de parametros dados puede ser aproximado por una sucesion de reco-
rridos aleatorios simples convenientemente modificados.

Consideremos para ello las transformadas de Laplace ¢j(t, 0) de las
funciones

p(t, x)=p; (&, x)+p,_, (4 x)

ot
es decir (1, 0)= / e 9% p;(t, x) dx
Jog
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Las ecuaciones del pasado establecidas en el parrafo anterior para
las funciones p].(t, x) permiten obtener sin dificultad, para las funcio-
nes cp].(t, 0), las siguientes ecuaciones:

ip_lg(tﬁ__el=_ A+ 0)o:(t, 0) +ho_ (2 0)

dp_, (1, 0)
( — ke ) — (k=0 ¢, (4 0)
sistema lineal de ecuaciones diferenciales que, con las condiciones ini-
ciales cp].(O, 0)=1, tiene por solucion:

‘P](t, 6) — l .
Au+A+0+r)?

e_, (2 0)
ANA+p+06+r) A+0+7r)(O +r)) [e!
*)
AN+O0+r)N+u+0+r) —u(0+r) g2t

- , _
siendo 7,(6), r,(8) = ("+“)i\/(7\;lu) T40(-p+0)

Sea entonces {Zl{S }t > o un recorrido aleatorio simple de parametros
)\=6——’g\/3 y =26 +-’—Z—x/§; y sea Y‘; =0\/SZf (con o >0)

La transformada de Laplace de la densidad de Yf (o bien de la fun-
cion generatriz de Yf, omitidos los saltos en * 6\/8 f) serd pues

o(t, 0v/80) conj=+1si Xo=+1.
Reemplazando los valores indicados de A y u, es facil comprobar
que, cuando 6 —> oo,
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r (0\/30)——>—;—02 02—m0 y r,(0V80)——oo

10
mientras que la matriz de los coeficientes en (*) converge hacia (1 0).
Asi pues

gt VB ) > eI (j=x1)

funcion generatriz de un proceso de Wiener de tendencia m y pardme-
tro de varianza o2.

S. Barreras absorbentes para un recorrido aleatorio simple en
tiempo continuo
Sean a, b = 0 y tratemos de determinar las probabilidades de absor-
cion de un recorrido aleatorio simple en tiempo continuo con barreras
absorbentes en —a y b. Concretamente denominaremos
f;x)=P{3r>0 con Z,=b y

Zi>—aVse0,nNXog=j,Zy=x}, xE€(—a b)

probabilidades que directamente verifican

. b -x

C fi(x)=e A% 4 I Ne™™f (x+s)ds=
70

‘b
{ =g Mb-X) +J Ne Au-x) [, (W) du
X

X +a

f_l(x)=J Me“”fl(x—S)ds=/ pe HCTf (u)du

] Y-a
relaciones que establecen en primer lugar la continuidad de las fun-
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ciones f].(x) y por consiguiente, en segundo lugar, la derivabilidad de
tales funciones. Se obtiene entonces:

[1E)=Nf1G) =N f_ (x)
L,0)=pfix)—pf_ (x)

Si A # u, la solucion general del anterior sistema lineal de ecuacio-
nes diferenciales es:

fLx)=A+XB XMW f (x)=A+pB et W

que con las condiciones de contorno f, (b)) =1y f_, (~ a)= 0 propor-
cionan

f )= AeA-wx _ m e~ (A-ma £ o= u eA-mx _#e—(k-u)a
1 X AerA-mb _ u e~ (A-wa & NerA-wb _ ue'()"“)“

Naturalmente f].(x) es creciente conx y f, (x) > f_ (x).

Si A =u el sistema anterior con las mismas condiciones de contorno
tiene por solucién:

_Ax+Aa+l _ Ax+Aa
= e+ T Ra

Las probabilidades
g].(x)=P{EIr >0 con Z,=—a 'y
Z;<bVse0,NXyg=j,Zo=x}
se determinan de manera analoga, obteniéndose, como era de esperar,
g(x)=1-f(x)
Claramente
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P{3r>0 con Z,=blXy=j,Zo=x}= lim f].(x) V x €E(— oo, b)
a-+o

ahora bien,
3 e -b) G A\ >u
fx) — f(x)= %
= 1 si A<y
u/\ er B (x-b) siA>u
y fo,x) = f (x)= _
a-= si AsSpu

de manera que en un recorrido aleatorio simple en tiempo continuo
con A < u hay seguridad de alcanzar cualquier punto situado a la dere-
cha del punto de partida mientras que hay probabilidad menor que
uno si A > .

Analogos resultados pueden obtenerse haciendo tender » hacia in-
finito en las funciones g].(x):

N eA-mGE+) ¢ A<

g, (x)b——> g (x)=
i 1 si A=p

eA-mx+d A<u
g0 = &, 0)=

1 si A= u
Por consiguiente:

P{3r>0 con Z,=0lX,=1,Zy,=0} =
1 siAz=zpu

= ] Ne >s §_l(s) ds=
Yo

M si A<pu
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P{3r>0 con Z =01X,=—1,Z,=0}=

1 si ASpu

=J pe s f (s)ds=
0 w/A si A>u

de forma que, solo en el caso A =, el recorrido aleatorio es recurrente
en el sentido de que P {Z, =0 i.0.|Z, =0} =1.

Las conclusiones anteriores concuerdan con los valores medios del
recorrido aleatorio:

Y 22 _
ElZ|X,=1]= ;Jr” A reanAtE el

u—=A 2p -
E[Zt|X0=—1]= )\+“ t— (7\+“)2 [l_e ()\+ﬂ)t]

que se obtiene ficilmente utilizando el hecho conocido (cf [1]) de
que

ot °t
E[Zt*IXo=1']=] p;,(8)ds y E[Z;IX0=J']=J p;_,(s)ds
Jo Y0

A+

como la tendencia del recorrido aleatorio.

y configuran a

Si denominamos ahora m;(x) al tiempo medio hasta la absorcion
de un recorrido aleatorio simple en tiempo continuo con .barreras
absorbentes en —a y b, partiendo de la situacion inicial X, =7,
Z, =x, tendremos:

~b-x
my(x)=(b —x)e &2 4 ] Ne™M [s+m_ (x+s)]ds
Jo
X ta
m_ (x)=(x+a)e r*D + ’ pe kS [s+m,(x —s)]ds
Jo
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de donde
m’l(x)=7\ml(x) — )\m_l(x) -1
m. (x)=pum;(x)—pm_ (x)+1

Si A #u, la solucidon con las condiciones de contorno m,(b)=0
ym_;(@)=0es

Ne=mb _ ) -mx |\ 4y 2
my (x) = Ner=mb _ ye=-ma | X\ _py G +a)+ A—pu -
AN+ u
- b—x
?\—Ii( )
-(A-wa A-px |
_ue —une Atu 2
m_l(x)— )\e()\_ﬂ)b _“e—(k-u)a [)\_” (b +a)+ }\_“]4'
A+
+ K_Z (x +a)

en el caso A < u la absorcidon en b és segura en ausencia de la barrera
—a y el tiempo medio hasta llegar a b desde x es:

+u

rhl(x)=alirg ml(x)=—)\_# (b-x) o6
. ) + 2
m_y (x)=lm m_, (x)== ,\_Z b—-x)- —n

segin que X, == 1.

Analogamente, si A > u, hay seguridad de alcanzar los estados a la
izquierda del punto de partida y el tiempo medio que se tarda en llegar
a —a desde x es:
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+u 2 ,

ﬁ11(x)=l}£r£1° my(x)= - (x +a)+ o
R o, +u
m’l(x)—bl}.lg m,(x)= - (x +a)

segiin de Xy =% 1. En ambos casos el sumando puede inter-

_2
IN—ul
pretarse como el tiempo medio necesario para dar la vuelta, es decir,
volver a la situacidén de partida en direccién contraria, puesto que di-

cho tiempo medio es:

si Xo=—1y A<y

f pe S [s+m,(—s)lds=— -

0

+00

) J Ne M [s+m_ (s)ds=
0

— & si Xog=1y A>u

En cambio en el caso A = u se obtiene
mx)=QAx+Aa+1)(b—x)
m_;(x)=Ab—Ax+1)(x +a)

Tales funciones tienden a infinito cuando a 0 b tienden a infinito
probando que, aunque en este caso hay seguridad de pasar de cualquier
a cualquier otro, el tiempo medio necesario para dicha transicidon es
infinito.
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