TRABAJOS DE ESTADISTICA Y
DE INVESTIGACION OPERATIVA
Vol. 34. Num. 1, 1983, pp. 60 a 87

FUNCIONES DE MEDIAS DE DISTRIBUCIONES
DISCRETAS TRUNCADAS (*)

a . s
J. M” Ruiz Goémez

Dpto. de Matemadticas y Estadistica
Universidad de Murcia

RESUMEN

En este trabajo damos condiciones necesarias y suficientes para que una fun-
cién de medias sea de tipo discreto y obtenemos una relacion entre la funcion de
distribucién y su correspondiente funcién de medias en este caso. Se estudia la re-
lacion entre el caso discreto y el caso continuo.

ABSTRACT

In this paper necessary and sufficient conditions for a function of means to
be of the discrete type is given and a relation between the distribution function
and its correspondent function of means is obtained in this case. The relation
between the discrete and continuos cases is also studied.

1. Distribuciones discretas y sus funciones de medias

En un trabajo anterior [7] se ha estudiado la funciéon de medias
de las distribuciones truncadas en general, completandose algunos resul-
tados en el caso de distribuciones continuas en otro trabajo pos-
terior [8].

El proposito de este articulo es hacer un estudio analogo para las
distribuciones de tipo discreto y buscar la relacion que exista entre los
casos discreto y continuo.

(*) Recibido Enero, 1980
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En el desarrollo que sigue haremos uso de las definiciones y nota-
ciones utilizadas en los articulos citados anteriormente.

En este articulo vamos a entender por distribuciones de probabili-
dad de tipo discreto aquellas para las cuales existe un conjunto C for-
mado por un ndmero finito o numerable de puntos, sin ningin punto
de acumulacion a distancia finita y que tiene la propiedad P(C)=1,
donde P es la medida de probabilidad de la distribucion correspon-
diente.

Existen cuatro posibilidades en estas distribuciones:

a) El nimero de puntos en que esta concentrada toda la probabi-
lidad es finito, y los puntos son:

Xo<x;<x,<..<Xxp (1.

b) El conjunto C es numerable pero esti acotado inferiormente.
Los puntos de C pueden denotarse por

Xo <xy <o <xp <. (1.2)

con limx, =
n -

¢) El conjunto C es numerable pero esta acotado superiormente;
si sus puntos ordenados por orden decreciente son:

y0>y1>...>yn>... (1.3)

con lim y, =—o0
n

cambiaremos de notacion para dar unidad a la exposicién escribiendo
Xn =Y., con lo cual (1.3) se escribird asi:

X0 Xq > DX > e (1.4)
con lim x,=—o
n-+—oo
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d) El conjunto C numerable no estd acotado superior ni inferior-
mente. Eligiendo x, € C, los mayores que x, (incluyendo el x,) forma-
ran una sucesion:

Xo<x;<x,<.. (1.5)

con limx, =+o
n

y los menores que x, formaran otra
y0>y1>y2>... (1.6)

con lim y, =— o0
n

pero llamando para n <0, X, =y, las dos sucesiones (1.5) y (1.6)
pueden escribirse en forma de una sucesion con dos sentidos

s Xy ceey X— 15 X 05 X1y cevs Xy oee .7
con limx,=+4+o y lim x,=—o
n n -+ -c

Por la forma de definir las distribuciones discretas, llamando
F; C F al subconjunto de funciones de distribucion que corresponde a
este tipo, resulta facilmente que si F €F; es:

F(x) constante en [x,, X,+1)

F(x,) — F(x, —) > 0 para todo r posible 1
en todos los casos, y ademas en el caso a)
F(x)=0 en (—9o,xg) (1.9)
F(x)=1 en [x,, %)
en el caso b)
F(x)=0 en (—9o, Xxq) (1.10)
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en el caso c)
Fx)=1 en [xo, ) (1.11)

Los casos a) y b) de (1.1) y (1.2) corresponden a D = [«, o°) preci-
samente con @ = Xg.

Los casosc)y d) de (1.4) y (1.7) tienen D = (— oo, o).

Ahora queda excluido el caso D = (a, o)

Los subconjuntos de F; de los tipos a), b), ¢) y d) sefialados antes
podemos denotarlos por:

Fa) Fb) Fc} Fd} (1.12)

que constituyen una particion de F;, o sea, los conjuntos de (1.12)
son disjuntos y su unibn es F;.

Igualmente podemos denotar por:

M= (F), My =w(F,)), My=wF), My=w(F)
My = (Fy)

(1.13)

Proposicion 1.1. Sea FEF y m = w(F) condicion necesaria y su-
ficiente para que m € F; es que se cumpla:

1* El dominio D de m debe ser de la forma (— o0, =) 0 (&, ©°)

2% El conjunto C de puntos de discontinuidad de m debe ser finito
o numerable sin puntos de acumulacion a distancia finita.

3% En el caso D = [, ) debe ser min C > « para el minimo de C
que indudablemente existe por la condicion 22.

4% Si x’, x” son dos puntos de C consecutivos, m(x) debe ser
constante en el intervalo [x’, x )

En el caso D = [a, =), m(x) debe ser también constante en el inter-
valo [a, min C).

Cuando exista maximo de C, m(x) debe ser constante en el inter-
valo [max C, o).
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Observacion. Antes de pasar a la demostracion veamos que se pue-
de establecer una notacion para los puntos de C con arreglo a su tipo
de orden creciente.

En el caso D =[q, o) llamaremos siempre x, a & y el conjunto
CU {a} =CU {xy} puede ordenarse en una de las dos formas siguien-
tes:

a) xo<x;<..<Xxp
b) xo<x;<..<x,<.. segin sea C finito o numerable.

En el caso D = (—oo, o) los puntos de C pueden ordenarse en una de
las dos formas siguientes:

C) X2 X1 >..>0Xp > ...

d) o <x < <xo<xp<x;<..<x,<..segin que exista
maximo de C o no exista.

Con esta notacion la condicidn 4% del enunciado se traduce asi:

m(x) es constante en cada uno de los intervalos: [x,, X,+;) en
todos los casos; [x,, =) en a) y [x, ) en b).

Demostracién. La imposibilidad de que D = (&, o) ha sido sefialada
anteriormente, y constituye la condicion 1%.

La Proposicion 3.3 de [7] y la definicion de F € F; nos conduce a
las restantes condiciones, coincidiendo los casos a), b), ¢c) y d) sefialados
al comienzo de este parrafo al coincidir las discontinuidades de F, con
los tipos a), b), c) y d) de la observacion anterior, quedando asi proba-
da la Proposicion.

Proposicion 1.2. Sea F € F; y m = w(F). En cualquiera de los casos °
(1.1), (1.2), (1.4) y (1.7) vale:

F(x,) _ Xr+1 — mXr4q)
F(xri1) Xpiq — m(Xy)

(1.14)

Demostracion. Es consecuencia inmediata de (3.8) del Lema 3.1 de
3.1 de [7] tomando 4 =Xx,4+,, B=Xx, y del hecho de ser F(x) cors-
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tante en [x,, X,+,), por lo que F(x,,,—)= F(x,) y dicha igualdad (3.8)
de [7] nos da:

F(xre1) __Xr+1 — m(xy)
F(x;) Xpe1 — M(Xr41)

y como los numeradores de esta igualdad no son nulos, resulta (1.14).

Una consecuencia inmediata de (1.14) es la siguiente féormula vali-
da para todo k < k’ estando k y k’ dentro de sus valores posibles:

¥
O Xr+1 — M&rsq)
r=k Xr+1— m(x;)

Fixp)= Fxp+1) (1.15)

En el caso discreto que estamos considerando, puesto que en cada
intervalo [x,, X,+;) tanto F(x) como m(x) son constantes, basta cono-
cer los valores F(x,) y m(x,) en los puntos x, para determinar F'y m
completamente.

Se suelen utilizar en los calculos las probabilidades que correspon-
den alos puntos x,

p, = FGx,) — F(x,—) =F(x;) — F(x,-y1) (1.16)

con lo cual se tiene, por ejemplo, la expresion siguiente para la
funcion de medias:

X
[Tuarw) 3 px
()= — =152
e Fx) T p

X< x

y de acuerdo con la observacion anterior, es suficiente conocer para
todo r posible:

65



m,)=—0g——— 1.17)

2. Obtencion de w™! en el caso discreto
La formula (1.14) o mas directamente (1.15) permite obtener F a
partir de m en el caso discreto.

Proposicion 2.1. Si F € F; y m = w(F), se puede obtener F a partir
de m por las formulas siguientes:

Para el caso a)

Fx)=0 six <Xxg

Faogy= T X —m&re) Lo 2.1)
k r=k Xrsy —mx,) > ’

Fix)=1 six 2 x,

Para el caso b)

F(x)=0 six <xg

Fogy= 1 i =MOre) oy 5 2.2)

rek Xr+1— m(x,)

Para el caso ¢)

Xpe1— MXpyq)

F = II ik=—-1,-2,.. 2.3
(%) S e si (2.3)
Fix)=1 six 2x,
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Para el caso d)

2 Xpeq — M(Xryyq)
F(Xk)—rgk Xr+1 — mlx;)

sik=0,%£1,%2, ... (2.4)

Se entiende que en todos los casos a), b), ¢) y d) F(x)=F(x,)=
= constante en los intervalos [x,, x,+ ).

Demostracion. Se obtienen estas formulas utilizando (1.15) y dis-
tinguiendo las particularidades de cada caso sin que ofrezca dificultad
los detalles pertinentes.

3. Condiciones necesarias y suficientes para que m €M,
Teorema 3.1. Sea m una funcién real. Condicidén necesaria y sufi-
ciente para que m € M; = w(F;) son las siguientes:

1* El dominio de m debe ser de una de las formas siguientes:
(=20, ) 0 [a, ).

2% Si D = (—oo, =) para todox €D, m(x) <x
SiD=[q »),a<mx)<x paratodox > ay m(a) =«
3% m es creciente en sentido amplio.

4% El conjunto C de los puntos de discontinuidad de m debe ser
finito o numerable, sin ningiin punto de acumulacion a distancia finita.
Para cada dos puntos de discontinuidad consecutivos x,, X,41; m(x)
debe ser constante en [x,,X,+1). Si existe un punto de discontinuidad
maximo M, m(x) sera constante en [M, o).

En el caso D= [a, =), si x; es el primer punto de discontinuidad
debe serx; > ay m(x) constante en [a, x ).

Observacion. Los puntos del conjunto C o CU {«a} de esta condi-
cion 4? pueden recibir la notaciéon que se indico en la observacion de la
Proposicion 1.1, notacion que adoptaremos en lo que sigue.

5% Cuando no exista maximo de C, la serie
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= mx,4q) — m(x,)

z .
r=0 Xr+1 — MXr4q) G-
es convergente (casos b) y d))
6* Cuando sea D = (—oo, =) la serie
m(xy4q) — m(xy) (3.2)

oL r < ~1 Xr+t mxrsq)

es divergente (casos c) y d)).
7* Cuando D = (—oo, =) (casos ¢) y d))
Xreg — MXreq)

) o =0 3.
klin_loo (m(xg)) r>k Xrer —mQx) (3.3)

Demostracion. La necesidad de las condiciones 1% y 4? se sigue de
la Proposicion 1.1. La 2%, 32, 5% y 6® se sigue de 1a 2%, 3%, 5% y 6* de la
Proposicion 7.1 de [7] teniendo en cuenta la Proposicion 1.1, ya que la
integral de Lebesgue-Stieltjes de la condicion 52 de la Proposicion 7.1
de [7] se convierte en la serie (3.1), y lo mismo ocurre con la integral
y la serie de la condicion 6°.

La condicion 7% se sigue de la Proposicion 7.1 de [7] y de la Pro-
posicién 2.1 formulas (2.3) y (2.4).

Para demostrar la suficiencia de dichas condicienes,-supongamos que
m es una funcidn real que las satisface y F 1a funcién construida por las
formulas (2.1), (2.2), (2.3) y (2.4) de acuerdo con el tipo del con-
junto C.

F esta definida por la expresion:

F,(xk)___ 0 Xr+y — MXrey)

3.4
r>k Xr+i — m(x,) 3-4)

aparte de las particularidades que se sefialanen (2.1), (2.2), (2.3) y (2.4).

68



Se debe demostrar en primer lugar que F asi construida es una
funcion de distribucion.

Por las condiciones 2% y 3% de 1a Proposicion:

Xre1 — MXr4q)
Xreq — m(x,)

0< <1 (3.5)

luego por (3.4)
0<Fl(x)<1

si el producto existe. En los casos b) y d) la convergencia de (3.4) es
equivalente a la de:

_1 -1 Xr+1 — M(xr) — (1+ m(xr+1)—’7_’l(xr))
F(xx) rxk Xre1—M&re1) ;>4 Xrey — My +1)

el cual es convergente por la condicion 5% de la Proposicion, es decir
(3.4) es convergente. En los casos a) y c) la existencia de (3.4) no ofre-
ce duda pues es un producto finito.

De la (3.4) se sigue:

Xgey —MXg+1) =

Fon) == oy [ Gk (3.6)
que junto con (3.5) nos da
Flxg) <F (g +1) 3.7
luego F es monotona.
Para demostrar en los casos ¢) y d) que:
kljxyw F(x;)=0 (3.8)
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supongamos k < 0 y escribamos

F_(xk)= I Xr+1 __ﬁ:l_(xr+1) _
r>k Xr+1 m(x,)

Xreg — MXrseq) =
= II — P P=F
k<r< -1 Xre1 — m(xy) ( (xo))

Xreq — Mx
Pvale lenelcasoc)y I — _( r+1)
r=0 Xr+ep — mxy)

casos P= F(xo), luego:

en el caso d) y en ambos

ﬁ(xo) -

F (1 + ﬁl(xrn)—ﬁ(xr))
Flxp) k<r<-1

Xreg — M(Xrsq)
la condicion 6% implica la divergencia de este producto, es decir,

Flxg) _
mim ———=0o
k-~ Flxg)
y por tanto vale (3.8).
La condicion klim F(xk) =1 es trivial en los casos a) y c) y es
-+ + oo
consecuencia de la convergencia del producto infinito (3.4) en b) y d).

Por lo tanto queda comprobado que F es una funcion de distribu-
cion FE€F;.

Solo falta comprobar que w(ﬁ) =m. Ahora bien, (3.6), que resul-
t0 de (3.4), se puede escribir:

(kvy — MG FOep)= (g o1 — Mk +1)) Flek +1))
de donde operando y cambiando k£ + 1 por r se obtiene:

F(xy) m(x,) — Flroy) iCer-1) = X, Flx,) — FOt,-1))
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y utilizando la notacion mas breve (1.12):
F(xy) = Fx,-1) = Fx) — Ft,—) =,
tenemos
F(xp) ilxy) = Fxr-1) - 1) = Dy X, (3.9)

Supongamos por ejemplo el caso a) o b), o sea, D = [o, 0) = [x,, o).

Podemos escribir (3.9) parar =1, 2, ..., k y resulta, al sumar dichas
igualdades:

— — k
F(xg) m(xg) — F(xo) m(xo) = r§1 Py Xr

pero mi(x o) =X ¥y como se define:

po =F(xo) — F(xo—)= F(xo)
— . k
resulta Flep) m(xg) = ? . D, X,
_ _ ko _ _ k
Fap=Fxo)+ Z FCer) = Feor-)= Z p,

y finalmente:

Z px,
r<k

z
r<kpr

m(xg) = (3.10)

que es la funcion de medias de la funcion de distribucion Fen la forma
(1.17), o sea, m = w(F).

Esencialmente distinto es el caso en que F se determina por (2.3)
0(2.4), osea, en los casos c) y d).
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En estos dos altimos casos, de (3.6) o (3.12), que siguen siendo
validas, se sigue:

> Fa)mx) —Fe, )G, )= T p,x G.11)
<k k’ <k

XA <r<

Pero en los dos casos (2.3) v (2.4), la formula (3.4) llevada a la
condicion 7% del Teorema, o sea, (3.3), permite escribir:

kh’m m(xx) Foxx)=0
lo que prueba que si en (3.11) hacemos tender k’ a — oo, existe el limite
del primer miembro y por lo tanto es convergente la serie del segundo

miembro y obtenemos:

Fep) mx)= = p,x,
r<k

y por tanto:
Z p.xr
) =
F(xg)
lo que prueba que
m = w(F)

y queda demostrado el Teorema.

4. Ejemplos

Ejemplo 4.1. Sea la funcion real m con dominio D = [0, o) defini-
da de la siguiente forma:

ar
a+1

m(r) = sir=0,1,...,n
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an
a+1

m(x)= six=n “4.1)

m(x) constante en cada intervalo [r, ¥ + 1) (@ > 0)

Resulta facil comprobar que la funcion m asi definida, verifica las
propiedades de una funcion de medias discreta, es decir, m € M.

Por la Proposicion 2.1 existe una funcion de distribucion F € Fy,
cuyo valor es:

F(x)=0 six <0

nr@+a+l) L
Tl m+a+1) sir=0,1,..,n—1

F@r)= (4.2)

Fix)=1 six=n

La funcidon obtenida verifica las propiedades de una funcion de
distribucion, por ejemplo:

an! I"(r‘+a)
r"T(mn+a+l)

Fn)=1; p,=F@)—F@r-1)= >0, etc.

Si a=1, entonces p,=1/(n + 1) y se trataria de una distribucion
con masa constante igual a 1/(n + 1) en cada uno de los puntos
rir=0,1, .., n).

Si a=2, entonces p, =2 (r+ 1)/(n + 1) (n + 2)) y se trataria de
una distribucion cuya probabilidad en cada punto r (r=29,1, ..., n)
es proporcional al valor r + 1.

Ejemplo 4.2. Sea

Xo >x—_1 >X—2>... (43)

una sucesion con:
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limx_, =—o0 4.4)
n

y ¢ > 0.
Definiremos:
mx)=x,—c six €Elx,, x,+1) r<1)

4.5)
mx)=xo—c six €[xgy, )

Se cumplem para esta funciébn m las condiciones de la Propo-
sicion 3.1.
Probaremos la condicion 72
Sea k =—n < 0. Entonces:
Xrey — MXre1) _

m(xy) I1 =
Er<r< -1 Xr+1 — m(x,)

=y —©) I Xrs1 — (Xreg —C) —
- n<r< -1 Xre1 — (Xp—0)
c ] c CRYY c

C+x0—"x_1 C+x_1—x..2 C+X—n+1_x_n (4‘6)

=(X-n—c)

y llamando

Xog X =Ca,
X_1—X_,=cCa,
X-n+1 —X-n=Cay

Xo~—X-p=c(a; +ta, +... +a,)

la expresion (4.6) se transforma en:
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Xo—c—cla,ta+..+ay
1+a)A+ay)- (1 +ay

4.7

Evidentemente ¢; >0 y S, =a; + ... + a, tiene de limite infinito,
luego una parte de la expresion anterior es inmediato que tiende a cero

Xo —C N
(1 +a)...(1 +ay)

0 4.8)

La otra parte de (4.7) prescindiendo de (4.8) se reduce a:

Sn Sn < Sn _
n 1+, + a: (s - as
M +a) nT Ry St Fad
1
_ 2
=¥ a, A —a1/Sy) * .. ¥ an, (1 —an/Sn) (4.9)
Fijado € > 0 elegiremos p de modo que
p
2z a;>4/e
i=1
y ya fijado p determinaremos g de modo que:
CAPNE i=1,2,..,p; sin>q>
S, 5 parai=1,2,..,p; sin>q>p
con lo cual
. B D )
a,-(l Sn)>2 i=1,2,..,p; n>q 4.10)

y (4.9) se acota asi
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S 2
—< < 2 <e (n>gq)

n n
H(+a) Za(-als)  £a0-a/sy)
1 1

y resulta finalmente que el limite de (4.6) es cero, quedando probada
la condicion 7% de la Proposicién 3.1.

Como las restantes se prueban también facilmente resulta que
la funcion m de (4.5) es una funcion de medias.

Ejemplo 4.3. Seaxy=x¢o +kd(d>0)(k=0,—1,...)

mx)=x,—c six €[xp, Xr41)
mx)=xo —c six €[xg, ) “4.11)

(c>0)

Esta funcion m es un caso particular del ejemplo anterior, por lo
que m dada por (4.11) es una funcion de medias. La funcion de distri-
bucion correspondiente sera:

Fa-)=F)= T —==p" (p=c/c+d)

-nLr< -1

y ademas F(x,)=1.

5. Producto integral de Peano
Existe una relacion entre los casos discreto y continuo que vamos
a exponer en lo que sigue.

Para ello introduciremos el producto-integral utilizado por G.
Peano [3], V. Volterra [5], N. Arley [1] y otros.

El concepto es simple y se reduce a formar el concepto correlativo
al de integral sustituyendo la operacién de suma por la de producto,
por lo que lo exponemos someramente.
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Sea f una funcidén continua y positiva en [a, b], y g una funcion
continua y monotona creciente en [a, b], es decir, si

as<x;<x,<b sesigue gx;)<glx,)

Estas limitaciones para f y g son suficientes para nuestro objeto.

A este par de funciones f y g queremos asociar un nimero J que lla-
maremos producto-integral en [a, b] y que representaremos por:

b
J=s (I +f(x) dg(x)) (5.1)

Sea T={Xg, X1, o0y X}, a=Xg <Xx; <... <X, =b una particidon de
la, b] y xi,x3, ..., x; nimeros cualesquiera con la Unica condicion
Xy <X, S<Xp+1,r=0, 1, ..., k— 1.

La norma de la particion 7 viene dada por:
N(vr)=rr;ax (xre1 —Xp) (5.2)

Denotemos por

k-1 k-
J(7T)=r1=10(1 + flxr) (g(xr+1)—g(xr))=r13: (1 +fCer)) Agxr))  (5.3)

Aglx,)=gxr4y) — g0xy)

Establecida esta notaciéon podemos formular la siguiente defi-
nicion.

Definicion 5.1. Llamamos producto integral (1.1) al nimero J si
para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que para toda particion de norma
N(m) < 6 se tiene |J(m) — J| <e.

Este concepto esta relacionado con el de integral. Llamemos / a la
integral de Riemann- Stieltjes
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b
1=f fx) dg(x) (5.4)

Entonces podemos enunciar la siguiente Proposicion.
Proposicion 5.1. Siendo f(x), g(x) continuas en [a, b], f(x) positiva

y g(x) monodtona creciente existen (5.1) y (5.4) y se verifica la re-
lacion:

b b
l; (1 + fix)dgx))= exp(f Jx) dg(x))

Demostracidn. Es facil comprobar que si |x| < 1/2 se verifica:
x—x2<Iln(+x)<x (5.5)

relacion que aplicaremos posteriormente.

Fijado € > 0 por la continuidad de la funcion exponencial existe
unn >0talquesi/ —n <x <[I+nsecumple:

expl‘—e<expx<exp[+e (5.6)

relacion que también usaremos mas adelante.

La existencia de la integral (5.4), que es conocida, nos asegura que
al nimero n/2 le corresponde un 6, > 0 tal que si N(7) < 6, entonces

k-1
Eo fx) gley) —11<n/2

o bien, llamando para abreviar 4, = f(x,) Ag(x,) que con N(m)< 3§,
se tiene:

k-1
[-n2< £ A,<I+n/2 (5.7)
r=0
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Llamando

K =max f(x) (5.8)
7’ =min (1/2 K, n/2 K2 (g(b) — £@))) '

por la continuidad uniforme de g(x), al nimero n° > 0 le corresponde
un 6, > 0 tal que
0<x”—x'<68, implica g(x’)—gkxH<7%’

luego si N(m) < 6,, max (Ag(x,;)) <n’, de donde:

Ar=fx;) 0gx,)) <KW <K-1/2K=1/2 (5.9)

lo que permitira aplicar (5.5) con x = A,y también con N(7) < 8,:

1 k-1
AP =2 (flx}) Dg(x))? <SK? (g(b) — g(@)m’ <nf2 (5.10)

k-
z
r=0

Aplicando pues (5.5) con x =A,, valida por (5.9) se obtiene:

Ay — A7 <In (1 + fix;) Aglxp)) < 4,

y sumando:

k-1 k-1 k-1 k-1
A}<In TT (1 +fx) Agx)< T A,
r=0 r=0
y con N(m) <min (§,, 6,) se pueden aplicar (5.7) y (5.10) y resulta

k-1
I—-n<In II (1+fx)Ngx)H<I+n/2
r=0

y esta tltima permite aplicar (5.6) con:
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k-1
x=In I (1 + f(x;)Ag(x,)) y resulta
r=o0
k-1
expl—e< II (1 +f(x;))Aglx,)<expl+e
r=0
que prueba la existencia del producto integral:
b
P (1 +f(x) dg(x))

y la igualdad de la Proposicion, quedando ésta demostrada.

Una propiedad sencilla del producto integral es la siguiente:

b c c

l; (1 + fCx) dg(x)) g (1+ flx) dgx)) = l: (1 + f(x) dg(x)) (5.11)
la cual se obtiene inmediatamente de la Proposicion anterior.

6. Relacion entre los casos discreto y continuo

Las formulas de w™! obtenidas para los casos discreto (2.1) y
continuo (4.14) de [8] estin relacionadas, pudiendo obtenerse la del
caso continuo por un proceso de limite del caso discreto, bajo ciertas
condiciones.

Supongamos que m es una funcion de medias que cumple las si-
guientes condiciones:

a) m €M, o sea, es continua
b) el dominio D de m es («, =)

c) mes constante en [f, o), pero

m(x)<m(B) parax <p
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En estas condiciones F=w~!(m) EF, y vale F(a)=0, F(B)=1.

A partir de m se pueden definir distribuciones de tipo discreto
del siguiente modo. Sea 7 una particion del intervalo [«, 8].

a=xy <x; <x, <..<xt=0 6.1)
con norma
N(m)=max (x,4+q1 —Xp) (6.2)

A partir del par m, 7 se puede obtener una funcion de medias
m, € My definida de la siguiente forma:

dominio de m, = [, o)
Mq(X)=X, si x €[xg,xy)

(6.3)
Mmq(x)=mx,) si X €[xp, Xr41)

mq (B) =6 si x €[B, )

La funcion m,(x) es constante emlos intervalos [x,, X;+1) ¥ [8, ©°)
pero los puntos x, no son forzosamente de discontinuidad de m,,
pudiendo asegurarse solamente que

My (Xp) S My (Xr41) 6.4)

El conjunto C de puntos de discontinuidad de i, es un subcon-
junto de (6.1).

El comprobar que m, es una funcion de medias es trivial y omiti-
mos su demostracion.

Sea ahora
Miy Myy ooy Mhy oee (6.5)
una sucesion de particiones del intervalo [e, 8] que cumple la condicion
h’;n N(my,)=0 (6.6)
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Los puntos de m, se deben denotar asi
a=xP <x? <. <x{, =8
valiendo
N(mn)=max ({7, — x™M)
r
ll;lm N(m,)=0

Llamaremos para abreviar my (x) a m,, (x).

Teorema 6.1. Sea m € M. con las condiciones a), b), ¢) sefialadas
al comienzo del parrafo. (m,) una sucesion de particiones (6.5) con la
condicion (6.6) y (m,,) la sucesion de funciones definidas anteriormente
a partir de m y m,. Entonces

1°. my EMd

2°. 1im m, (x) = m(x) uniformemente en D
n
3% sies F=w 1 (m), F, =w ™ (m,) vale

lim F, (x) = F(x)

Demostracion. El apartado primero ya ha sido sefialado anterior-
mente. El segundo se obtiene facilmente como sigue. Sea a<x <,

xM <x <x®,, mxP)<mx) <mx®,) y por la forma de definir
m,, vale

mex M) =my (x) <mxM,
luego

0 <m(x) — my(x) =m(x) — m(x™)

ahora por la continuidad uniforme de m en D, fijado € > 0, existe
un 6 > 0 tal que
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si 0<x”—x"<6 sesigue 0<mx”’)—mx)<e
y como llega a ser N(7) < 8, se cumplira por tanto
0<mx)—my(x)=mx)—mxP)<e
por ser
0<x —x™<x{ —xM < N(m,)< 8
lo que prueba que
h’rfn my (x)=m(x) uniformemente en D 6.7)

Para x = § es trivial (6.7) por lo que resulta la segunda propiedad
del Teorema.

Para demostrar la 3® parte de la tesis empezaremos notando que
la féormula (1.15) para distribuciones discretas, que puede escribirse asi:

F(xk’+1) _ K Xpey1 — m(xy)
Fixg)  rok Xpeqg —mxrsq)

(6.8)

es valida aunque se intercalen entre los puntos de discontinuidad
puntos que no lo sean; en efecto seax, <x’<x,4; con m(x,) =mx’) <
< (xy+1); entonces resulta evidente que:

Fxpey) _ Xre1—mber) _ Xre—m&x) X" —mxy)
F(x;) Xro1— MXre1)  Xper— mreq) X —mx’)

(6.9)

Por ello puede aplicarse dicha formula (6.8) aunque no sean todos
los puntos x, de discontinuidad.

Si suponemos ahora que x € [xJ”, xJ;) con a<x <p vale
m,,(x)=m(xl(,”)); y valdra por (6.8), teniendo en cuenta que F, es
constante en [xl(,"), x,(,",), 1)
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L _Fn@®) _ FaGclly) _FO-1 x® o) _

= = =1
Fa)  Fa®)  Fpx™  r=p xB —m,(x®,
k@m)-1 mx® ) — mx™)
=1 ( L+ — (i) - (6.10)
r=p Xpey — mx2p)
El primer factor de (6.10)
m(x§?1) — mxg?)
An= (1) ")
Xp+1 — m(xp+1)
es evidente que tiene de limite la unidad si » tiende a infinito.
También tiene de limite la unidad de expresion:
5 _1+m@ﬁ0—ma)
" xg?l - m(x,(;na21
con lo cual (6.10) la podemos escribir asi:
1 A,
o) - B, J(oy) 6.11)
con
m y_ k@m)-1 A ®
m(x m(x
JWU=(1+ é”“) mf)) T ( + u’b))
Xpyy — mOpiy) [r=p+1 Xpyy — mOryy)

D) =mGy) — m(x ()

pero J(o,) corresponde a la expresion (5.3) que se utiliza para definir
el producto integral con las funciones

ﬂ0=7j%@y’mﬂ=m0)
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y la particion [x, Bl, x <x§2; <x9R, <..<x "(),,) =B por lo cual al
tomar limites en (6.11) resulta:

1 B dm(t)
‘f(l + r—m(r))

y por la Proposicion 5.1

1 B B am@y \_ = dm(t)
1im F, (x) “eXp(fx f— m(t) )‘e"p(fx r— m(t))

y por (4.14) del Teorema 4.1 de [8]

Iim F,,(x)=F(x)

Para x 2 o x < « la relacion anterior es trivial, con lo cual queda
demostrada la tercera parte del Teorema y este en su totalidad.

7. Ejemplo

Ejemplo 7.1. Seala funcion m € M, definida por

m(x)=a_f_1x si 0<x<Vb
b .
m(x)= aa+1 six=2b

osea, D= (0, )
Consideramos la particiéon « del intervalo [0, b], 7= {x¢, X1, .-, X5}

conx,=r-§—(r=0, 1,2, ..,n).

La funcién de medias discreta correspondiente a la particidon  es
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b ar
m,,(x,)=7 2+ 1 r=0,1,...,n
(7.1)
ba
m,,(x,)—“—a_‘_1 r=n

que es facil comprobar que verifica las propiedades de una funcion de
medias discreta.

La funcion de distribucion discreta correspondiente a la funcion de
medias (7.1) es por (2.1)

Fn(x)=0 si r<O0

nT@r+a+1)
rPl(n+a+1l)

Fy(x,)= si 0sr<n-1 (7.2)

Foxp)=1 si r=n

La funcion de distribucion (7.2) coincide con la funcion de distri-
bucion (4.2) del Ejemplo.4.1 que corresponde a la funcion de medias
“4.1)

. e r X
Si hacemos tender # a infinito con w7 3

lim m,(x,)= =m(x) con x €(0, b]

r/n »x/b at1
n e (7.3)

, _ab
r/;%l-r»nx/b i (%r) = a+1

con x=b

donde m(x) es una funcion continua que verifica las propiedades de
una funcién de medias como es facil comprobar.

En las mismas condiciones de los limites anteriores, la funcion de
distribucién discreta I, (x,) tenderia a:
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i , n!T(@r+a+l) x ‘
lim F, (x,;)=lim ATm+at D =\ =Fx), (0<x<Vb)

(7.4)

(Six=2b, lim F,(x,)=1)

La funcion definida por (7.4) es continua en D y resulta inmediato
comprobar que verifica las propiedades de una funcion de distribucion,
por tanto F €F,.

Veamos por Gltimo que la funcién de distribucion (7.4) es la imagen
mediante w~! de la funcidén de medias m €M, obtenida en (7.3).
En efecto, utilizando (4.14) de [8] resulta

b B a
F(x)=exp|:—f %}(%) x €(0, b]

F(x)=1 x>b

que coincide con (7.4).
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