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RESUMEN

Consideramos la conexidon que existe entre la informacion de Kullback y los
tests admisibles Optimos en el conjunto de riesgos de Neyman - Pearson, usando pa-
ra ello el estudio de problemas de programacion matemdtica de tipo infinito. Se
obtienen resultados que caracterizan un subconjunto de soluciones Bayes como
consecuencia del conocimiento de la informacibn, asi como una medida de discri-
minacion entre hipOtesis para el conjunto de riesgos.

INTRODUCCION

Gran parte de los problemas de Optimo que se plantean en la Esta-
distica Matematica sugieren la aplicacion de las modernas técnicas de la
Programacion Matematica. Las restricciones de linealidad y convexidad,
que son las mas estudiadas, suelen verificarse de forma natural debido
a las propiedades de los conjuntos de medidas, riesgos, etc. ...

Son muchos los autores que han tratado de relacionar el contraste
de hipotesis con la informacion de Kullback, unos basandose en la es-
timacion de los multiplicadores de Lagrange, otros estudiando los pro-
blemas de tipo asintotico. En éste articulo hemos evitado éstas corrien-
tes, nuestro objetivo ha sido la basqueda de conexiones entre los pro-
blemas de optimizacion que surgen del modelo de hipoOtesis simple

(*) Recibido Febrero, 1981
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contra alternativa simple, en su version clisica y Bayes, con los de
minima informacion.

Una consecuencia fundamental de este articulc es la dependencia
que existe entre la eleccion de una distribucion a priori para la obten-
cion de la regla de Bayes Optima y el concepto de informacion de Kull-
back, pues se da una medida de discriminacion entre las hipOtesis en
términos de una diferencia de medias asociadas a las distribuciones
a priori

Hemos supuesto que las pérdidas sobre las hipotesis son la unidad,
el motivo no es otro que evitar la complejidad de notacion y célculo.
Si se usan otras la generalizacion es trivial, sin mas que considerar los
cambios de escala en los errores de tipounoy dos, asi como la norma-
lizacion de las funciones de distribucion que se obtienen de ellos.

INFORMACION OPTIMA

Supongamos que F(x) y G(x) son dos elementos fijos de un con-
junto convexo y homogéneo de medidas de probabilidad M, domina-
do por un medida u, sobre un espacio medible (£2, A). Sea ¢ un nG-
mero real. Nuestro problema inicial consistird en hallar la medida en
probabilidad A(x) mas proxima a G(x) en el sentido de la informacion
de Kullback, sujeta a la restriccion de que la diferencia entre la infor-
macion de A(x) a G(x) y la informacion de A(x) a F(x) sea el valor c.

Sea P el conjunto de las derivadas de Radon - Nikodym respecto de
u de la familia M, el problema de optimizacion considerado es hallar
un & EP, siexiste, tal que

inf/®:g)
sujeto a la restriccion de que
Sx)EN()={6x)EP:-AX)EM,I6:2)—1:H=c}
donde f gy 6 son las derivadas de Radon- Nikodym respecto de u de
F, G y A respectivamente; ¢ es inicialmente una constante, que admiti-

ra una excelente interpretacion como parametro.
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Este problema fue inicialmente planteado por Kullback [8] para
relacionar la teoria de la informacion con el concepto de razon de vero-

similitud.

Nuestro problema de programacion matematica es de tipo convexo
e infinito, ya que /(6 : g) es una funcion convexa en 8 y las restriccio-
nes son lineales en 6, luego es posible aplicar la teoria general de los
problemas lagrangianos en la version infinita de Hurwicz [5] e Isii [6]

al problema primal

»

inf ] log (8(x)/g(x)) 6(x) du(x)
Ja
condicionado a que

5(x) ET(c) = {8(x) EP" / log ( fx)/g(x)) 8(x) du(x) =
JQ

=c,/ 6(x)du(x)=1}

JQ

siempre que el punto ¢ sea interior al conjunto

f / log (f(x)/g(x)) dAGx) : AE M}

JQ

El teorema de la dualidad nos asegura que:

inf j log (5.0)/g(x)) 8(0x) dux) =
s ETE Jg

= sup {uc+v+ inf / (log (6(x)/g(x)) —
(u, v) sEP |

— u log (f(x)/g(x)) - v) 6(x) du(x)}
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La solucion de

sigfl; / (log (6 (x)/g(x)) — u log (fx)/g(x)) — v) 6 (x) du(x)

JQ

nos viene dada por

5*(x)=g0x) exp {u log (flx)/gx)) +v — 1}
donde u y v son los multiplicadores de Lagrange, sin restriccion de sig-
no, que dependén de c. Estos multiplicadores pueden determinarse
obligando a la solucion anterior a que verifique con el conjunto de res-

tricciones. Como 8 *(x) debe ser funcion de densidad, tendrd que cum -
plir

[ g(x) exp {u log (flx)/g(x))+v — 1} du(x)=1
JQ

de donde se deduce que

v=1—-logpu)

siendo

p)= / (SO (gON' ™ du(x)

JQ

por tanto tendremos que
8, (x)= (O (80N /o)

es la funcion de densidad solucién a nuestro problema, dependiendo
del multiplicador u.

El problema de dualidad queda reducido a
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(1/2, 1/2) por las propiedades de los tests aleatorizados, asi como que
su interior es no vacio pues F'y G no son idénticas, pues si lo fuesen
la restriccion I (6 : g) — I (6 : f) =c¢ no tendria sentido para ¢ distinto
de cero. Si como hemos visto S(®) no puede coincidir con D,, igual
sucede con D, debido a que F'y G pertenecen a un conjunto homo-
géneo de medidas y por tanto los Ginicos puntos comunes de S(P) y
D, son (1,0)y (0, 1). '

Representemos por 0S(®) la frontera inferior de S(®) por ser éste
cerrado, convexo y con interior no vacio, existe una recta soporte a él
en todo punto de 0S(®P) tal que

Lha+tLB<Ly +1ly,
para todo (¥,,7,) €ES(@)y con (¢, f) €0S(P). Las componentes del

vector (I;,1,) € (R*)™ son del mismo signo y ademds no pueden ser
las dos nulas debido al teorema de separacion de conjuntos convexos.

Sea h =1,/1, el nGmero real que representa el opuesto de la pendien-
te de la recta soporte a S(®) en (&, B) y que toma valores de cero a
infinito.

Tomemos la funcion continua y creciente
h =exp c(u)

que admite como valores extremos a

ho=exp c(0)=exp {=1(g:N} y hy=expc(l)=exp {/(f:8)}

Definimos los conjuntos de la forma:
aS)= {(e B) :h(w) a + B=inf {h@) y; t ¥, : (¥1,¥2) ES(P)}} NS(P)
entonces llamamos conjunto de soluciones admisibles Kullback a

S={(o, B)€0S(P):Tu €0, 1] = (o, f) €E0SW)}

Sean los (1, 1,) € (R*)* con 1,/1, = 0, tales que

25



v Ww)=—cu)

v”(u)=—Var {(log (f(x)/g(x)))?/6,}

Consideremos ahora la variacion del parametro ¢. Si suponemos el
problema de hallar § € P, si existe, tal que

infl1(6:g)
sujeto a la restriccion de que
dx)er)={8x)eP - Ax)eEMIG:H-I1G6:g)=c}

Chermoff [2] demuestra que su solucion guarda una simetria con el pro-
blema original respecto a un punto u del intervalo (0, 1) que puede ser
determinado en nuestro caso haciendo ¢ =0, lo que implica

16,,:8)=106, 1

éste punto es fundamental en los trabajos del mencionado autor, pues
en él basa su funcion de eficiencia relativa. Trataremos de caracterizar
todos los valores de u, dando otro significado a u, que consideramos
de igual relcvancia.

Debido a la expresion p’(u)/p(u)=c y la convexidad de p(u), cuan-
do ¢ varia desde —I(g: f) a I(f:g) entonces u tiene una variacion
estrictamente monoOtona y continua de cero a uno (Kullback [8]), esta
monotonia estricta nos asegura que la variacion de u en [0, 1] nos in-
duce una variacion de ¢ en el intervalo [—1(g : /), I(f: g)].

SOLUCIONES ADMISIBLES KULLBACK

Como consecuencia de la correspondencia biunivoca que existe
entre ¢ y u, expuesta en el Gltimo parrafo del apartado anterior, se
establece en el espacio muestral £ una particion en funcion de u al
considerar la restriccion

/ (log (f00)/g(x)) — c)) 85(x) du(x) =0

J 2
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c.s. en u, implicando la existencia de conjuntos de la forma

Aw) = (x €Q : log (fx)/g(x)) < cw))
A" w) = {x €Q : log (f(x)/gx)) = c(u)}
A @) = {x €Q : log (flx)/gkx)) > cw)}

donde el signo que aparece en el superindice indica la desigualdad que
existe entre log( f(x)/g(x)) y c(u). La construccion de éstos conjuntos
ha de permitir una interpretacion estadistica y geométrica de c(u)
para cada valor de u, basandonos en la teoria de Neyman-Pearson
(Ferguson [4]).

Sea (¥;,y,) un punto arbitrario de R? y consideremos los
conjuntos

Do={(y1,y2):y1+y.=1, y»=20,y,20}

D, ={(y1,y2):0<y;<1, 0y, <1}

De otra parte las medidas F y G, asi como el conjunto de tests
aleatorizados ®, inducidos por el problema de contraste de hipotesis
simple contra altemativa simple

Hy:G frentea Hy: F
definen el conjunto

S(cb)=] / 6(x) dG(x), [ (1 — ¢(x)) dF(x) : €D
J

JQ

donde las coordenadas de los puntos de S(®) expresan el error de tipo
uno y dos respectivamente. Se verifica de forma trivial que

Dy CS(®)C D,

ademas por el teorema de Liapounov [10], S(®) es cerrado, acotado y
convexo; de otra parte sabemos que es simétrico con respecto al punto
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inf / log (6(x)/g(x)) 6(x) du(x)=sup {u c - logpu)}
NS I‘(c)_ Q u

Para el valor de u tal que
pPwp@)=c

se obtiene el Optimo de nuestro programa, pues

2
du?

{uc —log p(u)} == Var {(log (fix)/gx)))*/8,} <0

Debido a que nuestra intencion es parametrizar el problema de
programacion matematica en ¢, nos quedaremos con l: funcion de den-
sidad 8;‘ (x), que se obtiene seleccionando para cada valor de ¢ el corres-
pondiente u en la expresion p’w)/p ()= c.

La existencia de 6: (x) para valores de u en el intervalo [0, 1] esta
asegurada, pues para u = 0 se transforma en g(x), par: «=1en fix)y
para valores en el abierto (0, 1) sabemos que si ¢ >0, b>0 con
a +b=1, entonces )

(f))* (gGe))’ < a fix) + b g(x)
por tanto
0<pw) <1

y es posible normalizar la funcion 6 *(x) a 6:(x). Por é<ie mismo proce-
dimiento es sencillo demostrar que p(u) es una funci::n estrictamente
convexa. Para otras propiedades de las funciones p(u} y 5: (x) pueden
verse Chernoff [1]y Kullback [8].

En cuanto ala funcion v(u) sabemos que es concav: en [0, 1]y que
alcanza su valor maximo en el mismo punto donde p(u) alcanza su
minimo, ademas verifica que
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—I[(g:f)=loghy<log(,/l)<logh,=1(f:8)
que originan los semiespacios
=l +thol, <0y I, —-h;[,<0
y por tanto el cono
K={(,,1,)€ER)*: =1, +hyl,<0, [, ~h,; 1, <0}

Al ser las componentes de los elementos de K no negativos, se
puede definir un conjunto B(K) que son los elementos de K normaliza-
dos a que su suma sea la unidad, al que llamaremos conjunto de solu-
ciones Bayes generado por la informacion de Kullback.

Sea (£(u), 1 — £()) € B(K), entonces £(u)/(1 —£(u))=expc(u),don-
de se define un valor de ¢ y por tanto un u en [0, 1], que nos define
una funcion 5: (x) solucion del problema de Optimo. De igual forma,
dado u € [0, 1], se puede obtener 6:(14) y por tanto c¢(u) lo que origina
un (§@), 1 — &) € B(K).

Ademais sea (E(u), 1 — &) € B(K) parau € [0, 1], entonces

inf {8y, + (1 —Ew)y, : (¥1,Y,) €ES@)}=

=inf {1 - §@) + / (E@) gx) — (1 — £EW)) f1x)) ¢(x) du(x) : ¢ EP}

JQ

la solucion de éste problema de programacion matematica infinita nos
viene dado por

‘ 1 si g()/fle) < (1 — &)/ E@w)
o, (xX)= ¢, si gX)/fx)=(1 — Ew))/Ew)
( 0 si g(x)/flx)>(1 - Ew)/Ew)

olo que es igual:
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1 si x€A W)

¢y (x)= 57,, si x EA ()

0 si xeAlw

Podemos observar que el conocimiento de la funcion de densidad
optima 8. (x) nos lleva a definir conjuntos de la forma A¢w), A~w) y
A’(u), mediante los cuales se puede construir un subconjunto de solu-
ciones Optimas para la teoria de Neyman - Pearson, sin mas que hacer
recorrer a # de cero a uno.-Si A7(u#) es de medida nula, podemos obte-
ner el tamafio de un test ¢, (x) haciendo

o(u)=E (¢, (x)/G} = / dG(x)
J A w

y sera de potencia maxima

Bu)=1 - E (¢, ®)/F} = / dF(x)

Jalw
Si A(u) es de medida no nula, tomemos
a@/t)=Pr {A2w)/G} + 7Pr {A~(w)/G}

con 0 <7< 1, entonces ¢l lema de Neyman - Pearson nos asegura que
un test con ese tamafio (7 fijo) es de maxima potencia B(u/7) si nos
viene definido por un ¢, (x). Para cada extremo (a(u/0), B(u/0)) y
(a(u/1), Bw/1)), que son puntos de 3S5(®P), admiten un conjunto de
rectas soportes a S(P), generadas por un cono de vectores (— A (), — 1),
que nos definen un subconjunto de valores de u en [0, 1], para el cual
el tamafio y la potencia son constantes.

De otra parte si conocemos S(®) y las informaciones /(g: f) ¢
1(f:g), se puede construir un subconjunto de la frontera inferior de
S(®) y mediante las rectas soportes a él obtener una funcion c(u) que
induce una funcion de densidad Bf(x) que es Optima para el problema
de programacion infinita de informacion optima.
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Observemos que es posible obtener tests Bayes cuya distribucion a
priori que los genera no pertenezca a B(K). Ahora bien, si introducimos
una funcion de pérdida distinta a la usada, suponiendo que p; >0 es
la pérdida asociada al error de tipo uno y p, >0 la correspondiente a
error de tipo dos, si (¢, 1 — &) no pertenece a B(K), entonces seri so-
lucidon de informacion Optima respecto a la pérdida inicial si se verifica
la siguiente desigualdad

(A =8)/8) exp {~1(g: NI<pilp; < (1 —§)/E) exp {I(f:8)}

Sabemos que a partir de F(x) y G(x) se puede definir una transfor-
mada de la forma

p(u)=/ o (G dux)

J R

con u € [0, 1]. El valor de u para el cual p(u) es minima tiene una gran
importancia en la teoria de Neyman - Pearson, pues sabemos que para
dicho punto u, existe una funcion de densidad 6:0 (x) tal que

I(S:O:g)?l(ﬁ;"o:f)

lo que implica ¢ =0 en el problema de optimo, que puede ser interpre-
tado como que la preferencia a priori sobre la hipotesis nula y alternati-
va son iguales.

Ademas es conocido, sin mas que aplicar la formula de Bayes, que:

I(f:9)= [ log (Pr (H,/x)/Pr (Ho/x)) f(x) du(x) — log (1 — £)/£)
Ja
donde la primera expresion del segundo miembro indica el valor medio

de la variacion a favor de H, frente a H, con respecto a F. Esta varia-
cion media es nula para

E=expl(f:2)/(1 +expI(f:8)
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y aumenta segiin decrece esta probabilidad. Para valores de £ superiores
a éste extremo es negativa, lo que induce a pensar que nuestra confian-
za en H es excesiva en términos de la informacion de Kullback. Igual
argumento se puede usar con /(g : f)y el extremo

E=exp {—1(g: N} +exp {~I(g:N}
Tratemos ahora de obtener una desigualdad entre la informacion

Optima y el riesgo Bayes asociado al contraste de hipoOtesis. Suponga-
mos que para todo (¢, 1 — §) € B(K) los conjuntos

AE)={x€Q: flx)gx)=¥/1 - £}
son de medida nula. Sea 6;‘ (x) 1a funcion de densidad Optima cuando

c=log(¢/1 — &)y R*(¥) el riesgo Bayes dado por

R*&)=inf {1 - ¢+ f Egx)— (A -8 fx)p(x)dux):p €D}

Ja
consideremos los conjuntos
AE={xEQ: fx)g)>§1 £} y

ALE)= {x EQ: fl)/gkx) <E/1— &}

entonces
)= / O (g dut)= | (e (g0 du(x) +
Ja A
+ j A (20!~ du(x)
JA®
y por tanto

v

EEN -8 pw)= S/ g0x)du(x) + (1 -§) / F&x) du(x)
Jaw® Jal)

»
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de donde se deduce que

log & — {ulog (¢/1 — &) — log p(u)} = log R*(¥)

relacion que se verifica para todou € (0, 1), luego

log & — sup {ulog(¢/1 — &) — log p(w)} = log R*(§)
por tanto
Eexp (—1(8; :2)} =R*(§)
Ejemplos

A) Sea x una variable aleatoria N(u, 6), con 0 conocida, y (x4, X5, ...,
X,) una muestra aleatoria simple de tamafio n. Representamos por
g(x) y f(x) las funciones de verosimilitud bajo las hipotesis

Hy:p=po H,:p=p,

Entonces la funcion de densidad Jel problema de 6ptimo es

1
5:(xl>x29 "'sxn):_(m.

1 n
eXp TS5 3 El (¢ — Wy + (1 —u)po))?

siendo la funcion transformada
p)=exp {n (W p, + (1 —u)pe)® —upl — (1 —uw)yp?)20%

Las informaciones de Kullback

16 :2)=n {wu, +(1 —u) i) — He¥/2 02
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B)

34

16y :N=n {@u + (1 —u)po) -k, P/2 02
induce la funcion
c@)=n (1y = Ho) {2 @ty + (1 —u) o) — (i1 +10)}/2 o’
que nos lleva a la region critica
A @)= {0y, Xy s Xn) ER™ X Zupy + (1 — u) o}

Sea x una variable aleatoria -que toma el valor uno con probabili-
dad p y cero con probabilidad g =1 —p, su funcién de probabili-
dad nos viene dada por:

Pr {x/p}=p* q¢'™*

conx € {0, 1} y p €(0, 1). Tomemos la muestra aleatoria simple
(xy, x4, ..., Xn), entonces las leyes de probabilidad de la variable

n
r= X2 x; bajo las hipotesis
i=1
Hy:p=po H,y:p=p:
son

gtip)=(Dobdy™ v folbo=Cridl

La funcion transformada es

_ — n
pw)= (s pi a0

siendo la ley de probabilidad optima
5x) =) @4 ™Y @y a7 o)
La obtencion de la funcion

cw)=n {p% p' " log (p,Ipo) + 4% 4} * log (4,/44)} (p @)~/



nos lleva a 1a region critica

A’ W)= {r€R : r=(c)— nlog (q,/g9,))1og (P, 4olp o q1)}

cuyo signo depende del que tome log (p, qo/Po 9:)-

DISTRIBUCIONES ASOCIADAS AL CONJUNTO DE RIESGOS

Siguiendo la linea de H. Kudo [7] consideremos un conjunto S de
R? verificando las siguientes condiciones:

1.—Dy,CSCD,
2.— S es cerrado, convexo y con interior no vacio

3.—S es simétrico con respecto al punto (1/2,1/2) y SND, =
={(1,0), (0, 1)}

Sea £ un nimero real perteneciente al intervalo [0, 1], que puede ser
interpretado como una distribucion a priori. Consideremos el siguiente
problema de programacion matematica, hallar (y,, y,) € R?, tal que

inf {£y, +‘(1 — &) ya}

sujeto a la restriccion

(y1,Y2)ES

El conjunto de Optimos para éste problema, £ fijo, lo representare-
mos por 05(¥) que puede ser un punto si la solucion es Ginica o bien un
segmento contenido en la frontera inferior de S.

Seak =§/(1 —§)y definimos sobre 1a recta real las funciones (Kudo
[7], Lehmann [9] pag. 65)

F*(logk)=sup {B: (« B) €0S5(%)}
G*(logk)=sup {1 —a: (o, f)€0S(E)}

que verifican las propiedades
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lim F*(®= lim G*(1#)=0

t-)-w t-)=co

lim F*(t)= lim G*@)=1

t-)+ o t=)+ e

Sean las medidas H(./F*) y H(./G*), absolutamente continuas una
respecto de la otra y dominadas por una medida v, definidas sobre la
recta real por

ot
H ((= oo, l‘)/F*)=/ FX@ dv(t)=F*()

t
H ((—o, 1)/G*)= f g*(t) dv(r)= G*(1)

donde f* y g* son las derivadas de Radon-Nikodym de H(./F*) y
H(./G*) con respecto a la medida v.

Observemos que la construccion de estas funciones ha sido posible
a partir de £, por lo tanto son funciones de la distribucion a priori que
nos describen la frontera inferior de los conjuntos de riesgos .S sin espe-
cificar las medidas que los originan. Hacemos notar de igual forma que
las pérdidas que estamos usando son la unidad sobre los riesgos de tipo
uno y dos, pero en el caso de usar otras tendriamos que normalizar
estas funciones sobre el conjunto S, que logicamente también se
transforma.

Tratemos ahora de obtener una distribucion II que sea la mas
proxima a la distribucion G* en el sentido de la informacion de Kull-
back, con la condicion de que su momento de primer orden estd prefi-
jadoy sea un nimero real d, a este valor se le podra dar la interpretacion
de un parametro cuando nos interese. El problema de programacion
matematica infinita es el de hallar una funcion w(¢), tal que

inf I log (w(¢)/g*(¢)) m(¢) dv(t)
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sujeto a la restriccion de que

m(t) € Ad)= {n(¢) : f tw(t) dv(t)=d, / m(¢) dv(t) =1}

que corresponde al problema clasico de minima informaci6on. Ahora
bien, es facil comprobar que:

ot
/ e dG*(s)=F*()
de donde se deduce que

d= ] tw(t) dv(t) = / log (f*(0)/g* () () dv(t) =

=(m:g"—I(@:f5

por tanto el problema de minima informacion pasa a ser uno de infor-
macion Optima, y la solucion nos viene dada por

7*)=g*W)exp {tz +w -1}
donde z y w son los multiplicadores de Lagrange asociados al problema.

La normalizacion de la funcion w*(¢) para obligarle a que sea de densi-
dad nos lleva a

TX(t)=g*(t) e In(z)

donde

n(z)=/ e'? g*(1) dv(t)‘—‘/ (F*@OF @ @)% dv(r)

o/ —co o/ —oo

que es una funcion generatriz de momentos o transformada de Laplace
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para la variable ¢ que toma valores positivos y negativos con probabili-
dad mayor que cero.

Cuando z tiene una variacion de cero a la unidad, sabemos que
d tiene una variacion estrictamente monotona entre

» 4 00

[ tg* ) dv()=—1(g": %) e/ t*@ do(t)=1(f*: g%

o/ —o0

de donde se deduce que las funciones F* y G ™ tienen medias positiva
y negativa respectivamente, hecho que era de esperar por las propieda-
des de la funcidon generatriz de momentos (Cox - Miller [3]) para estas
funciones tan particulares.

La diferencia entre las medias de ¢ por medio de F*y G* nos danla
divergencia entre las hipoOtesis Hy y H,, y como aseguran Chernoff [1]
v Kullback [8] es una medida de la dificultad de discriminacion entre
ellas:

E {t/F*}—E {t/G*}=J(f*: 8"

Para otros valores de z sera:

—— » — 1 e tz %k
d w @) ./_,, te” g (t)dv(e)

Si S esta generado por las funciones F'y G, asi como por un conjun-
to de tests @ y si 35(¢) consta de un Gnico punto para todo £ en [0, 1],
entonces

F*(ogk)=8 y G*(ogk)=1—«
y tendremos:

F*@)= [ fx)dux) y G*@t)= g0x) du(x)
Jalo J 4l
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con A((t) ={x € :log(fix)/gx))<t}, si efectuamos el cambio de

variable:

1

tu *
p(u)./ te” dG"(1)

-0

clu)= / log (f(x)/g(x)) &, (x) du(x)=
Ja

por tanto

s 00 4 o0

/ rg*@® av(t)=—1(g: f) e/ tff) dv()=1(f:g)

v/ —oo o/ —o0

de donde se deduce que las medias de las medidas F* y G* son las in-
formaciones de Kullback inducidas por las medidas 'y G que originan

el conjunto S.

Tratemos ahora de usar la funcion generatriz n(z) para dar cotas
de las funciones F* y G¥, cuando el conjunto S admite asimetria en
el sentido de que la solucion minimax ty,(y, =y, en la frontera inferior
de S) no corresponde con t =0 que es la solucion de indiferencia entre

HO y Hl'
Si 0 <a < t,entonces
F¥a)<1 - G*@)
por tanto:

v q ra

/ A dv(<1-— /

o/ - o/ —o0 —oco

=1—e‘”j Eg* (1) av(t)

de donde se deduce que:

F*a)<1—e ™ n(zo) I} (@) < 1 — 707 n(z,) I (0)

gfW) dv(t)<1-— f elt=a% g* (1) du(t)=

39



pues la cadena de desigualdades es valida para todo z positivoy toma-
mos z , que hace minima a n(z).

Si ty < b <0, por el mismo procedimiento se llega a

I - G*(b)<e b2 iz, 1L, ()< et n(z,) I1,, (0)

s 4 o0
donde n(z)= / (5 EN'"% (g* ()Y dv(t)y z, es el valor de z que ha-

ce minima an(z).

Ejemplos

A)

B)
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Sea el conjunto de R?
C={(y1,y2) 1 =D+ (¥, —1)*=1,0<y,<1, 0<y,<1}

y construimos C’ a partir de C tomando los puntos simétricos de
éste conjunto con respecto al punto (1/2, 1/2). Definimos el con-
junto S como la interseccion del epigrafo de C y el hipografo de
C. )

Tomemos y, =~(y; —1)/(y,—D=h,seay, =1=Cos 0,y, — 1 =
= Sen 6, entonces

=1-h(+h*) V2 heER" = G*W)=h(1 +h?) V2 hER*
v,=1-(Q+hr)"V2perR = F*n)=1—-(1+h?)" 2 p R
por tanto las funciones de densidad buscadas son

gfy=e (1+e2)32 y fHry=e? (1 +e2!) 32

con tE€R. La funcidon de densidad de G* se puede identificar
con una ¢ de Student con dos grados de libertad.

Sea el conjunto de R?



C={Ly) ¥y +yP=1, 5,20, y,>0

y construimos el conjunto S como en A). Entonces:
grn)=3e (1 +e21y 52 y f*1)=3e" (1 +e2")5
con t €ER.
C) Seael conjunto de R?
C={(y,y2) 1y =(y; - D? 0<y, <1}

y construimos el conjunto .S como en A). Entonces
g)=ne y [H0=7 e
2¢ Y 2

con ¢t € (— oo, log 2). Es sencillo calcular
n@)=2/e +1), zo=(1/log2)— 1,

Hz*(t)= (z+1)e!G+D)pCE+D  g=10g2 — (1 +2z)!
E{t/G*}y=-1(g*: f*)= ~0,3069 E{t/F*}=1(f":¢g%)=0,1931
Ademas

G®=E20 -8 y F'E)=§8/41 - §)7?
para £ € (0, 2/3], para los valores de £ € (2/3, 1] las funciones son

iguales a 1a unidad.
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