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ABSTRACT

The boundness of the feasible set of a Semi-infinite Programming Problem,
guarantees, in many cases, the existence of an optimum point. Therefore we study
such property in connection with the solution-set of a system of infinitely many
constraints. Later on we give existence-theorems for an optimum point, invol-
ving the objective function in different ways such as: the generalized Lagrange-
function; a specific cone of directions; a special dual problem; and, certain infinite
systems associated to the problem.

Key words

Semi-infinite Programming, Optimality conditions, Infinite systems, conse-
quence relations.

Bajo condiciones muy generales, la acotacidén del conjunto factible
enun problema de Programacién Semi-Infinita garantiza la existencia de
solucion 6ptima del problema. Por ello, se estudian en la primera parte
condiciones suficientes para la acotacién del conjunto de soluciones de
un sistema de infinitas inecuaciones. En la segunda parte se dan condi-
ciones de diversa indole que involucran a la funcién objetivo de distin-
tas maneras, a saber, a través de la funcién de Lagrange asociada ai pro-
(*) Recibido Mayo, 1980.




blema, mediante un cierto cono de direcciones, y también haciendo re-
ferencia a propiedades de un sistema infinito asociado.

INTRODUCCION

El objetivo del presente trabajo es encontrar condiciones que garan-
ticen la existencia de solucion 6ptima para el problema general de Pro-
gramacién Semi- Infinita P:

Min p(x), x €S
S={xeClfix)<0, t€T}

siendo T infinito y C C IR".

A lo largo de todo el trabajo se supondra que el problema es posible,
ie., S # ¢.

En el problema lineal de Programacion Semi-Infinita, el conjunto
soporte es IR”, por lo que el problema tiene la forma:

Min ¢’ x
sa. arx<p, t€T

Si todas las funciones del problema son inferiormente semi-continuas
y C es cerrado —v.g. C=IR"— basta que S sea acotado para que exista
una solucion 6ptima del problema, ya que toda funcion inferiormente
semicontinua sobre un compacto, alcanza su valor minimo. En la pri-
mera parte se dan condiciones suficientes para la acotacion del conjun-
to de soluciones de un sistema de infinitas inecuaciones, dedicdndose es-
pecial atencion al caso lineal.

En la segunda parte se dan diversas condiciones suficientes de solu-
cibn Sptima, extensidn natural algunas de ellas de las correspondientes
al caso de finitas restricciones. Obviamente, la existencia de un punto
satisfaciendo una de tales condiciones es suficiente para la existencia
de solucidén Optima. Entre estas condiciones encontraremos la de pun-



to de silla de la funcion de Lagrange asociada al problema P, que se ge-
neraliza convenientemente, asi como la existencia de solucién 6ptima
del problema dual, en un sentido anilogo al de Wolfe.

Notacion y definiciones previas

Un sistema de desigualdades lineales, por lo general infinito, se re-
presentard asi: {a; x <@, t €T}

Un punto serd solucion del sistema si satisface todas sus inecuaciones.

Una relacion a’ x < f se dird que es consecuencia del sistema si toda
solucién del mismo satisface aquella desigualdad.

Sea B CIR". Su interior topologico se denotara por B por K(B) el
cono convexo generado por B, mientras que B denotara la clausura de
B. El cono polar de B, B¥, es el conjunto {x ER" |y’ x <0, Vy €B}.

Dado x €IR", x; denotari su i-ésima componente. Los vectores e!,

e?, ..., e" formaran la base candnica de IR".

Toda funcién cuadritica en IR" se puede escribir en la forma
1 . .
fx) =7x’ Cx+p'x+d,p EIR”, 6 €R, siendo C una matriz n x n
simétrica.

En (7) se caracterizan las funciones cuadraticas convexas y cuasi-
convexas mediante la matriz asociada. Los restantes conceptos referen-
tes a funciones en IR"” también se encuentran en (7), cuya notacidn
se ha seguido.

1. ACOTACION DEL CONJUNTO FACTIBLE
A. RESTRICCIONES LINEALES

Evidentemente, si somos capaces de reducir el sistema de restriccio-
nes lineales a otro finito lineal equivalente (véase (2)) el problema estd

resuelto. Basta aplicar un método de descripcion completa ((6) 6 (9))
para dilucidar si S es acotado (poliedro) o no (politopo). Pero tal re-



duccion no siempre es posible; y por ello proponemos a continuacién
un resultado valido cualquiera que sea el cardinal de T.

Teorema 1.1

SeaS={x €ER"|a; x <B;, t ET} # ¢.

Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) S esacotado.

(i) {a; x <0, t € T} tiene solucidn Gnica.

(i) K{a,, tE€T}=IR".

Demostracion

El curso de la demostracion sera:
& ... b ¢ d
(1) = (i) — (i) > G) > @)
(a) Sea x° €S, y supongamos que existe £ #6, con a; X < 0 para todo
teT

Entoncesa; (x° + AX)<B; + N (@; %) <B;, VA=0,VtET

De otra forma, la semirrecta {x° + A%, A =0} estd contenida en S,
lo cual no es posible.

—
(b) Al ser x =0 la solucioén Unica del sistema {a; x <0, t € T}, se tiene

que las relaciones x; <0, —x; <0, i=1, ..., n son consecuencia del
sistema.
En consecuencia, los vectores e/ y—ef,i=1, ..., n pertenecen al co-

no K{a,, t € T}, por aplicacion del conocido lema de Farkas homo-
géneo generalizado. Por lo tanto K{a;, t € T} = R".

Ademis, K{a;, t €T} es convexo y, dado que la variedad que gene-
ra es IR", su interior topoldgico es no vacio. Por una conocida pro-
piedad de los conjuntos convexos, se tiene que K=K=R" , por lo
que también K{a;, t € T} =IR".

(c) Teniendo en cuenta la definicién de cono polar, {x €ER" |a; x <0,



t €T} ={a,, t € TH* = (K{a,, t € TH* = (R")* = { 0}.

(d) Probaremos que, si S no es acotado, entonces el sistema {a; x <0,
t € T} tiene una solucién no trivial.

Sea x° €S. Para cada r € N, existe al menos un punto y” € S tal que

Iy >r+ 1x°l.
y —x° o
Seax" =———— y N=1y" —x°l.
Iy — x°l

Es evidente que A, >r, IxX*l =1 y x°+ N\ x"€S.
PorelloN a; x" <B; —a; x°, VtET, VREN.

1
De otra forma: a; x” <—7C,— B; — a; x°).

Consideremos {x"} una subsucesién convergente contenida en

{x"}, y sea % =1im x.

Tomando limites al variar k en la Gltima desigualdad, para ¢ fijo,
se tiene que a; x < 0.

En consecuencia, X es una solucidén no trivial del sistema.

La proposicidén (iii) del teorema anterior admite otra expresion que
resulta mas operativa, como se ponel de manifiesto en el ejemplo siguien-
te. Dicho enunciado equivalente es el siguiente: Existe una base de IR",
{ay, ...,ar,} C{a;, t €T} tal que {~ay, ..., ~ar,} CK {a;, t €T}

FEjemplo:
Sca S={(x,,x;) ER?|—x; +x,<0,2¢tx, —x, <%t €0, 1]}.

Dado que (0, 0) € S, el conjunto factible es no vacio.

Ademis {a,, t € T}=3[— I]E t}, t€0,1]

1 1

- 1 . 0 1
Eligiendo r=0 vy t=77 se tienen los vectores _ y 1 que

son una base de [R2.



0 -1
De sus opuestos, falta por ver que[ 1] € K{a;, t €T} pues [ ]} per-

tenece a {a;, t € T'}. Para ello, se resuelve:

o452, am0850
1 ¢4 1 _1, o= ,ﬁ/

obteniéndose, para t =1, la solucién: =2, §=1.

De esta forma conseguimos, no solo ver que S es acotado, sino tam-
bién obtener un poliedro que incluye a S. Tal poliedro queda deter-
minado por lasrelaciones asociadas a los vectores de la base y sus opues-
tos. En el ejemplo anterior el poliedro seria:

1
{xGlR”—x;QO, xl'—X2< s T Xq +x2<0, x2<1}
4

Damos a continuacién un corolario cuya relevancia estriba en que no
solo es valido para sistemas lineales, como se verd en el teorema 1.2.

Corolario 1.1.1

Sea S={x €ER"|a; x <B;, t €T} y x° €S cualquiera.

Entonces, S es acotado si, y solo si, S no contiene ninguna semirrecta
de extremo x°.

Demostracion

Bastara probar que, si .S no es acotado, entonces conticne una semi-
rrecta de extremo x°.

.—)
Por el teor. 1.1, existe £ # 0 tal quea; £ <O, VI ET.

Dado que x° €S, ie. a; x° <B; cualquiera que sea ¢t €T también
{x°+Ax,A=0}CS



B. RESTRICCIONES NO LINEALES
Teorema 1.2

Sea S= {x EIR"|f;(x) <0, t €T}, donde las funciones f; son cuasi-
convexas e inferiormente semicontinuas en IR”.

Sea x° € S un punto dado.

Entonces, S es compagcto si, y solo si, S no contiene ninguna semi-
rrecta de extremo x°.

Demostracion .

Bastard probar que, si § no contiene ninguna semirrecta de extremo
x°, entonces S es compacto. Procederemos por reduccion al absurdo.

De igual manera que en teorema 1.1 (d), existen sucesiones {x"} y
{(N}talesque Ix"l =1, N, >ryx°+ N x" €S

Sea {x*} una subsucesion convergente de {x"} y__g‘c =1im x¥. Por ser
la norma continua, %l =1. En consecuencia, £ # 0. Acabaremos pro-
bando que la semirrecta x°+ A%, A=>0, estd contenida en S. En
efecto:

Sea A >0 dado. Consideremos aquellos k tales que Ax > A. Por ser
las funciones f; cuasiconvexas, el segmento [x°, x° + Ax x¥] estd con-
tenido en S:

f6° + 7 N xF) < max (%), £f(x° + N xF) <0, 7, €]0, 1],

puesto que x° + 7 A XK = (1 — 75) x°+ 75 (x° + A xF).

Para cada k considerado, se puede elegir un 74 €10, 1[ tal que
7 \e = \. Por lo tanto x° + A x* € S,

Al ser las f; inferiormente semicontinuas, S es interseccion de ce-
rrados y, consecuentemente, cerrado.

La sucesion x° + Ax* es convergente, por lo que su limite, x° +
+ A X, pertenece a S.



Corolario 1.2.1

Sea C C IR" un conjunto cerrado-convexo, y x° € C cualquiera.

Entonces, C es compacto si, y solo si, C no contiene ninguna semi-
rrecta de extremo x°.

Demostracion

Es consecuencia inmediata del teor. 1.2. Basta considerar la funcién

0, xecC

p(x)= L xéc

Obviamente C= {x € R" | p(x) < 0}.

Ademids, ¢(x) es cuasiconvexa e inferiormente semicontinua, puesto
que sus conjuntos inferiores no vacios £(8) = {x € R" |¢p(x) < B} son ce-
rrado-convexos, V 8 € IR. En efecto,

R", =1
LB)={C 1>=0
¢, 0>

En (8), p. 64, se obtiene este mismo resultado de una forma mds
compleja, utilizando los conos de retroceso de Steinitz. En el teorema

siguiente, mds operativo que teor. 1.2, se supone que una de las restric-
ciones es cuadratica, lo que facilitara la acotacion.

Teorema 1.3

Sea S={x ER"|f,(x) <0, tET}.

Supongamos que una de las restricciones es cuadrdtica, siendo la
matriz asociada definida positiva, y que las restantes restricciones son
cuasiconvexas e inferiormente semicontinuas.

Entonces S es compacto.
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Demostracion:

1 o -
Sea fi(x)= -Z—x’ Cx +p’x + 8, con C matriz simétrica definida po-
sitiva.

Es facil comprobar que f;(x) es cuasiconvexa y continua, por lo que
se cumplen las hipotesis del teor. 1.2.

Para acabar, probaremos que S no contiene ninguna semirrecta, lo
que haremos por reduccion al absurdo.

Sea {x° + A %, A =0} una semirrecta contenida en S.

Se tiene:

%(x°+)\)‘c)’C(x°+)\)‘c)+p’(x°+)\)‘c)+6=

=?\(J%’Cx°+%?\3?:’C)?: +p’fc)

Por ser C definida positiva £° C£ >0, por lo que |£°Cx° +p’ x| <

1

< 5 A X’ C x para A suficientemente grande (A > A,).

Se concluye que f; (x° + A %) > 0, X > Ao, lo que constituye una con-
tradiccion.

Ejemplo:

Sea S={x ER?®|f,(x)<0, tE€|Il,+oo[}, donde f, =t (x?+x%+
+x) Fxyx, Fxy x5 — () —Xy) x5 — 2183,

Se observa por simple inspeccién que S es no vacio.

Ademads, los menores principales de la matriz, que valen 2 ¢, 4 12 — 1
y 8 3 — 4 ¢, son todos positivos. En virtud del teor. 1.3, S es com-
pacto.

La condicion suficiente del teor. 1.3 no es necesaria, como muestra
el siguiente contraejemplo.
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Sea S={x ER3[2(x;)? + 12 (x,)? — (x3)* <0, € R, (x3)> <0}

Es evidente que S se reduce al origen, por lo que es compacto. Sin
embargo, ninguna de las restricciones, todas ellas cuadriticas, tiene
matriz definida positiva.

No se puede debilitar la condicion del teor. 1.3, en la que se exige
que la matriz asociada a la funcidén cuadritica sea definida positiva,
por la condicion de semidefinida positiva, como muestra el siguiente
contraejemplo.

Sea = {x ER?*|f;(x) <0, t € R}, donde:
— 41 2 2 2 2 2
ft(x)——z—t ()2 + 175 (x,)* + 122 x, x,

La matriz asociada a f; es semidefinida positiva, ya que los valores

propios de la matriz asociada son 25 12, 225— 2y0.

Sin embargo, S no es compacto, pues contiene la semirrecta de ori-
gen (0, 0, 0) y vector director (0, O, 1).
2. OTRAS CONDICIONES SUFICIENTES

Se define la funcidén de Lagrange asociada al problema P como una
extensién natural de la correspandiente al problema de Programacion
No Lineal:

Yo M =ex) + =N f), xEGAE R
t

donde R” = {A€RT/\, =0,t €T ~T,, T, CT, T, finito} es el
conjunto de las sucesiones finitas positivas generalizadas.

Un punto (x, —7() eCx IRE,D se dira que es de silla de la funcioén de La-
grange si, cualesquiera que seanx €ECy A € IR(,(T) se tiene que:

P(x, N) < ¥, N) < PU(x, N)

12



La existencia de punto de silla para ¥(x, \) garantiza la existencia
de solucidén 6ptima para el problema P.

Teorema 2.1

Si (x, X) es punto de silla de ¥(x, ), entonces X es solucién déptima
de P.

Demostracion:

Veamos en primer lugar que X es un punto factible. Se tiene:

oD+ T MNIDO<e® + = NG, VAERD
teT teT

. A, t#I1

Para 7 € T cualquiera se define &, = {— .
N+, t=f

Sustituyendo y simplificando queda f:(x) < 0.

Ademis x es 6ptimo. En efecto. Para todo x €S, y paratodot €T,
fi(x) <0y, en consecuencia, X A; f;(x) <O0. Para acabar, basta obser-
tET -

var que:
e(X)=¥(x, 0) < ¥(x, ) < ¥(x, \) < p(x)
Ejemplo:
Sea p(x) = 0c2)? +2x3, X, >0,x ER2=Cy

2x2, Xa <0
[ =) + (x)* - 2x, +2(t—3)x2+'557t2 =
—2t+1, t€[0,3]

Se puede comprobar que (x, X) es punto de silla de ¥(x, A), si se to-
1/3, t=0

max=(l,0),\ = 0. re10, 3]

13



Por lo tanto, (1, 0) es solucidén 6ptima del problema.

La siguiente condicidén involucra a cierto cono que asociaremos a ca-
da punto X, en el que se supondran todas las funciones del problema P
diferenciables, hipdtesis que mantendremos en lo sucesivo. En el si-
guiente esquema se resumen algunas de las relaciones fundamentales
entre los conceptos de minimo local, virtual y global (véase (7)).

- . ® _ . . Gy _ -, .
x mlnl{no local — X minimo virtual — X minimo global

La implicacion (i) es valida si X es punto interior de S, siendo este
conjunto convexo.

La implicacion (ii) es valida si ¢(x) es pseudoconvexa en X respecto
de S.

Sea Ty = {¢ €Tl f;(x) = 0} (indices de las restricciones activas en X).
Sea Ko(x)={h ER"/VLZ) h<0,Vep(X) h <0, t €Ty}
Este cono se define en (4) y (5).

Teorema 2.2

Supongamos que todas las restricciones de P son cuasiconvexas en C,
conjunto convexo.

Six Gg’, o(x) es pseudoconvexa en X respecto de S y, ademds,
Ko(x)= {3}, entonces X es solucidén 6ptima de P.

Demostracion:

La condicion Ky (x) = {8} equivale a decir que Vo(X)Y h>0 es
consecuencia del sistema {Vf,(X) h <0, t €Ty, h # 0}.

En consecuencia, si & es un vector tangente secuencial no nulo, se
tendra que Vo(x) h > 0.

Aplicando un resultado conocido ((3), p. 215) se concluye que X es
un minimo local estricto. Por otro lado, la cuasiconvexidad de f;, t €T
permite afirmar que S es convexo. Se acaba sin mds que considerar las
observaciones anteriores.
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La Teoria de la Dualidad de Wolfe en Programacién No Lineal pue-
de extenderse a la Programacion Semi-Infinita. Es 16gico por tanto que
valga un teorema de dualidad inversa estricta, lo que proporciona otra
condicién suficiente para la existencia de solucion 6ptima de P.

Consideremos el siguiente problema dual de P, que denotaremos D:
Max ¥(x, N)

= (T)
s.a.: Vo(x) + EET AN V(x)=0, x€C AER]
t

Los puntos factibles del problema D podrian llamarse de Kuhn y
Tucker, por analogia con el caso finito.

Lema 2.3

Supongamos que todas las funciones de P son localmente convexas
en x respecto de C '

Sixy(x, Z\) son solucion posible de Py D réspectivamente, entonces
o(x) = ¥(x, ).

Demostracion:
Por ser 7\, =0y f;(x) <0, se tiene que:

VE, N <SVE N - Z N L)
tET
Al ser cada f; localmente convexa en X,
TEN - 2 NE<eE) - T N VAERY K- X)
teT teET

Teniendo en cuenta que (x, A) es factible para D y que ¢ es localmen-
te convexa en X, se tiene:

p(x) — 2, N VAGEY K —X)=X) + Vo) (X - X) <pX)

15



Combinando las tres desigualdades anteriores, se concluye que
Y(x, N) < o(X).

Teorema 2.4

Supongamos que todas las funciones de P son localmente convexas
en X € C respecto de C. Supongamos también que las matrices ¢, (x)
Y fixx (), t €T son continuas en X. Si (X, X) es solucidén 6ptima de D
y ¥y, (%, X) es no singular, entonces X es solucion 6ptima de P. Ademads
o(x) = ¥(X, N).

Demostracion:

Sean th ey ti las componentes no nulas de Ay to € T cualquiera.
Considérese el problema D(¢) siguiente:

Mix W(x, u, o) = g(x) + %1 u; f;, () + ho f ()

g p+1
sa. V. (x,u, 15)=0, x€C u€ER,

Es evidente que, cualquiera que sean A € ]RE,T) y x € C, se tiene:
Y(E, Ny -ons Ny 0), 20) = T, ) > T(x, M)

Dado (x, u) factible para D(¢y), definimos A € IRT de la siguiente
u;, t=1¢4,i=0,1, ..,p

forma: \; =
0,t#¢
Como consecuencia, ¥(x, N\) = ¥(x, u, ty)-

Por consiguiente (x, (X,l,...,i,p, 0), ty) es solucién Optima de
D(ty).

Se cumplen las condiciones del teorema de dualidad —finita— estricta
inversa ((7), p. 137) por lo que X es solucidn del problema P(¢,):

Min o(x)

16



s.d. ftl.(x)<0, i=0,1,..,p, x€C

Se tiene ademads que p(xX) = V(X, u, t,)
En consecuencia, fto *x)<0,Vt,€T,ie.,X esfactible para P.

Ademais, o(x) = ¥ (X, X). El lema 2.3 garantiza que X es solucidn opti-
ma de P,

No vale el reciproco del teor. 2.3, como prueba el siguiente contra-
ejemplo, en el que X es solucion Optima de P, p(x) = V¥ (Xx, X), siendo
x, X) factible para D y satisfaciéndose las restantes condiciones. Sir
embargo, (X, M) no es soluciéon Optima de D.

Consideremos el siguiente problema P:
Min arctgx,

sac ()2 +(x9)? —2x, +2(t—3)x, +

+ —g—t2—2‘t+1 <0, [0, 3], x € R?
Consid también ¥ =(1,0)y X, = | /& 1=0
onsideremos tambilen x = . =
DY T0, r€10, 3]

Para comprobar que (X, X) no es solucidén 6ptima de D, basta com-
probar que 0= ¥(x, \) < ¥(x, A\) =8 - 1073, donde:

1/6,6 , t=0,34

x=(1,2) vy )\’=30, t €10, 3]~ {0,34}

Acabaremos dando una condicién suficiente en la linea de las que se
establecen en (1). Esta condicidn seria trivial si todo punto factible
fuera solucion del sistema, cosa que no ocurre en general.

Teorema 2.5

Sea C convexo en IR" y ¢(x) continua en C.

17



Supongamos que en el punto x € S todas las funciones del problema
son localmente convexas (respecto de C).

eC
Si, ademas, el sistema x _ — _ es con-
@)+ —X) VAEx)<O0,t€ET

sistente y la relacién (x —X)’ Vo(xX) = 0 es consecuencia del sistema,
se tiene que X es solucion 6ptima de P.
Demostracion:

Supongamos que X no es solucion optima, es decir, existe x? € C tal
que f;(x?) <0, €Ty p(x?) < p(X).

Sea x! una solucidén del sistema considerado.

Los puntos x =Ax! + (I —A)x%2, A€ ]0, I[ son de C, por conve-
xidad.

Ademds, por la eleccion de x! y ser f;(x) localmente convexa en X,
se tiene que:
LG+ x =Xy VAE) =N [fE) + ! = X) VL&) +
+ 1 =N+ &*—X) V@] <
<A =NLE + &2 -3 V@< -V £K) <0,
VeieT VAE]O 1]
Asi pues, tales puntos son solucién del sistema en cuestidon. Sin
embargo, no satisfacen la relacion consecuente (x — X)’ Vo(x) = 0:

Al ser ¢(x) continua en X y ¢(X) > p(x2), se tiene que p(X) > (x),
para A € ]0, §[; por otro lado, ¢(x) es localmente convexa en X y, por
ello, p(X) + (x — X) Vo(X) <¢(x). Combinando las dos ultimas des-
igualdades, se obtiene (x — X)’ Vo(¥) <O.

Para facilitar la aplicacion del teorema anterior interesa dar condicio-
nes que, bajo las mismas hipotesis de aquél, garanticen la consistencia
del sistema.
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Teorema 2.6

Sea C convexo en IR” y cada f; localmente convexa en X € .S (respec-
to de C).

xeC

La consistencia del sistema queda

G+ VL&Y x—X)<0,tET

garantizada: por cualquiera de las dos condiciones siguientes:

(i) El sistema {f;(x) <O, 7 €T tiene punto interior algebraico en C
(cualificacion de restricciones de Slater).

(ii) Ninguna restriccion es estacionaria sobre X, S # ¢, T es métrico
compacto y Vf;(X) es continua sobre 7.

Demostracion:

(i) Seax°€Ctalquef,(x)<0,VIET
Por la convexidad local en X de f;(x) se tiene f,(x) + x° =Xy
V) <f,x)<0,VtET.

(i) Por ser Vf;(X) continua sobre T, compacto, y no ser ninguna res-
triccion estacionaria, existe € > 0 tal que IVf,(X)l >e, VIET
Consideremos x ES‘ ; desde luego, existe p > 0 tal que {x € R"/
lx —x°l <p} CS, por lo que f,(x° + p y) <O cualesquiera que
seant €Tey, Iyl <I.

Ademis, al ser f;(x) localmente convexa en X, f;(X) + x°+py—

— X)’ Vf,(¥) <0 cualquiera que sea y, Iyl <1.

Eligiendo y = _ZJ_”,_(_Q_ se tiene £,(X) + (x° - X) V£, (X) <— <
Bendo Y = v sl t (X)STpe

< 0; consecuentemente, x° es la solucién buscada.
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