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UTILIDAD DE VON NEUMANN COMO FUNCION DE CONJUNTO

F. Criado

SUMMARY

In this paper an axiomatic characterization of a decision criterion under risk,
regarded as a rule selecting a subset (of optimal strategies) of a given set of deci-.
sions, is presented. This point of view seems more natural than the one of postula-
ting a priori a linear preordering on a space of probability distributions. From the-
se premises a series of rationality axioms are presented so that they characterice
the expected utility criterion for finite mixture spaces.

Key words: expected utility; Von Neumann-type axioms; stochactic do-
minance.

SUMARIO

En este articulo nos proponemos dar la caracterizacion axiomatica de un crite-
rio de decision en ambiente de riesgo, entendiendo como tal una regla que selec-
ciona un subconjunto de un conjunto dado. Este método de caracterizar un crite-
rio de decision parece mas natural que el de suponer a- priori, es decir, como axioma,
un preorden completo en el espacio de las distribuciones de probabilidad. Adop-
tando este punto de vista se da una serie de axiomas de racionalidad que caracte-
rizan el criterio de la utilidad esperada para espacios de mixtura finitos.

L- CONSIDERACIONES PREVIAS, DEFINICIONES Y NOTACIONES

Como espacio bdsico de premios seguros tomamos un conjunto fi-
nito A= {4,,A4,, ..., A,}. Este espacio lo supondremos linealmente or
denado mediante una relacion de preferencia estricta de acuerdo con
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los subindices del conjunto A. Es decir, el conjunto A satisface el
axioma:

Ag: Ay <A, < <Ap

Una distribucion de probabilidad sobre estos premios seguros que

la representamos por:
( Py Dy... Dy )
Ay A,y ... Ay

Puede identificarse a un vector ;=(p1, P2, -.- P,) del espacio R" .
Ademads como los p;(i=1, 2, ... n) satisfacen las condiciones: p; = o

n
(i=1,2,..n); Z p;=1; estos vectores pueden considerarse como
i=1

puntos del n-simplex, que representaremos por S, del espacio R". A
los vectores unitarios del tipo (o, o... 1, ... 0) los identificaremos con
los premios seguros A;(i=1, 2, ... n) y corresponden a los puntos extre-
mos del simplex.

Por un problema de decisién en ambiente de riesgo entendemos
una parte del conjunto de todas las distribuciones de probabilidad so-
bre A y teniendo en cuenta nuestra identificacion con elementos del
simplex sera pues una parte de S. Si este subconjunto no es convexo
mediante un procedimiento de aleatorizacion (estocasticamente inde-
pendiente del problema de decision) podemos convexificarlo, lo cual
geométricamente equivale a considerar la envoltura convexa del pro-
blema original.

A los problemas de decision los representaremos por P, Q, R, ...
etc. y a sus elementos por 3, 2?, -r*, ... etc.

Definicién 1. 1.- Una funcion de utilidad es una aplicacion W:A—>R
tal que u(A;) <u(d,) < <u(d,-p) <u(dy,).

En lo que sigue serda conveniente considerar una funcion de utilidad
->_ .

como un vector u =(uy, Uy, ... u,) donde u; =u(d;). Al conjunto for

mado por todas las funciones de utilidad lo representaremos por U*.
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A veces sera conveniente extender el concepto de funcién de utilidad
al caso de funciones no estrictamente crecientes, esto equivale a consi-
derar la adherencia de U*. Es trivial verificar que U* es un cono con
vértice en el origen, convexo, abierto y de tipo poliédrico.

Pasamos ahora a definir el concepto de dominancia estocastica
relativa a S.

Una loteria, es decir, un elemento del simplex no es sino una dis-
tribucion de probabilidad de una variable aleatoria que toma valores en
A, a la cual podemos asociar, supuesto que el espacio A esta linealmen-
te ordenado una funcion de “distribucion’ definida en A de la siguiente
manera:

Si ;))= (1, D2, - Pn) €S, definimos F;(4;) = {Probabilidad de que
la “variable aleatoria” sea menos preferida o indiferente a A;} =

i

j=1

L > = : . .

Definicion 1.2.- Dados p, ¢ €S; F7 y F7 sus respectivas funciones
de distribucion. Se dice que 3 domina estocdsticamente a?l)en sentido
débil y lo representamos por:

P q @ Fy(AD<FjA4) Vi=1,2,..n

Definicion 1.3.- Dados ;)), ?1)6 S, se dice que 3 domina estocdstica-
mente a?{en sentido fuerte y lo representamos

PXq © F3(A)<F4) Vi=1,2,..n-1

Aunque la relacion de dominancia solamente esta definida en el
simplex y tiene sentido en él, a efectos practicos es conveniente exten-
derla al hiperplano que contiene al simplex, simplemente eliminando la
restriccion de que los p; estén restringidos a su signo. Con esto pode-
mos definir lo que entendemos por cono de dominancia.

n
Definicion 1.4.- Sea;€H={(xl,x2, .. Xp): X x;=1}, se llama
=1

. . P ->
cono de dominancia fuerte con vértice en p y lo representamos por Di;
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al conjunto de todos los puntos de H que esiar. ( :niinados estocastica-
mente en (sentido fuerte) por?, es decir, :

i i
Dy = 7=@41 g - q,) €EH ’EJI q; > ]El pp i=1,2,..n—1}

Efectivamente Dﬁ es un cono convexo, abierto (en la topologia
. P ->
relativa) con vértice en p.

Como es conveniente trabajar con conos con vértice en el origen,
representamos por D el conjunto

i .
D3={X=®1,X, . Xn): ZX;=1: T x;>0;i=1,2,..n 1}
7=1

Conlo cual Dy =Dy + {3}.

A veces utilizamos otro cono de dominancia no estricto que se defi-
ne como el anterior sustituyendo la dominancia fuerte por la dominan-
cia débil y se comprueba que este cono es la adherencia del anterior en
la topologia relativa.

Cabe preguntarse si existe alguna relacion entre los conos de domi-
nancia y utilidades. La respuesta es afirmativa y es el contenido de un
teorema que expresamos a continuacioén sin demostracion.

Definicion 1.5.- Sea K un cono convexo de R", se llama polar de
K al conjunto:

K*={U€ER":up<oVpEK}

Teorema 1.1¢).- U* es el cono polar de D3 — {(0ly bg es el cono
polar de U* — {0}.

El orden dado por la dominancia estocdstica nos permite definir
un concepto de admisibilidad relacionado con dicho orden parcial

(*) En Criado (1978) puede verse la demostracion del teorema.
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“natural”. Esto es posible gracias a la estructura de dominancia origi-
nada por el concepto de dominancia estocastica.

Definicion 1.6.- Se dice que 3* € P es admisible si no existe ningu-
na p EP tal que p > p*. Una distribucion de probabilidad }7 EP se
dice que es inadmisible si no es admisible.

En primer lugar, a todo conjunto P se le puede asociar un subcon-
junto A(P) (que puede ser vacio) formado por todas las distribuciones
admisibles.

Definiciéon 1.7.- Se dice que una ilistribucién }3)pertenece a la fron-
tera superior del problema P si D;;' NnP= {f;} *).

Al conjunto de todos los puntos de la frontera superior de P lo
representamos por A(P).

Definicion 1.8.- Se dice que una distribucion f)) epP pertenece a la
frontera estrictamente itil de P si existe al menos una funcion de utili-
dad ¥ € U* tal que:

->—> > >
pu=Sup qu
qEP
Al conjunto de todas las distribuciones de la frontera estrictamente

util lo representamos por U™* (P).

Definicion 1.9.— Se dice ‘que una distribucion 3 33 per&enece ala
frontera atil de P si existe una funcion de utilidad # € u* - {0} tal que

> > >
pu=3Sup qu
qEP

Al conjunto de todas las distribuciones de la frontera Gtil 1o represen-
tamos por U(P).

La relacion entre las fronteras de un problema y su adherencia
estan contenidas en 1o que sigue.

Por F(P) representamos la frontera del conjunto P, es decir,
F(P)=P-P

Lema 1.1.- Si P es un conjunto convexo y P es su adherencia (que
también es un conjunto convexo) entonces poseen las mismas fronte-

(*) Dy es el conjunto de todos los pun'f_())s del hiperplano que contiene al simplex
y que dominan estocasticamente a p. Es pues, el cono opuesto al vértice de
D>.

4
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ras, es decir, NP)=AP); U*(P)=U*P) y UP)=U(P) supuestas
existentes.

La demostracion es consecuencia inmediata de las definiciones an-
teriores.

Lema 1.2.- UP) C F(P)

Demostracion: sea p e U(P), si p QE F(P) entonces ex1stc q EP tal
que q X p y por consiguiente Vueu: {0} u q >u p, es decir.
¢ U(P). Esta contradiccion demuestra el lema.

Lema 1.3.- Para todo problema de decision P se tiene que U*(P) #
* ¢.

Demostracion: la aplicacién definida por:
Px {u} — R
B e o - >
(p,u) —pu
es continua, Px {'17} es compacto, por lq_ tanto existe un puntop)ep
tal quep 4 = Sup q 4, esdecirp € U*(P)= U*(P).

qEP

Lema 1.4.- Para todo problema P se verifica:

U*(P)C \(P) C U*(P)C UP)™)

Las definiciones y resultados siguientes establecen la relacion entre
la frontera superior y las distribuciones admisibles de un problema P.

Lema 1.5.- Si la distribucion p)GP es tal que ZEA(P) entonces
-
p €EAL).

Demostracion: Por ser p G)\(P) se tlene {p} D* ﬂP si p no
fuese admisible existiria g EP tal que q >p, esto 1mp11cana que
qED; y por consiguiente q GDF-; NP= {p}. Esta contradiccion
demuestra el lema.

(*) En Criado (1978) puede verse demostracion del lema.
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Definicion 1.10.- Un problema de decision P se dice que esté cerra-
do por arriba si A(P) C P.

Lema 1. 6.- Si P esta cerrado por arriba, entonces
AP)=AP)

Demostracion: Por ¢l lema 1.5 solamente nos resta por probar que
A(P) C \(P). Sea 3 EAP)y supongamos que f)’¢ A(P), consideremos
4 el problema Pl D ﬂP, por los lemas 1.3y 1.4 NP # ¢, sea
q G)\(Pl) con ¢ =/=p, por ser q GPI, q ED-' y por tanto q >—p
Si ahora demostramos que q EP habremos llegado a una contradic-
cion que demostraria el lema. Por ser q € \(P,) tendremos:

{4}=D;NP,=D; Nz NP)=D; NP

Es decir, ?{e A(P), como por otra parte P estd cerrado por arriba
- . -> ..
q €P, que contradice que p fuese admisible.

Las definiciones que damos a continuacion son futiles en lo que
sigue.

Definicion 1.11.- Un problema de decision P se dice que esta util-
mente cerrado por arriba si:

UP)CP

Definicién 1.12.- Un problema de decision P se dice que esta #til-
mente cerrado por arriba estrictamente si:

vtpycre

Definicién 1.13.- Un problema de decision P se dice que es estric-
tamente convexo si:

VP, dEF®P) con BFgyNEQO, A+ —N)JEFP)

La justificacion mds importante de la definicion anterior la consti-
tuye el teorema siguiente.
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Teorema 1.2.- Si un problema de decision P es estrictamente con-
vexo, entonces U(P)= \(P).

Demostracion: Puesto que A(P)# ¢ y MP) C U(P) existe ueUt {0}
tal que

=Sup JuVGEP}, y de
JEP

mostraremos que dicho conjunto estd formado por un solo punto.

Sean p, g EUzP), p ¥4 y A€ (0, 1).

Representamos por Uz (P) = {3 7

AP+ -NP U= Sup 4 CFP)
qEP

Contradiccion con la hipotesis de ser P estrictamente convexo.

Demostraremos ahora que U(P) - )\(P), sea p € U(P), existe
WEU*— {0} talque p u = Sup qupDEP yportantopED* NP.
q epr

Ademas D-' N P - {p} puesto que si existiese g =#p con q ED-' np
tendnamos q >p con lo cual q u >37V7€ U*- {o} Por ser
D peEUU (P) se tendria p u _>q u, es decir, g JEUY (P). Esta contradic-

cibn demuestra el teorema.
II.- AXIOMAS DE COMPORTAMIENTO RACIONAL

En este apartado nos proponemos caracterizar axiomaticamente
un criterio de decision entendiendo como tal una aplicaciéon que hace
corresponder a cada subconjunto P C S un subconjunto K(P) de P.

Estas ideas se basan en las contenidas en Chernoff (1954), Aumann
(1962), Nordbrock (1971), Rios (1976) y Girdén (1977).

La clase de los problemas de decision que vamos a considerar alo
largo de este apartado van a ser subconjuntos convexos no vacios y ce-
rrados por arriba. A esta clase la vamos a representar por C.
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Definimos la distancia entre dos elementos P, Q € C por:

d(P,Q)=Max { Sup Inf d(»,q); Sup Inf d(B, 9)}
PEP JEQ Jegper

Una vez dada la definicion del criterio de decisidon se presenta una
serie de axiomas que se consideran plausibles que un ‘“buen” criterio
de decision debe satisfacer y se estudia en particular el criterio de Von
Neumann.

Axioma 2. 1.- Para todo problema de decision en ambiente de ries-
go PE C, K(P) # ¢.

Axioma 2.2.- Para todo problema de decisidn en ambiente de ries-
goPECsi 7)) € K(P), entonces 3 es admisible.

El admitir que todas las distribuciones seleccionadas sean admisibles
parece demasiado, de aqui la necesidad de debilitar el axioma.

Axioma 2.2*- Si 3 € K(P), entonces 3 no esta dominada estocds-
ticamente en sentido fuerte por ningin elemento de P.

El axioma 2.2 es muy deseable. No obstante, el exigir que todas las
distribuciones seleccionadas por el criterio sean admisibles, es muy fuer-
te. Sin embargo, teniendo en cuenta el lema 1.4, si consideramos como
funcion de utilidad las que sean estrictamente crecientes el criterio de
Von Neumann siempre selecciona distribuciones admisibles, cosa que
no ocurre si solamente se supone que la funcidn de utilidad es crecien-
te. De aqui la justificacion de introducir el axioma 2.2.*¥ que es mas
débil y constituye el minimo requisito que debe satisfacer un criterio.

Axioma 2. 3.- Para todo problema de decision en ambiente de ries-
go P € G, K(P) es convexo.

Axioma 24- Si Py Q€ C son dos problemas de decisiéon en
ambiente de riesgo y si P C Q, entonces

K(Q)CKMP)U {Q - P}
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Axioma 2.5.- Si Py Q € € son dos problemas de decision en am-
biente de riesgo y si P C Q y K(Q) C P, entonces

K(P)=K(Q)

Axioma 2.6.- (continuidad). Si P, > P, es degr, dP,,P)— 0y si
d(?,,, ;))) -0 con '[7),, el y ?n € K(P,), entonces p € K(P).

Axioma 2.7- (sustitucidén). Si P es un problema de decision en
ambiente de riesgo P € €y definimos

N = ¥

P’=( ) AE(0, 1)
*
Po P

entonces K(P') =\ Do + (1 — A) K(P).

La racionalidad de estos axiomas y su relaciéon con los de Von
Neumann puede verse en Criado (1978).

Vamos a estudiar ahora en que condiciones el criterio de decision
de Von Neumann satisface los axiomas precedentes.

Definicion 2.1.- (Criterio de Von Neumann o de la utilidad es-
perada).

Sean€U*-{o}yPEC

Kz(P)={p*€P: p*

Teorema 2.1.- Si P € G, entonces K (P) # ¢.

Demostracion: Por ser P cerrado por arriba A(P) C P; los lemas 1.3
y 1.4 demuestran ¢l teorema.

Teorema 2.2.- Para todo P€C, si Z)’EK;(P) entonces 3 es
admisible.
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Demostracion: Por ser P cerrado por arriba A(P) = A (P), por Gltimo
los lemas 1.3 y 1.4 demuestran el teorema.

Teorema 2.2%*- Si 36 K;(P), entonces Z)’ no esta dominada esto-
casticamente en sentido fuerte por ningin elemento de P.

Demostracmn 81 p pEK, 2(P) y existiese g JEP tal que q = p se
tendna que u q>u p, lo cual es contradictorio con la hipotesis de
pPE K;(P).

Teorema 2.3.- K;(P) es convexo. La demostracion es trivial.

Teorema 2.4.- SiP, Q € C y P C Q, entonces

K2(Q)CKz(P)U {Q— P}

Demostracién: Por verificarse que P C Q se tiene:

Sup p Pu< < Sup ¢ qu
pEP €0
Si q* € K;(Q) entonces q* € Q y ademas Sup Pu< 71’* u

p €eP
Pueden entonces ocurrir:

i) Sup p u—q u yq*GPentonces q*EK*(P)
PEP

Si q* & P, entonces _é)* €EQ-P

ii) Sup 33<3" ‘17, entonces 71)*€Q—P.
peP

Luego en ambos casos se verifica
K;(Q) CKz(P)U {Q — P}

Teorema 2.5.- Si Py QEC y PC Q verificindose ademds que
K;(Q) C P, entonces K;;(P) = K;(Q).
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Demostracion: Por estar P C Q se tiene que Sup 3 < Sup 71’ '17,

pEP 7€0
v ?1)* €K (Q)es ?1)* € Q por lo tanto Sup 3 U< 71)* ﬁ’; puesto que
qer
c—z)* EP —c})*l_t)< Sup 3Tt)<?1)* U, es decir, Sup ;))Tl)'—‘?[)* l_l), lo que
peP pep
implica que ?1)* € K7 (P).
_)Pr_(gbaremos ih_())ra que K7?(P)C K;(Q). Sea 3* eK;P)=> ;J)*__)EP
yp*u< Sup q u;porserK;(Q)CP tenemos finalmeate p* u <
J€0
< Sup qU<p*u, esdecir, Sup g U =p*u = p* € K2(Q).cqd
1€0 i€0
Teore;_n)a 26.-SiP,~>Pysi 3,, —fﬁconffn €eP,Vn y?,, € K;(Py),
entonces p € K?(P).

Demostracion: Supongamos que f; & K;(P), entonces existird
;))* € K (P) tal que:

Pri= Sw >FESFT
P

-
p E

por ser 3*EP existe una sucesion {;)),f},, en con 3,,*EP,, tal que
d(?,f, 3*) — 0y puesto que ;))n € K;;(P,) tendremos:

- = > > —p >
Ppu= Sup p,u=pru
-+
Pn EPp

-

P - —> —> . es
Tomando limites tendremos: p u =2 p* u. Esta contradiccion de-

muestra el teorema.
Teorema 2.7.- Si P € C y definimos
Al-A
P’=(_> ) AE, 1):
Do P
P={37

={p:P =ADo+(1-N)DPVpEP}
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Entonces K (P’) = {p*’ A po +(1 =N p , con p* €K;(P)}. La
demostracion es trivial.

Nuestro problema es ahora proceder a la inversa, es decir, si el crite-
rio K(P) verifica los axiomas 2.1, 2.2*, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6 y 2.7, enton-
ces existe una funcion de utilidad u(4;) tal que:

K(P)={p*€EP:p*u= Sup p u}

-

pEP

Suponiendo que la clase de problemas de decision es la clase C
anteriormente definida. En resumen que los Gnicos criterios que satis-
facen los axiomas anteriores, y solamente ello, son los que maximizan
la utilidad esperada.

La demostracion la haremos por intermedio de unos lemas.

Lema 2. 1.- (reciproco de convexidad)

Si po EK(P) es tal que po=ADp; +(1—A)PD, con AE(0, 1) y
- >

P1, P2 € P, entonces 31, 32 E K(P).

Demostracion: Consideremos el problema

A il
(2
» P

Puesto que p2 EPy po = )\p (1 - X) 32, entonces por la defi-
nicion de P’ deducimos que po € P’, por otra parte 31 € P por tanto
P’ C P. Probaremos ahora que po EK(P ). Teniendo en cuenta que
P’ C Py el axioma 2.4 deducimos que —50 € K(P).

Aplicando el axxoma 2.7 tendremos K(P) D p, + (1 —A) K(P),
es decir, existe un p2 € K(P) tal que po —7\pl +( - ?\) D2, la simple
comparacion de esta ultima con po =A 31 + (1 —A) p, nos dice que

= _5; € K(P). Analogamente se razona y se concluye que 31 € K(P).

Consideremos ahora pg €S. Definimos

Uz, = {P €S: K {co (Bo, )} = (B}



Vg, =1{P €S :K {co (Bo, P)} = {Po)

W; ={P €S : K {co(Bo, P)} = co {Po, P}

Lema 22(*)- Para todo po €3S. Los conjuntos U* - {po}
Vo, ~ (Do} v W es una particion del simplex.

Ademas UI;:) - {po} y V;;;) - {po} son conjuntos convexos cuyo in-
terior es no vacio y Wﬁ;, es una parte cerrada de S cuyo interior es
vacio.

Por ser ahora Ui’:, —{poly V,;; — {po} conjuntos convexos disjun-
tos no vacios, existe una forma lineal x* y una constante ¢ tal que

x*P)=c Vp EU3, — (Do) (2.1)
X*B)>c Vp EV3, — (Do} (2.1a)

Las relaciones anteriores son equivalentes a las siguientes:

- -
x*(P)>c VP EU; UW; (2.2)
x*(P)<c YPEV; UW; (2.2a)

Teniendo en cuenta (2.1) y (2.1a) y siendo U;O - {30}, Vii, - {30}
y Wi’:, una particion del simplex, tendremos:

W; CHz = (P ER" : x*(p)=c}

Hp*o es pues el hiperplano que separa los conjuntos U* - {po} y
V-’ - {po} el cual es por otra parte Gnico, puesto que si ex1stlese otro
hlperplano

={p ER" : y*(P)=c}

con x* e y* linealmente independientes se podria encontrar un
— - — —>
p1# po tal que x*(p) >cey*(p,)<c

(*) En Criado (1978) puede verse la demostracion de este lema.
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De las relaciones (2.2) y (2.2a) se obtendria que 31 € Wi,; con lo
que se tendria x*(?l) = c. Contradiccion.

Ademas x* no depende del 30 elegido. En efecto, sean (u, u,, ...
un) y (¥4, va, ... V) los vectores caracterlstlcos de los hiperplanos de se-
paracion correspondiente a los puntos po, qo €S respectivamente.

Sea p Er Epo + )\poqo tal que p €S, la homotecia de centro
1p 4ol
p y razon—p=q_ A\ transforma los puntos po y pl en los puntos

' 71)0 y 71)1 respectlvamente, mediante:
71)0 = _>\)3+)\30
@ =(1-N7P +\p

Supongamos que po, p 1 € W ; formemos la envoltura convexa de
los puntos qo y q, ,

co (do, 41)=(1=N) B + A co (o, B1)
Aplicando ahota el axioma 2.7 tendremos:
K (c0 (G0, 0} =(1 =0 B + A K {co (Fo, B} =(1-N B +
+Aco (I_U)o, 31)

comparando esta Gltima expresion con la anterior, deducimos final-
- - .

mente que go Y g, GW;;O, es decir, los vectores (u;, u;,...up) y

vy, V,, ... V) tienen la misma direccion.

Demostraremos ahora que u; <u,; <uj ... <u,, o de una manera
mas general.
Teorema 2. 8.- El vector caracteristico del hiperplano de separacién

nos define una funcion de utilidad.

Demostracion: Vﬁ;, = {3 €S:K {co ('[;0, 3)} ='ﬁo, teniendo en
cuenta el axioma 2.2* tendremos que DI-,:) - Vi);, , lo que implica que
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(uy, Uy, ... uy) esta contenido en él como polar de Dﬁ:, . Los vectores
que caracterizan este cono son (*):

1‘~nw 2—n i—n -1
2 ) -1
W= . |W,= W= li=n .. W,=
i .
. . . -1
L 1 2 i n—1
N L | L _ L _

u = (u,, uz,. Up)=2 oy W,, o; =2 0; y de aqui obtenemos final-
mente que: U; SuU, < S Uy.

Por ultxmo el hg)z de hiperplanos de vector caracterlstlco V=,
vz,. Vp) = \T+u I, X > o separa los conjuntos U* - {po} y U* -
—{ po} es decir, la funcién de utilidad estd caractenzada salvo una
transformacion lineal positiva.

Sea ahora P un problema de decision en amblente de nesgo atil-
mente cerrado por arriba y sea Up(P)= {p ep: p U= Sup q u} el
criterio de Von Neumann. qjer

Vamos a demostrar que K (P)'= Uz(P)

i) K(P)C U-'(P) En efecto, sea 30 EK(P) si Z;’o & Uz (P) existird
al menos p e Uy (P), es evidente que p € U-* pues de lo contra—
rlo se tendria que p S V-' U W-' y por cons1gu1ente p U<
<p0 . Puesto que po & U @), p QE U; (P). Contradiccion.

K {co (Bo, D)} =P

La demostracion se sigue aplicando el axioma 2.4.

K(P) C K {co (Bo, P)} U {P—co (o, P)} =B U {P ~ co (B,
p)}. Es decir, py & K(P). Contradiccion.

(*) La caracterizacion de estos vectores puede encontrarse en Criado (1978).
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ii) Up(P)C K(P). En efecto Up(P) CP y puesto que se verifica
que K(P)C Uz(P) por la aplicacion del axioma 2.5 tenemos
KP)=K {Uz(P)}

Si probamos que K {Uz(P)} = Uz (P) el teorema estd demostra-
do, en general se verifica que K {Uz(P)} C Uz (P), probaremos
ahora que Up(P)C K {Uz(P)}. Y de ambas inclusiones la
igualdad.

Sea entonces? € Uz (P) y definamos los siguientes conjuntos:

€ €
2,"'—")nEN*

€
A=z + (S 2 S

n n
con X e,? <d(Uz(P), H), Z €,=0Yy €= (€4, ... €n) pertenecien-
=1 1=1

te al cono de dominancia.

Consideremos ahora la sucesién de problemas de decision:
_— >
By=co ({p}UA,), nEN*

Esta sucesion converge hacia U; (P) puesto que d(B,, Uz(P))~> o
para n —> oo, 36 K(By) y la aplicacion del axioma 2.6 establece
que ;))EK {Uz(P)}. cq.d.
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