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SUMARIO

El problema de la afijacion de los tamafios de muestra en estratos es aborda-
do. Los sistemas de probabilidades desiguales se basan en una variable auxiliar
X'. La existencia de un modelo superpoblacional permite el desarrollo de criterios
de afijacion Optima. Las propiedades de los tamafios de muestra obtenidos son
similares a los clasicos.

Palabras Claves: Muestreo ™ PXM; Modelo superpoblacional; Afijacién 6ptima;
Muestra balanceada.

1. Introduccion

Es usual que una poblacion actual U esté particionada en estratos.
En estos casos se denota la poblacion mediante:

K
U=‘E Ui; Uint=¢, Vl-'f‘]

i=1

siendo U; = (u;y, Uia, .., Uin;) un conjunto de individuos. La seleccion
de una muestra s C U se hace utilizando esta estructura por lo que se
representa como una particion
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K
S='z Sis S,'CU,'

1=1

La seleccion. de cada s; se lleva a cabo independientemente de las
demés mediante una medida de probabilidad d; conocida como disefio
muestral. Generalmente todos los disefios utilizados para seleccionar las
s; pertenecen a una misma familia. Esto es, se usa muestreo aleatorio
simple (mas), de probabilidades desiguales, etc. para seleccionarles. Los
disefios caracterizan las probabilidades de inclusion de un u;; en la
muestra mediarte la relacion '

m@)= T d@s); i=1,..,K; j=1,..,N; (1)
si D ujj

Las probabilidades de inclusion conjunta de u;; y u;, también son
calculables a partir del disefio. En este caso esta es

mp@= T d(s) 2)
si D (ujj, ujp)

A la poblacion U se asocia un vector de parametros Y en el que ca-
da coordenada es el valor de la caracteristica de interés Y en un indivi
duo. Este valor se puede denotar por Y(u;;) = Y;; al tomar en cuenta
la pertenencia de cada individuo a un estrato. Si se quiere caracterizar
el comportamiento de Y es usual el empleo del total dado por la fun-
cion paramétrica

Cuando es conocido el vector paramétrico de una variable auxiliar
cuya correlacién con Y es alta es recomendable hacer que las probabi-
lidades de inclusion sean proporcionales a esta variable. En el caso de
poblaciones no estratificadas se ha estudiado ampliamente el comporta-
miento de disefios que utilizan este método. Cuando la expresion de (1)
es
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Nj
1r,~(i) =n; Xif/TX,'; : TXi =j§1 Xij

dentro de cada U; se dice que el disefio es 7 PX - estratificado como ex-
tension de la definicién de disefio # PX utilizada en poblaciones no
particionadas en estratos. El comportamiento de estos disefios ha sido
poco estudiada. Rao (1968) estudid el problema de la afijacion en la
estratificacion al usar disefios 7 PX en cada U;.

La estimacion de Ty al usar disefios 7 PX se vincula con estimado-
res del tipo Horvitz- Thompson (1952). Estos son insesgados pero ade-
mads poseen otras propiedades estadisticas que le hacen atrayente. Una
buena caracterizacion de este estimador es hecha por Sampford {(1975).

En el presente trabajo se analiza el comportamiento de estrategias
muestrales que utilizan como probabilidades de inclusidn en cada es--
trato U; a

Ni
m(il ) =n; X5/ Ty (0); Ty (1) =2 Xy

=L ., N i=1,.,K; t€IR
Los disefios asociados a estos sistemas de probabilidades se conocen
con ¢l nombre de 7 PX de tamafio modificado o sencillamente m PXM.

Partiendo de la familia de distribuciones a priori que genera Y se
puede hacer un estudio del comportamiento de los n; 6ptimos. En este
trabajo se utiliza el modelo superpoblacional

M(g, pi): Ey(Yyl Xy)=a; X},
iaiz Xé si j=j (4)
COV( Yif‘f Y,!’ i X!] Xg’i') = )
i O si j#Fj’

dentro de cada cstrato. Se obtienen tamafos Optimos para la muestra y
un estudio sobre los valores adecuados de ¢ y p es realizado.
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2. Afijacion del tamaiio de la muestra

En el uso de la estratificacion un problema de especial importancia
es la determinacidn de los tamafios de las muestras s;. Es comuin que el
criterio de afijacién utilizado se base en la minimizacion de la varianza
del estimador dado un costo fijo. Neymann (1934) obtuvo férmulas pa-
ra obtener los valores Optimos de los n; bajo este criterio al utilizar el
disefio masa y el estimador media ponderada.

_ K

Je= 3 ( N,-/N) S Yy
i=1 ujj € s

como estrategia muestral para Ty /N = Y.

Al utilizar disefios m PXM en cada estrato tiene sentido seguir la
costumbre de hacer uso de estimadores de Horvitz- Thompson para el
total en cada U;. Un estimador insesgado de Ty es

K
y=2z Z  Yy/m(le)
1=1 ujj € s
donde m;(i|t) es calculable mediante (3).

Y es un estimador lineal y los disefios d; son independientes de ahi
que el error de éste sea

V=V(y)=2 | Z

. [”l (1 —m(ily) Y3
i=1[j=1 mi(ilt)

V.

1

+
i=1

s [mpGlt) — mGle) mp (il )] Yy Yy ] — §
JET mr (1) '

donde m;(il ) es la probabilidad de la inclusion conjunta de u;; y
u;j» al usar el disefio m PXM con parametro ¢. Si hay motivos para acep-
tar que en cada U; el modelo (4) ha generado a Y; =(Y;y, ..., Ying)
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es logico fijar los n; optimos utilizando el error esperado de y. Deno-
tando Ej; como la esperanza bajo ese modelo

1 — milp) Y2 1 —milt
Ml:( 7r](l )) II-L__ ( ﬂ](l ) (alz Xs +012 th) (5)

m@ln | man

es la esperanza de cada sumando en la sumatoria de los Yg Ladelos
términos cruzados esta dada por:

[(nji.(il t)—ml ) mp@le) Yy YH_

Eu | mp (il 1) ' I
_[ mr Gl —-Tfj(ilf) mGlnl L,
[ D) :I[ai Xiy Xij'] ©) .

Sumando estos resultados y tras alguna manipulacion algebraica se
obtiene que:

N _
Ey(Vi)=0o} z (1 -mGlt) X5/milty +af Var[ = XP/m(ilD]=V,
]= .

“1] (S S
Sustituyendo m; ({| t) por su valor en la estrategia
_ 2 Ni ot N;
I/i=0i TX'(t) []§1XU /ni —"]El Xl]] +
+14} Ty [Var = XP7] (7
Ui € s;
Una funcién de costo adecuada para este problema es:

K
C=cot+ Z ¢;n
i=1
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donde ¢y es un costo general de las operaciones de muestreo y c; el de
evaluar un individuo en Uj. Al fijar un presupuesto C’ para la encuesta
se quiere minimizar el error esperado

=3 7,
i=1

1My

Tomando A como un multiplicador de Lagrange y derivando con
respecto a cada n; la funcion:

— K
F=V-AC ~-co— Z ¢iny)
1=1
se obtienen K relaciones del tipo

Ni Ni _ _
Amici=0; [Z X2 X5 '1-Tya Var[ T X5 '1=2?
J=1 Jj=1 u,-]-ES

por lo que:
ni=Z; (A C,')-l/z; i=1,..,K

Si el tamafio total de la muestra s se fija como n se obtiene que:
K
\N2=3 Z/n c,-l/2
i=1

y A2 es despejado facilmente. Su sustitucion en (8) fija como tamafios
6ptimos de muestra las K expresiones:

Nj _ _
ne;* Ty (o} T X5 +a} var( T x5
_ J=1 ujj € si
= (9)

K _ Ni _ -
z ¢ [o? TX’.(t)]_E‘X,f‘;- ‘+Ty(al Var[ T X5

ij € si

u

35



Note que Var[ = Xg_t]= Osip=t lo que simplifica la expre-

lli]' (S 5;

sién de los n; 6ptimos. Usando los resultados de Callebout (1965) se
tiene que el producto

Ni N
[Z X;1[02 x5
j=1 i=1

crece como funciéon de |(g — 2 ¢)/2|. De ahi que cuando t=g/2 el
error esperado en U; tenga un menor peso en la afijacidon de »n; que los
costos de evaluar cada u;; en ;.

Un analisis de (9) denota que los estratos con mayor representacion
en s son los mas variables internamente, los mas baratos de muestrear
y los de mayor peso relativo en sus totales Tx,(#). Estos resultados son
cualitativamente similares a los que obtuvo Neymann en poblaciones
actuales al recordar que los totales se relacionan en gran medida con
el tamafio del estrato.

La seleccion del grado ¢ del sistema de probabilidades de inclusién
lo fija el estadistico. Tomar p =t o g/2 =t puede llevar a distorsiones
graves en la representacion de los estratos. Una solucién mas aceptable
que hacer p =t es trabajar -con muestras balanceadas en el sentido
de que:

pX X}}‘t = 3 X,-’]’-,_'; s; # s; de probabilidad no nula

uj €5 uij» €5

Esto garantizaria que (10) se cumpla aproximadamente. Si los es-
tratos deben ser construidos estos resultados sugieren que puede usarse
la caracteristica X' para garantizar que las muestras dentro de U; sean
aproximadamente balanceadas.
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