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RESUMEN

En este articulo se describen algunos de los modelos marcovianos de redes de
colas mas interesantes, como los de Jackson, Gordon y Newell, Reiser y Kobayashi
y otros, estudiando las relaciones existentes entre ellos. Se demuestra que la solucion
conocida como “forma de producto” es valida para todos ellos con las modificacio-

nes apropiadas en cada caso.

ABSTRACT

In this paper are described some of the more interesting markovian models of
queueing networks as the Jackson, Gordon and Newell, Reiser and Kobayashi, and
other. We study the relations among them. It’s proved that solution we know as
“Product form” is valid for all, with the appropiate modifications for every case.

Key words: queue/network.

INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es presentar algunos de los modelos mas
importantes de redes de colas marcovianas, como son los de Jackson,
Gordon y Newell, Reiser y Kobayashi, etc. dando una breve descripcion
de cada uno de ellos y pasando a continuacidn a estudiar las relaciones
existentes entre los distintos modelos de redes propuestos.



Esta relacion se basa en la forma de las probabilidades de estado, es-
tacionarias, de cada red, cuya expresion es del tipo conocido como ‘““for-
ma de producto”, demostrando que existen equivalencias formales en-
tre algunos de los modelos que se dan, lo que hace posible el estudio del
estado en que se encuentra una red a través de la solucion, conocida, de
otra red equivalente.

La forma general de estas probabilidades de estado es:

M
Piny, ...ony)=C 1l X;
j=1

donde (' es una constante de normalizacion y X; es una funcion del nt-
mero de clientes 7;, en la estacion .

En todos los modelos que estudiamos supondremos la disciplina
de cola usual y que los clientes tienen todos igual comportamiento es-
tocastico.

DESCRIPCION DE LOS MODELOS

La descripcidon de los modelos ia haremos de forma resumida me-
diante un cuadro adjunto para los més conocidos o bien para aquellos
cuyas suposiciones basicas pueden sintetizarse de tal forma y asimismo
damos en todos los casos el conjunto de ecuaciones de balance o de esta-
do a partir de las cuales se obtienen las probabilidades de estado de cada
red y que utilizaremos posteriormente para demostrar la equivalencia
entre los distintos tipos de redes propuestos.

Pasemos ahora a describir otros modelos importantes de redes:

i modelo (N/L/M/R} de Jackson [10]

En este modelo los individuos que llegan a la red han de recorrer un
camino prefijado dentro de ella, de tal forma que cuando un cliente lle-
ga, se situa cn la cola correspondiente a la primera estacion de su ruta,
se sirve en ella y pasa posteriormente por todas las estaciones necesarias
hasta abandonar el sistema.
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El proceso de llegadas de clientes se supone que es un proceso
de Poisson generalizado cuyo parametro varia con el nimero de clientes
en el sistema mientras que el nimero de clientes servidos, por unidad
de tiempo en cada estacion se modela como un proceso de Poisson ge-
neralizado cuyo parametro en cada estacion de servicio varia con el
niimero de clientes en dicha estacion.

Ademas, se supone que la generacidén de las distintas rutas a seguir
por los clientes se modela como un recorrido aleatorio entre las distintas
estaciones de la red que alcanza un estado terminal con probabilidad
uno. Esta forma de modelar los caminos a seguir por los individuos
incluye todos los caminos posibles, incluso la posibilidad de que los
clientes deban recibir servicio en los M centros o en uno solo.

El proceso de generacion de rutas viene especificado por el conjun-
to R:

R={rG,j/i=0,1,...M;j=1,2,..., M+ 1}

donde, parai,j= 1, ..., M se tiene que:

a) r(0, j)=Probabilidad de que la estacidon j sea la primera en un
camino. .

b) r(i, M + 1) = Probabilidad de que la estacion i sea la tltima.

¢) r(,j)=Probabilidad de que la estacion j sea la siguiente a la i en
un camino.

d) (0, M + 1)=Probabilidad de que una ruta sea vacia.

e) Paracadai,i=0, 1, ..., M el conjunto
{rG, ), j=1,..,M}

es una distribucion de probabilidad.

Con esta notacion, la probabilidad de que se dé la ruta (k,, ..., k;) es:
r(O’ kl) ) r(kla k2) R r(ki_l, k,) - r(k,-,M +1)

y ¢l nimero medio de llegadas a la estacion i ¢s la Gnica solucion del
sistema:



M
F;=r0,i)+ 2 r(j i) I‘]- i=1,...M
j=1
siendo las ecuaciones estacionarias del modelo:
M
[A(n) + -21 p(, ny) (1 —rG@, i) P(ny, ..., ny )=
I=
M
= 'En ANn—1DrQ,)P@,,...n;—1,.., 1)+
i=
M
+ 2 pl,nm+D)rGM+1D)P(ny, .. 0+ 1, ., my)+
1=1
pln+Dr@GpP@E,y,....n;+1, .., ni—1, ..., my)(13)

1

donde no se consideran aquellos 7; que sean negativos.

En estas condiciones, la solucion Gnica del sistema viene dada por:

Py, ooy i) = C W (1, ..., nar) WN) (14)
donde:
(2 WWI)TWIN))™ ! silasuma converge
C= N=o0
0 si la suma no converge.
siendo:
N-1
WN)= 11 AN@ N=0,1,2,..
i=0
M M o
wing, ..., nM)=l,£1l L (T/u(F, D)
TINY=Z w(ny, ..., ny)
M
extendida la suma a todos los estados tales que Z n; =NparaN=0, 1, ...
j=1



El modelo de Posner y Bembholtz: [15]

El sistema considerado por estos autores es una red cerrada en la
que hay N individuos estocdsticamente idénticos circulando a través de
M estaciones de tal forma que una unidad que completa el servicio en la
estacion i se dirige a continuacion a la cola de la estacion j con probabi-
lidad p;; siendo

M
Z p;=1 i=1,.,.M
i=1

El tiempo necesario para que una unidad pase de la estacionialaj
es una variable aleatoria con funcion de distribucion Gy;(.). Los tiempos
de servicio en cada estacion se suponen variables aleatorias independien-
tes y exponencialmente distribuidas con p;(n) la tasa de servicio de la es-
tacion i, dependiente del nimero, #;, de individuos en ella.

En estas condiciones,” la solucion, estacionaria, que nos da las pro-
babilidades de estado de la red es:

M
— N“ E nr
M H r=1
P(n,y,...,nu)=C {’91 B, (n,)} m (15)
- IN-— 2 n]!
r=1

M
siendo N el nimero de clientesenlared y N— X n, el nimero de clien -
r=1

tes que se encuentran en camino de una estacion a otra.

La expresion de H viene dada por

M
Z e, H
v=1

uy

_ M
H= X

u=1

. "y
donde H,, = lim H,,(y)= lim ’ (1 - G,,(w)) dw
Yoo y= oo. 0
M

-1 _N—.E ny M
con C, =Ez o[B,(n,)][H i=1 /(N—r§ln)1!l

ny=



obteniéndose los valores de e, de la solucion del sistema

€uy — Yy Puy

siendo
* M * M
V, = V.\' /k§l Vk y VS = ?l Vr prs

y la expresion de B,(n) es:

n
Bm=V"/ 2 pk) ; r=1,..M
=0

con la condicion

1,0)=1

El modelo de Reiser y Kobayashi [17]

Este trabajo puede considerarse como el mas amplio y general en el
tema de las redes de colas, salvo que no considera los tiempos de transi-
to de los individuos a través de la red. En este modelo se estudia el caso
de un sistema de M estaciones de servicio, R tipos distintos de clientes
y L cadenas de Marcov cerradas que caracterizan cada una de ellas a
una subred distinta dentro de la red global, con las siguientes. conside-
raciones: '

a) R=zL=>1

b) Los clientes proceden a través de la red de acuerdo con una ca-
dena de Marcov con espacio de estados E, dado por

E={(n,n/n=1,..,R}

t matriz de tramsicion P={P, , (n’, r)}, cuyos elementos indican la
probabilidad de que un individuo de la clase r que completa su servicio
en la estacion n pase a la estacion n’ y cambie a la clase r’. La cadena de
Marcov asi definida se descompone en L subcadenas irresudibles C,,
- Cp.

10



c¢) Las subcadenas Cs, s=1, ..., L, son abiertas o cerradas. Enten-
diendo por abiertas aquellas a cuyo espacio de estados se puede acceder
desde el exterior del sistema. Los procesos de llegadas a las subcadenas
abiertas son de Poisson independientes de tasa A, s =1, ..., L, que puede
ser funcion del nimero de individuos k; en la subcadena C;. Cuando
s¢ produce la llegada de un cliente de clase r a la subcadena Cy, se dirige
a la estacion n con probabilidad pg, (n, r) mientras que un clicnte de
clase r’ que completa su servicio en la estacion n” abandona Cs con pro-
babilidad Py, ), s. En una subcadena cerrada, el nimero de clientes
es constante, verificaindose que Pg (, , =P, ,) s =0 para todo (n, r)
de la subcadena.

d) La estacion de servicio j, j=1, ..., M, tiene distribucion expo-
nencial del tiempo de servicio con tasa ,u]-(kj) dependiente del nimero de
individuos en ella, y la disciplina de cola es la usual, si bien los autores
consideran varias disciplinas posibles.

Los pardmetros de las distribuciones de llegadas y servicios pueden
expresarse Como:

wk)=w byk) j=1,...M
N =N a k) s=1, .., L
Si notamos por I',, al nimero medio de veces que la estacion n es

visitada por clientes de la clase r que pertenecen a (g, tendremos el si-
guiente conjunto de L ecuaciones lineales:

I

n

=P + z r, P - (16)
r s, (n, 1) (' ry-co "7 (n, r), (n,r’)

Notemos que I, = 0 si el estado (n, r) no pertenece a la subcadena
(. Ademids, la solucion de este sistema es Unica si C es abierta. Si la
subcadena C; es cerrada, entonces la solucion del sistema (16) se puede
determinar excepto por un factor constante.

El estado de la red lo representamos por el vector
s= (Sl, ceey Slw)

siendo:
Sn :(rn(l)a ceey rn(kn))

11



donde r,{(/} es la clasc a la que pertenece el j- ésimo cilente en la cola
de la estacion n, n =1, ..., M, mieniras que el vectors({n »)~!) viene da-
do por:

5{(” r}—“l) = {Sls cers Sns evey SM}
con
S, =, (1}, ..., ryk, — 1))
realizandose la transicidon del estado s al s({n #)”) cuando se produce la
liegada de un cliente de ia clase 7 a ia estacion 1. Teniendo ésto en cuen-
ta y aplicando el principio de balance total, se obtiene la siguiente ecua-

cion de recurrencia simpie para las probabilidades de estado estaciona-
rias del sistema: '

R(ks) I“m' P({nri ) =K, (kn} (s}

de donde se obtiene como solucidn:

M L k
Pey=C{ 11 Bk} {1l Ak} 11 " 17
(5) Ln=1 n( 7} JH[S:} S( s}_} (n,r)ECs pnr ( )

siendo: B =y }\S/,u;
J
B (=11 51 0)
- j—:i
A (D=1 a,()

determinandose {a constante C por normalizacion.

RELACIONES ENTRE LOS MODELOS
i.- El modelo 1 de Finch y las redes de Jackson
Consideremos en primer iugar el modelo de Finch con retroalimen-

tacion individual. En este modelo tenemos, seghn la notacion de
Jackson que

12



q; si j=it]

0 en otros casos
\
con lo que, sustituyendo en la expresion (4) de las ecuaciones de estado

que describen la red de Jackson, con las condiciones:

0 si i>1
o(n;)=1 si n;=0,1, ...

0 si i#FM
q; =

las ecuaciones se reducen a:
M
A+ izl M)P(ny, .y iyg)=lpr Gpg P(ng, . ynyy +1) +

M
+A6, P(ny—1,..,ny)+ Z p]-p]-P(n,, ces Mjy ey Mpg ) +
J=1

M-1

) "l] q]'P(nl’ ) nj + l,n,-“ — 1, ceny nM)

+
. j=1

y si sustituimos P (n,, ..., ny) por su valor (8) queda

M M
()\+i§1 ;)= Mar Gar Xy +}\8,X11 +j§1 uip;+

M-+

=1
I XX

pero como

Xiwi=Ng; y Xy =Ny ay

13



llegamos a:

¥ ou=3 3
.= .p: + - a:
i=1Ml ]'-—-lﬂ]p] i=lu]q]

con lo que la solucion de Finch es solucion de la red de Jackson.

Veamos el caso inverso, que la solucion de Jackson verifica las ecua-
ciones del modelo I de Finch.

Teniendo en cuenta que las estaciones que componen las redes de
Finch son de un solo servidor, y por tantoc;=1,7=1, ...,M, la solucion
de Jackson quedara:

(240 si m;=0

i(n;)=
AN nj :
P;(0) (I‘]-/uj) 7 si n;>0
que si notamos por X,— = (I‘,-/ul-) y sustituimos en (3) nos da
M -1 M -1
AK+ 2 #iqi=X, +}.§‘1 B X Xjeo + by ay Xy K

Si tenemos ahora en cuenta la expresion de l"j, que en el modelo de
Finch se reduce a:

'y =MNg,; I';=p; I+ qj-4 Ly
y que resulta por recurrencia tiene como solucion
I} =Na;
tendremos:

M M
7\K+i§l M;q;=n,q, + 'El B q; ey Bisolqjm) +

+ iy Gy NK (g i)

de donde resulta:

14



M M
,21 M;q; =My 4, +i§1 i+ Mjsy

=

luego se verifica el sistema de ecuaciones.

2.— El modelo II de Finch y las redes de Jackson

Pasemos ahora a estudiar la relacion existente entre el modelo de
Finch con retroalimentacion terminal y ¢l modelo de Jackson.

Si sustituimos en las ecuaciones (2) que describen ¢l modelo 11 de
Finch las expresiones de las probabilidades de estado para una red de
Jackson del tipo que consideramos y tenemos en cuenta la relacion
que verifican ahora las tasas:

Cy=XN+p, Ty; =T, +p; Ty

haciendo 'y = A y sumando desde j = 1 hasta M llegamos a que
Ly = A(1 - p)

encontrandose que los demas valores vienen dados por
‘v[
r;=da _,-+21 p)/(1=p)=N( —p+p,+-+p)/(1 —p)
con lo que llegamos a

M M-1
>\K+j§:l H,'=>\I-11/F1 +j§:1 Pj K FM/F,"*‘

/W—l
+ My Py +j§1 Libjur/ Ty + (1 =p) K Ty

pero como
(1-p)KTy =K\

quedara

15



M M
]_E:l i (1 —p; (FM/I‘,-))=I_§l (T [Ty By (18)

teniendo en cuenta que
1 —p; (FM/F]'):(F]' —Pj FM)/F]'=

=N —p+p,+ +p;—p)IT;(1 —p)=T;_,/T;

se da la igualdad en (18).
Queda unicamente por ver que la solucion dada por Finch verifica

las ecuaciones del modelo de Jackson. Estas ecuaciones quedan, para la

red que estamos considerando como:
M

()\ + .El “i)P (nl, ceey nM)=IJM qM P(nl, wes Mg + 1) +
1=

M
+AP(nl — 1, caey nM)+ E I“M p]-P(nl, very ni__l, . nM + 1)+
j=1

M
+ Z u]-P(nl, v iy Moy s ey Mpp)

I=1

que, expresando las probabilidades de estado por

M n .
P(nl’ 3] nM)=(]!_I1 Xj ])P(Os ey O)

teniendo en cuenta la expresion de las X;, que g =1 — Z p; y notando
por

T;=(1—p+pi+=+p)

tendremos:

M M M _
()\+i§1 “i)=)\+,’=zl pj(“f/]})+,-§1 “f(Ti'l/Ti)_

M M

16



por lo que se verifica la identidad.

3.— Equivalencia entre el modelo de Koenisberg y una red Cerrada
General

Consideremos en primer lugar el modelo de Koenisberg y veamos
que su solucion verifica las ecuaciones que describen una red cerrada ge-
neral. Para ello definimos la funcion:

M n; n
Q (11, - my)= I (/T
que sustituida en (7) nos da

M .
P(nh L] nM)=P(N’ Oa eeey 0)i1=—Il (“l/""[)nl Q(nl: eey nM)

con lo que la expresion (5) quedara
M M
Py, ..., nM)iE:l My e(nj)=P(n1, oo nM)i_zl {py; \l’,' +
M -
+ izz K;Djj (P,-/ Fj) € (nj)} (19)
pero como se tiene que
”
(;/ Ty) i=22 Tipij= W/ Ty) (T = Ty paj)=w; — (1; Ty o/ T))

se da la identidad en (19).

La demostracion de que la solucion para una red cerrada general
verifica las ecuaciones de equilibrio del modelo de Koenisberg es sencilla
y Gnicamente consiste en sustituir en las ecuaciones (1) la solucion dada
en (11), resultando inmediata la identidad necesaria.

17



4.— Equivalencia entre una red cerrada general y el modelo de Gordon y
Ne well

En primer lugar, veamos que la solucion del modelo de Gordon y
Newell con las notaciones ya conocidas verifica las ecuaciones estacio-
narias que describen una red cerrada general. En efecto, sustituyendo
dicha solucion en las ecuaciones (5), tenemos como expresion resul-
tante:

M M
m=2 T (X/oy(n; + 1)), (o (n; — 1)/X,')Pi,' (20)

M
z
=1 i=1j=1

i
pero en una red cerrada general se tiene que
am)=1; X;=y;/lw

donde
M
Y= P

luego (20) queda

MR

M
o=

i=1 i

M - M M M
Z X/ Xpwpy=Z 2 yi(lyppy= T K

17=1 i=1j=1

Consideremos ahora la implicacion inversa. Las ecuaciones estacio-
narias del modelo de Gordon y Newell dadas en (6) quedan, al sustituir
en ellas la expresion (11) de las probabilidades de estado de una red
cerrada general y simplificar

M M M
Z =2 T iy X/ Xp)

k=1 i=

con

X; =W/, =¥, qilk;;  Xp=y, qx/ by

18



5.— El modelo de Gordon y Newell y el modelo de Jackson

Consideremos ahora la relacion existente entre los dos modclos de
redes de colas que pueden considerarse como mas clasicos en este cam-
po., como son el de Jackson en el caso de redes abiertas y el de Gordon y

Newell como red cerrada.

Veamos en primer lugar que la solucion, estacionaria, del modelo de
Gordon y Newell verifica las ecuaciones de balance del modelo de
Jackson. Bajo las suposiciones del modelo de G. y M. las entradas y sali-
das del sistema no estan permitidas, por lo que las ecuaciones estacio-

narias de Jackson quedaran:
M
(:?1 o;(n)) ) P(ny, ...,ny )=

M M
=i§l ,El o (nj + 1) pjiP(nl, e 1Ly — 1‘, e Ay)

Sustituyendo ahora el valor de P (n, ..., ny) dado en (12) y simpli-
ficando tenemos:

MR

M
]El W pji X; o ()] X;

M

o) p=
i=1 1=1
pero como las X; satisfacen que

M

19



se da inmediatamente la identidad.
Partiendo ahora de las ecuaciones del modelo de Gordon y Newell,

veamos que la solucion de Jackson las verifica: En la solucion de Jack-
son, los parametros [; verifican el sistema de ecuaciones:

_ M

Sin embargo, en la red que consideramos no se permiten entradas,
porloque \; =0 parai=1, .., M,y el sistema anterior se reduce a

oM
;= 2 P Tk

Ademis, las probabilidades expresadas en (10) verifican que
P]-(n’-) =P]~ (n]- - 1) (F,'/I-lj o (n]-))
por tanto, sustituyendo en (6) la solucion de Jackson con estas variacio-

nes llegamos a

M M
. Q; (n]-) K; =i§1 ]=21 € (n]-) M;Dij 0% (”,') (F,' #i/ﬂi F,') =

j=
M M
=i§1 ]=21 o (n]-) M; Dij {(Fi/#i)/(n/ﬂj)}z

M M u

6.— El sistema (N/L/M/R) de Jackson y el modelo de Gordon y Newell

Si sustituimos las probabilidades de estado correspondientes al mo-
delo de Gordon y Newell en las ecuaciones que describen el comporta-

miento estacionario del sistema (N/L/M/R) con las restricciones corres-
pondientes a una red el tipo de Gordon y Newell tendremos que

20



M
iz-:l M; (ny) (1 — 1@, D))=

MR

M
=22

1

u; (n; + 1) r( j) {X;/o; (n; + 1)} {aj(nj)/X,'}

~,

pero como
H; (n;) = 0y (n;) p

la ecuacion anterior puede ponerse como:

) 2 E X 0m)X

(n)u,;= rs X.os(ns .=
l_=la,(,)u, 22 T i % (ny) [ X;
M M M
—f§l o (n,') (I/X,') {iz;l K rij Xi}—iz:l Q; (n]-) M

Consideremos ahora las ecuaciones del modelo de G.N. y veamos
que la solucion del modelo (N/L/M/R) de Jackson las verifica. En estas
ecuaciones es

Pik = r(, k)

con lo que sustituyendo en (6) la solucion (14) podemos poner:

M
{kz:l o () Ut wny, ..., ny) =

"'ME

M

%3 o+ D pypwng, ..,ng— 1, ..,n+1,..,n,) 21)

Ahora bien, la expresion de w (14, ..., 1y ), teniendo en cuenta que
(@, )= O(j(i) Mj

y que las I‘,- son la solucion del sistema de ecuaciones lineales

M .
l",-= Z I;rGy)

=1
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sustituida en (21) nos permite expresar esta ecuacion como

z
a n =
Pt e (i) B

o; (m; + V) p;pye Loy () g/ T 3T /my o (n; +1)}=

Il
~tx
M

M M .
—k§1 o () g (1/T) (i§1 Pik Pi)=k§1 o (1) My

7.— El sistema (N/L/M/R) y las redes de Jackson
Veamos en primer lugar que la solucion dada para el modelo
(N/L/M/R) verifica las ecuaciones estacionarias de una red de Jackson.

Sustituyendo en la expresion de las ecuaciones de equilibrio de una
red de Jackson la expresion de las probabilidades de estado (14) y te-

niendo en cuenta las condiciones de una red de Jackson:

o N
N=3n, y WN)=X

tendremos en (4)
M M M )
{'21 N+ ‘21 o;(n;) u; } )\=i21 o;(n; + 1) p; q; {Ti/oy (n; + 1)} A% +
i= i= =

M M M
+ i§1 N aj(”i)ﬂi/ri + i§1 j§1 Dji (Pj/Fi) o;(n;) pu; A (22)

M
Si ahora tenemos en cuenta que ;=1 — ‘21 p;j> podemos poner
] =

M M M M MM
T gT;N=2 2 (1-  p)=N I I;-NZ 3 p; T (23)
i=1 j=1 i=1 i

i=1

pero como las T; verifican el sistema
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M
T;=r(0.1) +j§l pji T

podemos definir

r(0,1)=N/\

con lo que este sistema queda
M

AT, =N+ 2 )\pj,- I"j
j=1

por tanto, tendremos:

M M MM
AAZ TH=N(Z N +Z Epjil"]-)\)
i=1 i=1 i
quedando (23) como

M
A(Z

1=

MM MM M
NI I NAC Ip N=A(E N 24)
| 2 | i ] i=

Por otra parte, la expresion siguiente queda

S

M M M

"™

J=1

R

. o(n)p; (1/ T T A=\ =

W

M M
TAE a2 o) i (T (25)

por lo que, sustituyendo (24) y (25) en (22) esta ecuacion se verifica
identicamente.
En una red de Jackson, la tasa de llegadas es independiente del nu-

mero de individuos en el sistema, por tanto, A(r) = A V n, en consecuen-
cia, si sustituimos en (13) las expresiones de las probabilidades de esta-

do para una red de Jackson, estas ecuaciones se reducen a:



M M
A+ i§1 o;(n)p; (1 —p;)} =i§1 o;(n;) {N; ”i/F_i}: +

o MM
+ 2 qT; +§ ’2 pij o(n;) p; (Ty/T;) (26)

i=1

pero

S

M M M MM
i=1 j=1 j

i=1 ism1 0

por tanto (26) queda
M M
(At ,E,a"(ni)“i a _pii))?ifl () py (A1) +
M M
X oy (1 =py) — 2 eylny) i Oy/T))

con lo que se da la identidad, ya que la tasa de llegadas total a la red es
la suma de las tasas de llegadas desde el exterior a cada una de las esta-
ciones de servicio.

8.— El modelo de Posner y Bernholtz y el modelo de Gordon y Newell

Para estudiar la relacion entre estos modelos notemos que el mode-
lo de Posner y Bernholtz no es més que una red cerrada del tipo de G.N.
en la que se hace la suposicion de que existe un tiempo de transito en-
tre las distintas estaciones de servicio, por lo que (inicamente necesita-
mos comprobar que la solucion dada por Posner y Bernholtz coincide
con la dada por Gordon y Newell cuando se supone que los clientes
pasan instantaneamente de una estacion a otra.

Si consideramos nulo el tiempo de transito, hemos de calcular el
valor de las probabilidades de estado en el modelo PB cuando ¢ =0,
pero ésto da lugar a la siguiente cadena de equivalencias, facilmente
demostrables:

£>0,t>0G,,(1)>0,Vu veH, (y)>0eH, >0eH=0
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por tanto, la probabilidad buscada sera:

M
Py, ..., nM)=}?im Co {11 B,(n,)YHN-Emi (1/(N—-Zn;)=
=0 r=1

M
=C I B,(n,)
1

r=

siendo C la nueva constante de normalizacion.
Si tenemos en cuenta la expresion de B,(n,), ésta queda

B(m)=V;| I u,(k)=V, [ oyn, = TV, fo,k)p,}=
27)

=V, 18,y } = (V,Iu,}" 67 ()

(28) (28)

siendo
. * —
VE=

M M
V,=V}k Z VE; z Vb,
s=1 =1

s
Es decir, V,, r=1, .., M, es la solucion nommalizada y por tanto

Unica del sistema de ecuaciones lineales (28).
Si llamamos X, = (V, /u, ), la’expresi()n (27) quedara

B,(n)=X, B,(n)"!

y (28) y (28’) pueden expresarse como
M
M, Xr = Vr*/ 2 Vs*
s=1

luego
‘ M
K X, =s§1 (s X5) pg,

que es precisamente la ecuacion que verifican los parametros compo-
nentes de la solucion de la red de GN, quedando definitamente (27)

como



M
P(ny, ..., ny)= Crgl {X;"/8,(n,)}

que coincide exactamente con la solucion de G.N.

9.— El modelo de Reiser y Kobayashi
Este es un modelo muy general, por 1o que engloba, logicamente, las
redes de Jackson y las de Gordon y Newell. En consecuencia veremos

Gunicamente que la solucion dada por Reiser y Kobayashi (R.K.) coinci-
de con la dada en cada uno de ambos modelos.

En primer lugar hemos de restringir a uno solo los tipos de clientes
por tanto sera R=1, y una sola subcadena definida por la matriz
P= (p,-]-). Asimismo, tendremos que:

wk)=oyk)j con wl=p;; bik)=oy(k)
y para redes abiertas
A (k)= con  Al=MN;; ak)=1

todo ello con la notacion ya }ndicada al describir este tipo de red.

9.1.- Relacion con las redes de Jackson

Ahora el vector s de estados de la red R.K. es (n,, ..., 1)), siendo
. ] -1 ,. i -1 .
B,()= 1 b, ()= I o @)
. j_l 3
As(1)=i[1o a,())=1

Pnr =Tnr )‘n/“: =l >‘/l"'n = (I, /"‘n) A
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con A la tasa media de llegadas a la red, con lo que las probabilidades
de estado de este modelo se reducen a

M kn M
Py, ....m)=C I Tl (e, (j)) W p," =
n=1j=1 n=1

M ko N M k.
=Cn91i£ll .p”n (/g (D) =CX n£l1 (F"/#")nigl (I/an(]'))‘—‘.

M k
=Co 11 (Ty /iy ) r'1'l (1/04, (7))
n= j=

que es la solucion para las redes de Jackson.

9.2.- Relacion con las redes de Gordon y Newell
Si consideramos A =1 en la expresion (17) de las probabilidades de

estado de una red RK, esta solucion es formalmente idéntica a la de una
red del tipo GN. En efecto, en este caso se tiene:

kn
B, (ky)= 11 (1), (1)
4,(=1

k; k
pn;"r = pnn =T, /“n)"n

por tanto:

M kn : M k
Py, my)=C I LT (1ay@} T (Ty/uy)™ =

M k
= Cn I=I1 {T, /)™ (1] B, (KN}
y si llamamos

Xn = n/”n Ly =Xy by

que verifican

27



como ocurre ¢n el nodelo de Gordon y Newell.

RESUMEN

Podemos resum'r las relaciones encontradas entre los distintos mode-

los en el siguiente cuadro:

FINCH | FINCH II
JACKSON
/\h \
N/L/M/R REISER Y
KOBAYASHI
GORDON Y
NEWELL POSNER
Y BERNHOLTZ
RED CERRA DA
GENER AL
KOENISBERG

Teniendo en cuenta que las implicaciones que aparecen en la grafica
han de considerarse teniendo en cuenta las peculiaridades de cada mode-
lo como ya hemos indicado anteriormente.
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