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ABSTRACT

This paper gives a formalization of the relation between the Debreu’s value
function and the Von Neumann’s utility function, with a generalization of this
result for their respective vectorial functions. Finally the problem of incorporating
complementary information is considered.
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0. Introduccion

Los multiples y variados trabajos para formalizar mas o menos am-
pliamente los procesos de decision han originado la teoria de la decision
que, en sus aspectos mas practicos, se suele denominar andlisis de
decisiones, andlisis de sistemas aplicados, etc.

Los problemas de decision reales son frecuentemente muy comple-
jos: afectan a muchos individuos, cada uno de los decisores considera
varias caracteristicas y tiene criterios distintos, las consecuencias in-
fluyen sobre el sistema un largo periodo de tiempo, engendran la
necesidad de decisiones sucesivas en el tiempo, etc.

Importantes problemas multicriterio en ambiente de incertidumbre,
polietdpicos, en concurrencia, etc., se presentan en la realidad, y es
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inevitable estudiarlos y resolverlos con algo més que la intuicion de los
expertos.

Se puede hoy hablar, y algo se ha estudiado, sobre los procesos de
decision que reunen las multiples caracteristicas de colectivos, polieta-
picos, multicriterios, en incertidumbre, con varios decisores, y en con-
currencia. Distintos conceptos apropiados de utilidad como puente
entre la realidad y la modelizacion han sido introducidos en los iltimos
afios. En este trabajo nos ocupamos de los problemas concretos de deci-
sion individual con multicriterio en ambiente de incertidumbre, y nos
hemos propuesto resolver algunos problemas pendientes, dentro del
marco mas formalizado de los modelos que introducen funciones
de valor o funciones de utilidad, iniciado por Von Neumann (1944),
y continuando por la escuela americana de Aumann (1964), Raiffa
(1968), Fishburn (1970), etc.

1. Trabajos iniciales

Hay maultiples métodos iniciados y seguidos en la literatura cien-
tifica para tratar el problema de la decision en incertidumbre con multi-
criterios. Un sencillo esquema de este problema seria el siguiente: su-
pongamos un individuo qué juega a una loteria, en que las consecuen-
cias son vectores correspondientes a una valoracion con n criterios. En
tal caso, tendremos una matriz de la forma

Pl P2 P Pk
X11 X21 Xk1
X1n X2n Xkn

donde (xj;, ..., xin) EIRN(@G=1, .., k), ylos Pi(i=1, ..., k) indican las
probabilidades con que se obtienen los distintos vectores.
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Hay dos ideas simples para reducir este problema a otros mas elabo-
rados: a) Reducir los multicriterios, es decir, sustituir cada vector por
uno de menor dimensién o un escalar equivalente.

Pl P2 .es Pk
v(xy)  v(x3) ... v(xg)

con lo cual estariamos en un problema de decisibn monocriterio en
incertidumbre; o b) Reducir la incertidumbre mediante la esperanza
matematica, el equivalente en certidumbre, etc, y llegariamos a un
vector de componentes:

n n n
(,ZlPixn, _zlPixiz,---, ,ElPixin)
1= 1= =

y estariamos en un problema de decision multicriterio en certidumbre.

Estas simplificaciones, demasiado directas, con los puntos de par-
tida de los trabajos de Montgolfier y Tergny (1971) y de Dinkelbach e
Iserman (1973) respectivamente, considerados como pioneros en este
problema, y que pueden llevar a’comportamientos errbneos y aparicion
de dificultades si no se restringe su aplicacion (1). Estas dificultades
se salvan en este trabajo, tratando de una manera conjunta los multi-
criterios en incertidumbre, y se impone pues como en todo problema
de decisiobn complejo, la introduccion de una funcion de utilidad
adecuada que represente las preferencias del decisor mediante una axio-
matica apropiada.

2. Esperanza de utilidad y funcion de valor
El problema de decision en incertidumbre con multiatributos

tiene su tratamiento mas apropiado con la teoria de la utilidad de Von
Neumann y sus generalizaciones.

(1) Ver Rios-Insua, S. (1980).
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Dado el caricter abstracto de los entes que entran en el teorema
de Von Neumann, es posible adaptarlo al caso de multiatributos, y
teOricamente se tiene asi la solucidén del problema maximizando la
utilidad esperada.

Sin embargo, la gran dificultad de construir practicamente la utili-
dad de Von Neumann, que es la critica que suele hacerse a tal método,
nos hace interesarnos por una metodologia de Raiffa, que permite rela-
cionar tal funcion de utilidad con la funcién de valor de Debreu, me-
diante una transformacion monoétona.

Tal metodologia sc encuentra en la literatura (Raiffa, 1969 y Fis-
cher, 1975), indicandola sin llegar a formalizarla en adecuados teore-
mas, preocupandose Unicamente de su aplicabilidad. Como dice G.W.
Fischer (1975, pag. 36).

“Recall that if V is an appropriate measure of riskless value, then
there exists some monotone transform R such that U(X) =
=R [V(X)]".

Trataremos entonces de establecer la relacion entre la funcidn
de utilidad de Von Neumann, que permite construir la esperanza de
utilidad y resolver los problemas de optimacion en incertidumbre o en
riesgo y la funcion de valor. Finalmente generalizamos estos resultados
a las correspondientes funciones vectoriales de utilidad y valor.

Si admitimos los axiomas de Von Neumann-DeGroot (DeGroot,
1970) y los de Wold - Debreu, el primer sistema nos conduce a una fa-
milia infinita de operadores de utilidad, y el segundo a una familia in-
finita de funciones de valor, y el objetivo de los teoremas es relacionar
unas con otras por su interés teérico y por la finalidad préactica, de
facilitar el calculo de la funcion de utilidad en el caso de multiatributos.
El esquema de solucion es suponer primero ambiente de certidumbre,
construir la funcion de valor correspondiente (mas fécil de construir
que la funcion de utilidad ya que no necesita de comparacion de lo-
terias), y pasar a ella mediante la transformacion adecuada.

Tenemos el siguiente:
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TEOREMA 2.1
Sea un conjunto S de elementos x=(x, .., x,) €EIR}, y d una
o-algebra de subconjuntos de S. Supongamos que tenemos definido:

la) Un preorden completo (IR;, %), que refleja las preferencias
del individuo.

Este preorden es tal que:

1b) El orden parcial natural = en IR" implica el preorden >,
es decir,

X2y = xx)y
X>y 2> x>y

1c) Sigc);z =z, existe un A€ [0, 1], talquez~)\1c + ({1 -=N)z

Sea of} la clase de las distribuciones de probabilidad acotadas defi-
nidas en S, es decir, tales que para cada P GOPB existen x!, x2 €S de
modo que el conjunto {x :x'4 x L x2} € @ yes: P[x'4x L x?]=1.

1d) Se tiene definida una relacion de preorden completo (ofl’;, ),
siendo éste consistente con el preorden (IR, >) cuando las distribu-
ciones de probabilidad P Go@,, degeneran en elementos seguros x € S,
es decir,x =y @ P, X B,.

le) Sean P!, P2, P€d,, y a €(0, 1). Entonces:

. a |-« a | -«
PL>P o b
Pl P p? P

1f) Sean P!, P2 P Eo[fg tales que P!> P > P2, Entonces existen
ax€(0,1)yBE (0, 1) tales que:

f e 11—«
P> P? P! y
1 —
e (200)
P P!
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Con estas hipotesis:

1A) Existe una funcioén de valor
v:IR; > IR
que es continua, isotona y fiel, es decir
x>y @ v(x)>v())
x~y e v@=vy)
1B) Tal funcién es Gnica salvo una transformacion estrictamente

monodtona y continua g(.), es decir, si v*(x) tiene las mismas propie-
dades que v(x), es

V¥(x) = (v(x))
1C) Existe una funcion de utilidad
u:S > IR

tal que para todox €S,sison t,,t, ESyes

a) x €[ty 1], esx ~* (u(zc-) : _u()i))

173 4

l —«

[ 1 —«
siendo ¢, ~
fz X

b) x X t;,es u(x)=

. 1 xfa 1—a
¢) X x,esu(x)=—>siendo #, ~
x

Se supone ademas



1g) Cualesquiera que sean x, x”, x’” €S, y o, BE]O, 1], se

verifica:
| [« l —«a g 1-8

cd

I=

u(x) — u(x')

siendo a(x) = —m

y 3=f[ L

En consecuencia:

1D) Existe U(P)= f u(x) dP(x) y se verifica que para cualesquiera
S

que sean P!, P2 € of;,
P' 2 P? siysolosi UPY) = UP?)
Ademis, si u*(x) es otra funcién de utilidad, se verifica que
u*(x)=au(x)+b

siendo a > 0, y b nlimeros reales.
Finalmente:

1E) Para cualquier funcién de valor v, y cualquier funcion de
utilidad u continua, se verifica que:

u(x)=¢ (v(x))

siendo ¢ una funcion estrictamente mono6tona y continua.
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El enunciado de este teorema coordina en uno solo los de DeGroot
y Wold- Debreu, con el resultado nuevo 1E, que permite la construc-
cion de la funci6n de utilidad a partir de la funcion de valor.

Que estos dos conjuntos de axiomas no son incompatibles resulta
de ejemplos inmediatos.

Si a partir del operador de utilidad

uwp)= [ u(x) dP(x)
JS

1
se define para P, =( ), la funcién u(x) = U(P,) para todo x € IR}, es-
¥ \x X

ta funcién de utilidad tiene las propiedades de una funciéon de valor,
pues por la hipoOtesis 1d,

P, * P, equivalea x >y
y como aquella equivale a

Up) > U,

tendremos que

xry e ulx)>u(y)
y analogamente

x~y @ ux)=u(y)

Con esto esta demostrada la isotonia y fidelidad respecto del pre-
orden > de la funcion de utilidad u(x).

La continuidad de la funcion u(x) resulta de que en S, se verifica
para el preorden >=, las condiciones by lc.

Al haber demostrado que u(x) tiene las propiedades de una funcion
de valor en IR}, de la propiedad 1B, resulta que u(x) = ¢ (v(x)).
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OBSERVACIONES:

1) La funcién u(x) construida a partir de los axiomas de Von
Neumann-DeGroot no tiene por qué ser una funcion de valor (si no se
admite explicitamente el axioma de continuidad de Debreu), y por tan-
to no tendria que seru = p(v).

2) En particular, u(x) puede no ser continua, aunque se ha demos-
trado que, bajo condiciones muy amplias, es medible. En cambio, de las
condiciones del teorema de Wold-Debreu resulta que la funcion v(x)
es continua.

Por otra parte, si x=(x,, ..., X,) € IR" (1> 3), una condicion sen-
cilla para que v(x) sea aditiva, es decir, para que se pueda descompo-
ner en la forma:

V(X)=vi(xy) + vy )+ Fvp(xy)

es la monotonia o independencia débil en el sentido de Debreu, a sa-
ber, si ¥ es un subconjunto de atributos de x =(x,, ..., x,), y zel com-
plemen_fario de modo que x =(y, 2); si Oz e (O, gf) son dos esta-
dos, la condicion de monotonia es B B

0 2) = ¢, 2) @ (2 %= (), 2))

Si suponemos que se verifica tal condicion para todas las posibles
particiones de x y que por tanto vale que

V(X)=vy(xy) + o+ vua(xn)

y que ademas existe la funcion de utilidad u(x), puede ocurrir que ésta
no sea una funcion de valor. En efecto, como consecuencia del teorema
de Wold-Debreu cualquier otra funcién de valor que represente el
mismo orden, es de la forma ¢ (v(x)), siendo ¢ una funcion estricta-
mente monoétona y continua. Pero, si consideramos una funcion de
utilidad del tipo:

n
w(? vi(x;))
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al tener una estructura aditiva debe verificarse la condicién de margina-
lidad de Fishburn (Ver Rios (1976)), pero ésta condicion no se verifica-
ra en general, pues se demuestra facilmente que no es consecuencia
de la condicion de monotonia de Debreu, sino que es una condicion
mas fuerte.

Estas consideraciones indican el interés de la propiedad, que se
demostrod, relativa a la relacion entre las funciones de valor y utilidad.

3) Veamos con un ejemplo, que la funciéon de utilidad de Von
Neumann definida en un rectangulo A4,

u(x):A - [0, 1]

puede ser discontinua.

Definamos

0,3 (xy—2)(xy —2);(xy,x2)€([2;2,5] X [2;3D UV
u(xy, x,)= U ([2;3]1X[2;2,5])
0,6 +0,4(x; —2) (xy —2); 0x,x2) €(2,5;3]1 X (2,5; 3]

Esta definicion, de acuerdo con los axiomas de Von Neumann,

implica que si
p 1—p
~(x1,X3)
3.3  (22)

entonces:
pu@B3)+ (1 —plu22)=ub,,x,)
y si ponemos
u(3,3)=1, u(2,2)=0

queda p=uxy, x;)
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En particular:

u (2,5;2,5)=0,075
u(2,51;2,51)=0,70404

A primera vista resulta extrafio que, p.e.:

(0,075 0,925

)‘~ (2,5;2,5)
33 22

,(0,70404 0,29596

)~ (2,51;2,51)
(3,3) (2,2)

sin embargo, no hay contradiccion formal entre este comportamiento
y la axiomdtica de Von Neumann.

4) Para los problemas pricticos es suficiente la consideracion de la
clase o. Una clase mas amplia, es la of; (distribuciones de probabili-
dad para las que U(P) es finita), que contiene a aDB. Es inmediatover que
se podria dar un teorema analogo al dado, considerando la clase
OPE, mediante algunos complementos andlogamente a como se hace en
DeGroot (1970), pag. 110, e incluso considerar la clase mas general
of de todas las distribuciones de probabilidad (2).

5) La ventaja de establecer una relacion sencilla entre la funcion de
utilidad u y la de valor v, esta en que si se ha determinado v, el paso a
u, se reducira a la determinacion de algunos parametros de la relacion
que las liga, que den una idea de la actitud frente al riesgo por parte
del decisor, y que sean suficientes para construirla. Es decir, de esta
metodologia, que hemos formalizado, resulta un camino practico que
hace mas ficil 1a construccion de la funcidn de utilidad correspondien-
te. Esta construccion consta basicamente de dos etapas: la prime-
rd consiste en determinar la correspondiente funcion(es) de valor v

(2) Para un desarrollo mds general, ver p.e. Fishburn (1970). Giron (1979) obtiene
una caracterizacion de la funcion de utilidad para densidades.
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(que no necesita de comparacion de loterias), mediante algiin procedi-
miento adecuado (intercambio secuencial, medida conjunta, etc. (Fis-
cher, (1975), Von Winterfeldt y Fischer (1975), Keeney y Raiffa
(1976)). La segunda etapa consiste en construir algunos puntos de la
relacion u = ¢(v), es decir, seleccionar varios resultados o consecuen-
cias, de tal forma que estén situados a lo largo de todo el recorrido de
la funcion de valor v. A continuacion el decisor asigna de forma directa,
utilidades a estas consecuencias mediante el procedimiento de las pro-
babilidades de indiferencia de Raiffa (1969). Para obtener la transfor-
macion g, primeramente se toman los ‘““valores’ sobre un eje horizontal
y las correspondientes ‘“utilidades’ sobre un eje vertical.

Tomando un origen de forma arbitraria, p.e., u(v=0)=0 y
u(v =100)= 1, se puede obtener una buena aproximacién de la trans-
formacion y, mediante una curva que se ajuste a los puntos considera-
dos en el plano (v, u).

Existen otros métodos como se puede ver en la extensa bibliogra-
fia existente, que son modificaciones del anterior y tienen sus ventajas
e inconvenientes sobre el método basico considerado. Teniendo en
cuenta éstas, el decisor debera determinar a la vista de su problema qué
método practico le resulta mas adecuado.

3. Una generalizacion

Vamos a ver a continuacion una generalizacion de la cual es suscep-
tible el teorema que hemos dado, y que indicamos a continuacion.

Para ello consideremos por una parte el teorema vectorial de Wold-
Debreu (Rios-Instia, 1980), y vamos a acoplarlo con el teorema apro-
piado relativo a utilidad vectorial, obtenido este como generalizacion
del teorema de Von Neumann en la misma linea que el teorema vec-
torial de Wold-Debreu. Tenemos asi:

TEOREMA 3.1

Sea un conjunto S de elementos x = (x, ..., Xxp) EIR;, ¥ 8 una o-
algebra de subconjuntos de S. Supongamos que en S tenemos definido
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a) k predrdenes completos (IR, >;) (i =1, ..., k) que reflejan las
preferencias del individuo respecto de k criterios, y verifican condi-
ciones analogas a la del teorema 2.1. Supongamos también que:

b) Se tienen definidas k relaciones de preorden completo
(a%,k.';) siendo estas consistentes con los respectivos preordenes
(IR;,¥) (i=1,..,k), cuando las distribuciones de probabilidad
PEof}9 degeneran en elementos seguros x €5, y supongamos que se
verifican para estos predrdenes condiciones analogas a las del teo-
rema 2.1.

Con estas hipotesis

A) Existe una funcion vectorial de valor
y:IR¥ - R¥
donde
v(x)= 1), ..., vk (X))

siendo continua, isotona y fiel, es decir:

x>y @ vi(x)>vi(y)
i=1,..,k
x~y ©vix)=vi))
B) Tales funciones v; son Unicas, salvo transformaciones continuas

y estrictamente monotonas, es decir si ¥*(x) es otra funcion que tiene
las mismas propiedades que v(x), es

(@) =g;0i(x)) (=1, ..., k)

donde y; es una transformacion continua y estrictamente monotona.

C) Existe una funcion vectorial de utilidad
u:S —> IRF

donde
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u(x)= U, (x), ..., ug(x))

y para todo i=1,...,k, se verifica que cualesquiera que sean P!,
P2 e a%, es

PY X P?* siysolosi U(P')=> U;(P?)

ysiu®(x)=@y(x), ..., u,’:(g)) es otra funcion vectorial de utilidad, se
verifica que u(x)=a; u;(x) + b; siendo a; >0, y b; numeros reales,
i=1,..,k). '

D) Para cualquier funcion vectorial de valor v y cualquier funcion
vectorial de utilidad u continua, se verifica que:

Wy s u) = (1 (V1)s s O (V%))

siendo ;(i=1, ..., k) transformaciones continuas y estrictamente
monotonas.

Como se ve, el teorema 2.1, es un caso particular de éste en que se
considera k= 1.

Esta generalizacion dada (teorema 3.1), permite una vez obtenida la
funcién vectorial de valor, pasar a la funcién vectorial de utilidad co-
mrespondiente, si se considera necesario, por ser el problema en incerti-
dumbre.

Otro tipo de generalizaciéh que se obtiene, es utilizando en el-teo-
rema 2.1, en lugar del teorema de Wold-Debreu, el de Suppes-Zinnes
(3), sobre representacion del orden de preferencias y acoplarlo, ana-
logamente a como hemos hecho anteriormente, con el teorema de
Von Neumann.

4. Problema de decision con informacion complementaria

Podemos presentar en una forma bastante general el problema de
decision en incertidumbre con incorporacion de informaciéon com-

(3) VerKmntzet al. (1971).
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plementaria suministrada por experimentos u observaciones posterio-
res, es decir, un modelo algo mas general que el clasico bayesiano para
incorporar nueva informaciébn y sustituir las probabilidades a priori
por otras a posteriori. Aqui se tiene en cuenta la posibilidad de que a
cada estado y a cada decision corresponda una distribucion de proba-
bilidad de consecuencias.

Para ello sea:

1°) D el conjunto de decisiones d,, d,, ..., § el conjunto de suce-
SOS W, W,, ..., que representan una participacion de £2.

2°) S un conjunto de consecuencias, que son vectores » -dimen-
sionales x = (x,, ..., xn) €S C IR".

3°) Un conjunto de experimentos Z = (z;, z,, ...) (o fuentes de
informacion).

4°) Una distribucion de probabilidad que asigna a cada suceso
w €8 una probabilidad p (w/d, z), que depende de la decision d y
del experimento z. (Tal probabilidad puede tratarse como una probabi-
lidad a priori, aunque puede ser obtenida tras un experimento).

5°) Una funcioén de densidad f que asigna a cada punto x €S,
una densidad de probabilidad f(x/d, w, z), que depende de la decision
d, el suceso w, y el experimento z.

Se podra obtener la densidad de probabilidad sobre las consecuen-
cias dada una decisidon d y un experimento z, y que representa la incer-
tidumbre en x modificada por la p (w/d, z), que viene dada por:

gx/d,z)= Z p(w/d,z)f(x/d, w,2z)
wen

Con esta funcion de densidad de probabilidad, se puede formar
la esperanza de utilidad

U(d,2)=f g(x/d, z) u(x)dx
S
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Ahora bien, teniendo en cuenta el resultado del teorema 2.1, se
puede poner:

U(d,2)=fsgg/d,2)«p(vg))d£

donde v es la funcion de valor y ¢ una transformacion estrictamente
monotona adecuada. La maximizacion de acuerdo con la teoria ex-
puesta, es decir, la determinacion de la decision d* € D tal que

Ud* z)=max U, z)
deD

nos conducira a la decision optima, dentro de la linea general de deci-
siones bayesianas. El simbolismo es el mismo en caso de utilidad
vectorial, pero en tal caso tendriamos un problema de maximo
vectorial.

Por ultimo, indicaremos que también seria posible maximizar sobre
Z, es decir, sobre el conjunto de posibles experimentos. Esto nos lleva-
ria a un analisis del valor de la informacion (Raiffa y Schlaifer (1961)),
en el que no vamos a entrar aqui.
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