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RESUMEN

En este trabajo, se propone y estudia una medida para la incertidumbre
correspondiente a las utilidades, o inquietud. Este concepto recibe por vez primera
un tratamiento matematico. En la etapa inicial del trabajo se consideran conjuntos
constituidos por resultados elementales, y en una segunda etapa se consideran
conjuntos constituidos por pares de resultados.

SUMMARY

In this paper, a measure for the uncertainty corresponding to the utilities, or
inquietude, is proposed and studied. This concept receive for the first time a
mathematical treatment. In the initial stage of the paper we consider the sets
consisting of elementary results, and in a second stage we assume the sets
consisting of pairs of results.

Palabras claves: Incertidumbre correspondiente a las utilidades o inquietud.
Incertidumbre o duda. Utilidades relativas.

1. INTRODUCCION

Supdngase un conjunto o experiencia integrado por n resultados,
tales que para cierto decisor representen distintos intereses que es capaz
de evaluar numéricamente. En este apartado va a establecerse una

(*) Este trabajo forma parte de la Tesis Doctoral presentada en Junio de 1979 por cl
autor.
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medida para el grado de inquietud que originan las diferencias entre
dichos intereses antes de saber qué resultado tiene lugar, o en otras
palabras antes de la realizacion de la experiencia, siempre que el decisor
tenga presente una escala positiva en la evaluacién subjetiva y conozca
las probabilidades de que ocurran cada uno de los resultados del
conjunto.

La primera de las dos condiciones impuestas para la definicidn de la
medida no es tan restrictiva como a simple vista podria parecer, ya que
a fin de medir la inquictud que un conjunto de resuitados aporia a un
decisor, éste debe llevar a cabo la valoracién numérica en forma compa-
rativa respecto a sus intereses y tal comparacién subjetiva revestira por
tanto un caricter relativo.

El planteamiento general del problema que se va a resolver mediante
la definicidbn que se establece tras él, es el siguiente:

Sea 4 un conjunto o experiencia dependiente del azar, formado por
los resultados A,, 4,,...,A, que ocurren con probabilidades

n
P Pa, - -, Pn, Tespectivamente (p; =0, i=1,2,...ny X p;=1).
=1

Sean u,, u,,...u, los valores reales y positivos que cierto decisor
asigna por las razones antedichas (respectivamente) y que vamos a
denominar ‘“‘utilidades™.

Supongamos que dicho decisor quiere medir el grado de inquietud
que el conjunto A le reporta, para posteriormente confrontar con los
grados de inquietud asociados a otros conjuntos.

Con estas miras se propone como medida para la incertidumbre
correspondicente a las utilidades o inquietud del conjunto A, la expre-
sion:

HU*(A) = HU*(py, D2, - . - Pni Uy, U, ... Up) =

R Wi
2y PR Ew)
siendo:
n
Eu)= Z piu;
=1

cuyas propiedades fundamentales pasamos a estudiar a continuacion.
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2. PROPIEDADES
2.1. Se verifica que:
HU*(1;u)=0

cualquiera que sea u positivo.

En efecto:

u

* N = —
HU*(1;uw) llogl.u

=—-11g1=0 c.q.d.

En consecuencia, si existe un resultado seguro no hay inquietud.

2.2. Se verifica que:

HU* (py, Das .- Pn-1,05Uy, Ug, ... Up—y, Upn) =
=HU* (py, D2, Pn-1, U1, Uz, . - - Un-1)
cualesquiera que sean uy, Uy, . . . Up—1, Up POSILIVOSY Py, D2, ... Pn-1
n
no negativos, con £ p; = L.

=1

En efecto:

Es inmediato si se tiene en cuenta que la utilidad media es la misma

para ambos esquemas y el término en up (- Olg )es nulo para el

Un
E@)
primer miembro y en el segundo no aparece.

De este modo se ha comprobado que, al afiadir un suceso de

probabilidad nula a un conjunto, la inquietud de dicho conjunto no
varia.

2.3. Cualquiera que sea el conjunto 4 se cumple que HU* (4) = 0,
anulandose si y s6lo si o bien uno de los resultados que integran A es
seguro o bien las utilidades de todos esos resultados coinciden.
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En efecto:

SiAd=1{A4,, A,,... A,} lleva asociados un esquema doble de pro-
babilidades {p;, p,, ... pn} y utilidades {u,, u,,...u,} tales que

n
pi=z0,u;>0parai=1,2,...ny Z p; =1, se tiene que:
i=1

n ui n n
HU* (A) = — iZI pilg—= ‘21 pilg E(u) — _21 pilgu; =
= l=

E(w) =

n n n
=g E(u) — izl pilgu; = lg(izl Piui)‘“ ,21 pilgu;
= = l=

de donde, en virtud de la convexidad de la funcién logaritmica se
deduce a partir de la desigualdad de Jensen que la diferencia anterior es
no negativa, anulandose si y sbélo si o bien uno de los coeficientes de la
combinacion lineal convexa (en este caso, uno de los p;) esigual al o
bien si los puntos a los que se aplica la funcién (x;) son iguales entre si.

Interpretando lo anterior se concluye que todo conjunto reporta
inquietud a un decisor salvo que los resultados que lo integren represen-
ten para €l intereses analogos o no exista duda sobre el resultado que va
a tener lugar. Ello sugiere que fijadas las probabilidades de ocurrencia
de los resultados de un conjunto, la inquietud es minima para el decisor
que asigna a todos ellos la misma utilidad.

2.4. La medida HU* es invariante frente a homotecias positivas, respec-
to a las utilidades.

En efecto:

Cualquiera que sea A > 0:

n N.y;
HU* (py, Pz - Pui Mty Nz, oo Ntp) = — B pylg—————=
= 2 piN.y;
=1
n A.u- n Uu;
=— 2 pilg———"—=— % pilg——=
=1 n =1 n
A2 puy 2 piu;
=1 =1

=HU* (py, P2, ...DPnsUy, Uy, ... Uy) c.q.d.

48



Esta propiedad que acabamos de demostrar pone de manifiesto que
la “relatividad” entre las utilidades de los diferentes resultados que
constituyen un conjunto se basa en su comparaciéon bajo la caracteristi-
ca “ser tantas veces mayor que’’ (o lo que es lo mismo, los resultados se
comparan bajo el aspecto ‘‘ser tanto mas util que’), la cual no sufre
modificacion frente a homotecias positivas.

2.5. (Propiedad de ramificacion). Se verifica que:

HU* (p1, P2, P3, . .- Pns Uy, Uy, Us, ... Up) =

DUy T pauy

=HU*(pl +p2’p3»---pn> P1+P2 :u3:'-~un)+

+(py + )HU*( i ba )
) ',u ,u
1T b pytp pitpy U

En efecto:
Diu; +pu
HU*(pl+p2,p3;---pn;;‘—2‘3,u3,...un)+
Py tpa
+(py +p )HU*( £ P ;u,u)=
P Py +py py ¥ VR

(pruy +pruy)/(py +p3)

=—(p1+p2)lg —
Y pruy +pauy +. .. F paup

Us
DUy Y pyu, +... + puuy

—p3lg

Up

...—pDnlg —
Piuy tpauy +.. .+ puu,

U,

—pilg +
(p1uy +pauy)(py + py)

Uy
(p1uy +pyuy)(py + py) B

—D, Ig
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U; n

i 18
piuy T pauy +... + puuy

_p, | 1g Prts T2/ (py Fp)
piuy tpauy +o. + puuy

+1g “ +
(pruy +paruy)/(py +p2)

(pruy + puy)/(py + p2)
_pz[lg pius + pat)l(ps +pa)

piuy t pauy +.o.. F puun

U
+1g =
(pruy +paur)/(py +p2)
n ul
=— I pilg——=
i=1 n
2 pitki
i=1

=HU* (py, P2, P3»...DPni Uy, Uy, Us, ... U,) c.qd.

Si el decisor admite la siguiente condicién sobre las utilidades: “‘la
utilidad media de un conjunto no varia al agrupar en un anico resultado
dos resultados incompatibles cualesquiera de dicho conjunto”, entonces
puede traducirse la igualdad precedente como sigue:

HU* [p(A,), p(A2), p(A3), . .. p(An); u(Ay), u(A),u(43), ... u(4,)] =
= HU* [p(A, Y 4,), p(43), . .. p(An); u(4, YA ), u(43), . .. u(Ap)] +
+P(A U Ay) HU* [p(A, /AU 4,), p(A2 /AU A3);u(A ), u(4,)]

ya que la condicion descrita equivale a suponer la linealidad:

p(ANU(AD) + P u(A))
A,' UA' =
uldi O A7) p(A) + ;)
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2.6. (Generalizacion de la propiedad de ramificacion). Se verifica que

HU*(pll:"°p1m1’p21’-"p2m2""

Uy, - .ulml,u“,...u2m2,...,u,,,,---llnm,,):
_ * ' [ [ ' '
=HU* (py, P2, ... PniUy, Us, ... ug) t+

Pi Pim ;
+ 3 HU*( b u,»,,,,.>
=1 pz pi
siendo:
! ml
p;i= 2 pj para i=1,2,...n
=1
mi pi;
r 1y
u; = 2 —Su; para i=1,2...n
Jj=1 p;
En efecto:

Desarrollando el segundo miembro de la igualdad que queremos

probar, teniendo en cuenta que:
n , nooMmj
i=1 AR

obtenemos que dicho miembro es igual:

n I Miopi U
D Y3 P S S L
i=1 Eu) i=1 j=1 pi  u;

n mj l{ n mj U;
-3 % pjlg—- % % /A
:1j:1p” (l) l‘—‘llell‘,lg
n mj ! Uii
=_— 3 3 p.:llg—ie Ul =
=15 P B Ry T B

yPnts -« Pnmys

que es la expresion correspondiente al primer miembro de la igualdad
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Las propiedades 2.5. y 2.6. indican la operatividad de la medida que
se ha propuesto en este trabajo.

2.7. Si A y B son dos conjuntos que llevan asociados los sistemas
dobles de probabilidad y utilidad:

4 4, 4,...4,
P|=|pt P:2...Pn
U uy  uy ... up
y:
B Bll"'Blml le ...Bz,n2 ..... Bnl ...Bnmn
PI=[P11- . Pimy D21---Damy - - - Pny - .. Pnmy
U uy ...oouy uy ... uy oL Up ... Uy
con:

mj
p§=.2 pij para i=1,2,...n
J=1

se verifica que HU* (4) = HU* (B).
En efecto:

Se prueba inmediatamente aplicando 2.6. y observando que cada

sumando HU*':pi,l ,Ei,-’, - Pi": Lol ul, .. u,':l es nulo en virtud de
Di Pi pi
2.3.

Se deduce de lo anterior que la inquietud de un conjunto depende
solamente de la probabilidad con la que aparece cada valor distinto de
la utilidad, independientemente de que dicha probabilidad corresponda
a un Gnico resultado o a la union de varios equititiles.

2.8. La medida HU* es una funcién convexa (c6bncava hacia abajo) con
respecto a las distribuciones de probabilidad.
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En efecto:

Vamos a ver que si P, P,, ... P, son distribuciones de probabilidad
sobre un mismo conjunto A de resultados 4, A,,... 4,, y se define
una nueva distribucion de probabilidad P, como:

r
Py(Aj)= Z a;Pi(Aj) para j=1,2,...n
=1

r
siendo a4, a,, . . . a, nimeros positivos tales que X a; = 1, se cumple
que: =1

HU* [PO(AI),PO(A2),---PO(An);ulr Ug, ... upl=

r
= X a; HU* [Pi(A,), Pi(Ay), ... Pi(Ap);uy, u,, ... uy]

=1
cualesquiera que sean uy, U,, ... U, positivos, lo cual equivale a de-
mostrar que la funcion HU* es convexa respecto a las distribuciones de
probabilidad sobre el conjunto A.

Si denotamos por:
AHU* =HU* [PO(Al)’ Po(Az), o o PO(AH);ul! uz, P un] "}'

r
— iEl ai HU* [Pi(A,), Pi (A2), ... Pi (Ap);uy, uy, ... Uy
) ,
Eo(u)=j=zl Po(Aj) uj
n
Ei(u)=j_2l Pi(Aj) uj

se satisfacen las relaciones siguientes:

n r
Eow)= Z u; [_E a,-P,-(Aj)]=
j=1 1=1
r n
=.E a; [E P,-(A,-)u,- =
i=1 ji=1
r
= 2 a; Ei(u)
=1
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Uj

Eo(u)

+

n
AHU* = — .El Py(A4))1g
j=

o3 S PA;)lg 4
i=1a' j=1 ! ]) éEi(u) B

r
=lgEo(u)— Z a;lgEi(u)+
=1
n r
+j=21 (Iguj) | Po(A)) — l__zl a;Pi(Aj) |=

r
=1g Eo(u) — i§1 a; lg Ei(u)

y sobre la base de la convexidad de la funcién logaritmica se deduce la
no negatividad de A HU* como queria probarse.

2.9. La medida HU* es una funcién concava (cOncava hacia arriba) con
respecto a las utilidades relativas de los resultados de un conjunto
(entendiendo por utilidad relativa de un resultado, el cociente entre la
utilidad asignada a él por el decisor y la utilidad media del conjunto).

En efecto:

Observando previamente que si uy, U,, . .. U, representan las utili-
dades relativas de los n resultados que integran un conjunto determina-
do y cuyas probabilidades de ocurrir vienen dadas respectivamente, por

n
D1, P2s-.-Pn (con X p; =1)sedebe cumplir que:
j=1
n
Z pjuj=1
j=1
la proposicion enunciada recientemente es equivalente a:

Si{ui(Ay),ui(4;),...ui(Ay)}parai=1,2,...r son sistemas de
utilidades positivas sobre un mismo conjunto A de resultados 4,, 4,,
... Apn,y si{py, Pa,-..Dn} s una distribucion de probabilidad sobre
A tal que:
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n

Z pjui(4j)=1 para i=1,2,...r
=1

r
Definiendo u,(4;) = Z au;i(A;), siendo a; nlimeros positivos tales
i=1

r
que X gq; = 1, se verifica que:
i=1

HU* [py, py, ... Pnsuo(Ay) ug(Az), - - - ug(Ap)] <

r
< 2 a;HU* [py, D2y Pnsui(A1), ui(Ay), . . . ui(An)]

=1

Si denotamos por :

AHU* =HU* [p,,pa,..-Pnsug(Ay), ug(4,), ... ug(Ay)] +
r
- i=21 ai HU* [p,, Dy, .. . Pns ui(Ay ), ui(Az), . . . ui(4,)]

E (uo) =i pj uo(4;)

IMx M

—

E (u;) =i pj ui(Ay)

se satisfacen las relaciones siguientes:

n r
E@e)= 2 pj I:E aiui(Aj):l
j=1 i=1

=1

r n r
=2 a; z p]-u,-(A,-) =2 a,-=1
i j=1 i=1
n
AHU*=— X pjlgug(4j)+
j=1

n n
+ 21 aj []'?l pjlg “i(Aj)] =

i=
n r
=, _21 pfl:i_El a; lgui(4;) — 1g uo(A,-)]
de donde, en virtud de la convexidad de la funcién logaritmica, se
deduce que A HU* es a lo sumo igual a 0 como queria probarse.

2.10. Sea A un conjunto constituido por los resultados 4, 4,,... 4,
cuyas probabilidades de ocurrir son, respectivamente, p,, p;,...pn
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n
(con Z p; =1).Siuy, u,,...u, son valores positivos, u; >u, y tales
=1
n

que X pu; =1y se consideran dos nuevos valores u}, u; que verifi-
i=1

can:

u, >uy =uy >u,

piuy ¥ pauy +psus +.. .+ pau, =1
Se cumple entonces que:
HU* (py, D2, P3s - - - Dns Uy, U, Uy, oo tty) <
<HU*(py, pa, P3s---Dni Uy, Uy, Uz, ...Uy)

En efecto:

Sobre la base de las hipotesis bastard probar inicamente que:
—pilgul —pylguy <—pylgu, —pylgu,

que equivale a:
Uy Us
pi lg— +p, 1g— <0
U, U,
pero, al ser lgx <x — 1, para cualquier valor real x # 1, y ya que
u, #uy, u, #uy, se tiene que:

u Uy u Uy
pylg— +ps lg‘T<P1(—:— 1) +p, (—, - 1) =
Uy Uy U Uz
(uy —uy) (uy — uj)
1 : 1 +p, 2 : 2
Uy Uy

=D

y esta Gltima suma es negativa puesto que por p,u, +p,u; =p,uy +

n
pauy = 1 — _23 piu;, resulta p, (uy — u'y) = p, Wy — u,), y en conse-
1=
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cuencia tal suma se transforma en:

py(u, ‘—ull)(—]r— ! )

—
Uy u,

expresion que toma valor negativo por ser positivos los dos primeros
factores y negativo el tercero.

Esta propiedad que acaba de ser demostrada, indica que una aproxi-
macibn en las utilidades relativas que conserve el orden inicial estableci-
do entre ellas, conlleva una disminuciéon en la inquietud. En otras
palabras, un conjunto determinado reporta mas inquietud a aquel
decisor que le asigna utilidades relativas mas dispares.

3. EXTENSION A RESULTADOS COMPUESTOS

El presente apartado tiene como fin primordial la extension de la
medida propuesta en el primero a los conjuntos integrados por resulta-
dos compuestos. En lo que sigue, trabajaremos solamente con pares de
resultados, ya que la generalizacién a n-uplas es inmediata.

La extension de la medida se llevard a cabo sin particularizacién
alguna. No obstante, a la hora de analizar ciertas propiedades sera
necesaria, para obtener soluciones concretas, la imposicion de restriccio-
nes particulares sobre las relaciones existentes entre la utilidad de un
resultado o de un resultado cundicionado a que haya ocurrido otro con
la utilidad de los pares o el par en que se presenten.

Por este motivo y con el proposito de que el estudio que se realice
goce de gran aplicabilidad, se elegirdn en su momento las restricciones
mas plausibles y operativas.

Una vez descritas las lineas generales del apartado, pasamos a
plantear el problema al que hace referencia:

Sean A y B dos conjuntos de resultados A4;, A,,...4, Vy
By, B,, ... By, respectivamente. Consideremos el conjunto 4 x B for-
mado por los n.m resultados A;B;, con i€ {1,2,...n} vy
j€ {1,2,...m}, donde si en A x B tiene lugar 4;B; ello indica que en
A tiene lugar A; y en B, B;.
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Si A x B lleva asociada una distribucién de probabilidad {pij} y
cierto decisor asigna a cada par 4;B; la utilidad positiva u;j, es natural
medir la incertidumbre conjunta correspondiente a las utilidades de
A x B, o inquietud que A x B reporta al decisor, como la expresion:

* (4 LS P M 31
HU ( XB)——I_:Z:II_:l ij gE(u) <L
siendo:
n m

E(u)= z Z Pi]' Uijj

i=1j=1
Si denotamos ahora por:

m
p; = probabilidad marginal de 4; = X p;;.
j=1

n
q;j = probabilidad marginal de B; = X p;;.

i=1
rij = probabilidad de B; condicionado por 4; = p;i/p;.
t;; = probabilidad de A; condicionado por B; = p;i/q;.
y el decisor asigna al resultado B;, conociendo que ha ocurrido 4;, una
utilidad positiva, si se representa por u,(B;j/A;) la “‘utilidad relativa”
correspondiente es natural medir la incertidumbre correspondiente a las

utilidades de B condicionada por el resultado A;, o inquietud que B
reporta al decisor sabiendo que ha tenido lugar 4;, como la expresion:

m
HU* (B/Ai) = — .21 rij lg Uy (Bj/Ai) (32)
]:
y, la incertidumbre correspondiente a las utilidades de B condicionada
por A, se define como el valor medio de las inquietudes HU*(B/A;), es
decir:

n n m
HU*B/A)= 2 pi HU*B/A) =~ 2 2 pylgu B4 (3.3)
= i= =

Hemos observado al principio del apartado que, relaciones como las
que se satisfacen entre las probabilidades marginales, condicionadas y
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conjuntas, no pueden establecerse entre las utilidades, y como por tal
razdn son muy pocas las propiedades de cardcter general que pueden
obtenerse, vamos a describir las restricciones anunciadas recurriendo a
ellas s6lo cuando sean imprescindibles:

u,(A;) = utilidad relativa marginal de A; =

= X vij 4
j=1 n m
Z X pijui

i=1j=1

u,(B;) = utilidad relativa marginal de B; =

n u
=2 tjj — <l
i=1 noom
Z T pijujj

i=1j=1
u,(Bj/A;) = utilidad relativa de B; condicionada por 4; =
m
= uij T rij wyj
i=1

a partir de lo cual se deduce que:

n
m uif<i§1 piui)
ui=u(d)= 2 r;
j=1 n

m
Z X pijujj

i=1j=1

m !

n “ii< .§1 pi“i)
u =uBj)= = tj =
] 7 i=1 4 m

Z X pijuj
i=1j=1

y, en virtud de la invariancia frente a homotecias positivas respecto a las
utilidades de la funcion HU*, a efectos de emplear dicha medida no
representa pérdida alguna de generalidad sustituir las dos expresiones
precedentes por:
m
Uu; = j?l r,-j Ujj (34)
n

u]'~= z tij ujj (3.5.)
i=1 )
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Conviene poner de manifiesto el afan de l6gica que ha acompafiado
a la construccion inicial de las utilidades relativas marginales, mediante
la evidente analogia existente entre la interpretacion de la relacién
“probabilidad marginal — probabilidades conjuntas” y la de la relacion
“utilidad marginal — utilidades conjuntas que tal construccion lleva
implicita si las utilidades satisfacen la condicién de linealidad indicada
en 2.5.

Por otra parte, la admision de (3.4.) y (3.5.) induce:
u,(Bj/A;) = ujj/u; (3.6.)

u,(A;/By) = ujj/uj 3.7)

4. PROPIEDADES

4.1. Sean A y B dos conjuntos tales que el conjunto A x B lleva
asociada una distribucion de probabilidad { p;; } y se le ha asignado un
sistema de utilidades positivas {u;}. Si se admiten las relaciones (3.4.),
(3.5.), (3.6.) y (3.7.), se cumple entonces que la incertidumbre conjunta
correspondiente a las utilidades de 4 x B es igual a la suma de la
incertidumbre correspondiente a las utilidades en uno de los conjuntos’
A o B con la del otro condicionado por el primero.

En efecto:

Vamos a ver que HU*(4A x B) = HU*(A) + HU*(B/A) = HU*(B) +
+ HU*(A/B).

Por definicion:

" n m Ujj
HU*AxB)=— 2 % pyle po

siendo:

n o m
Ewy= 2 .Z Dij Uijj

i=1j=1
de donde:

HU*AxB)=— 3 % i di
i=1j=1 Pij ' u;  E(u)
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RTINS
=1pu g—u—i— i=1j=1p" gE(u)

—HU*(B/A) g -1 _ﬁ_:
2, P gE(u)

= HU*(B/A) + HU*(A) c.q.d.

La otra igualdad no es preciso demostrarla porque se deduce de la
probada, teniendo en cuenta la simetria HU*(A x B) = HU*(B x A).

La proposicion precedente da lugar a observar que si se considera
plausible que se verifique que HU*(B/A) = HU*(A x B) — HU*(A), en-
tonces HU*(B/A) se expresa en forma aniloga a como lo hace si se
admite la relacidén (3.6.) lo que constituye una razéon a favor de la
admisién de tal relacibon, a pesar de la restriccidn que ello pueda
suponer.

Puesto que dicha propiedad, aunque dada para una situacién parti-
cular, es similar a la que satisface la entropia de Shannon (medida para
la incertidumbre o duda), con el fin de analizar la posible existencia de
un paralelismo entre las propiedades de una y otra medida puede
plantearse la siguiente cuestion:

. En qué condiciones puede garantizarse que se verifica:

HU*(B/A) < HU*(B)

(propiedad que puede comprobarse mediante ejemplos elementales no
es cierta en general, ya que incluso desde un punto de vista intuitivo se
observa que en determinadas situaciones la introduccion de un nuevo
conjunto promueve un distanciamiento entre las utilidades relativas del
conjunto de partida, lo que origina un aumento de inquietud para el
decisor), y:

HU*(A x B) = HU*(A) + HU*(B)?

Como contestacién a estas preguntas, vamos a establecer algunas
condiciones suficientes para el cumplimiento de la desigualdad o igual-
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dad anterior y, con este propdsito, damos previamente las definiciones
siguientes:

Sean A y B dos conjuntos de resultados A4, A,,...A, y
B,, B,,...B,, respectivamente. Supongamos que A x B lleva asocia-
dos una distribucion de probabilidad { p;;} y un sistema de utilidades
positivas { u;}. '

® Diremos que A y B son utilmente independientes para el decisor,
si y s6lo si cualquiera que seaj € {1, 2,...m} asigna la misma utilidad
relativa al resultado B;, antes y después de saber qué resultado ha tenido
lugar en A, y asigna la misma utilidad relativa al resultado A;, antes y
después de conocer qué resultado ha tenido lugar en B.

Es decir:

Mje{l, 2,...m}, severifica que:

u,(Bj/A;) = u,(Bj) parai=1,2,...n (3.8.)

Mi€ {1,2,...n},severifica que:

u,(Ai/Bj) = u,(4;) paraj=1,2,...m (3.9.)

Cuando el decisor admite las relaciones (3.6.) y (3.7.) las definicio-
nes Ultimas pueden expresarse como:

Vie{l,2,...m}:

i u
7'1’ =E‘(f]¢) i=1,2,...n
o lo que es igual:
ujj u
7;,{——1::('7) i=12, m
es decir:
u;. uj .
ujj = E@) para i=1,2,...n (3.10.)

para j=1,2,...m
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. n m n m

considerando E(u) = X pu; = T quj= X I pjuj
i=1 j=1 i=1j=1 -

® Diremos que, para el decisor, B conserva el sistema de utilidades

de A si se cumple que, i € {1,2,...n} la utilidad que asigna al par

A;Bj es la misma que asigna a 4;, es decir:

paraj=1,2,...m (3.11.)

Ujj = uj

Las propiedades que a continuacion se enuncian hacen referencia a

las definiciones anteriores, dependiendo el empleo de (3.8.) — (3.9.) o
de (3.10.) de la omision o presencia, respectivamente, de las restriccio-

nes (3.4.), (3.5.), 3.6.) y (3.7.).

4.2. Si dos conjuntos 4 y B son Utilmente independientes, se verifica

que:
HU*(B/A)=HU*B) y HU*(A4/B)=HU*(A)
En efecto:
Como por hipotesis, cualquiera que sea jE€{1,2,...m}, u,(Bj/A;)=
=u,(Bj)parai=1,2,...n,secumple que:

n m
HU*B/A)=— £ % Pjlgu,(Bj/A;)=
i=1j=1

m
Z pijlgu,(Bj) =

— gl (lg u,(B,~)](i=£3l Pij) =

j:

i lg u,(B;) = HU*(B)
y en forma anéloga se probaria la otra igualdad.

4.3. Si el conjunto B conserva el sistema de utilidades del conjunto 4,

se verifica que:
HU*(A x By = HU*(A)
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En efecto:

Si, ¥i€({1,2,...n}, u;; =u;paraj=1,2,...m, se tiene que:

y, por tanto:
HU*AxB)=— 2 % pylg—"4 =
i=1j=1 Pi gE(u,-,-)

n m u; n U;
=—3 3 pil ~z (g o )=
Pt e T S =t ( E(u,))( P

n u;
=_ 3 p;lg——=HU*A .q.d.
=1pz gE(ui) (4) c.q

4.4. Si Ay B son dos conjuntos Gtilmente independientes, y se admiten
las relaciones (3.4.), (3.5.), (3.6.) y (3.7.), se verifica que:

HU*(A x B) = HU*(4) + HU*(B)
En efecto:

En virtud de las propiedades 4.1. y 4.2. y por las hipotesis iniciales:

HU*(A x B)y= HU*(A) + HU*(B/A)

HU*B/A)=HU*(A)

de donde resulta inmediata la igualdad que se quiere probar.

4.5. Si el conjunto B conserva el sistema de utilidades del conjunto 4 o
el A conserva el sistema de utilidades del B, y se admiten las relaciones

(3.4.), (3.5.), (3.6.) y (3.7.) se verifica que:

HU*(B/A) < HU*(B)
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con igualdad si y s6lo si 4 y B son ttilmente independientes.
En efecto:

Si el conjunto B conserva el sistema de utilidades del A y se tienen
en cuenta las relaciones admitidas:
__ . Z Uij n om
HU*B/A)=— 2 Z Pj lg;. =_3y 3 pylgl=0

i=1j=1 i i=1 j=1
y, ya que HU*(B) = 0, evidentemente:
HU*(B/A) <HU*(B)

ocurriendo la igualdad si y s6lo si HU*(B) =0, lo cual es cierto
Gnicamente si los resultados que constituyen B son equititiles (pues si la
inquietud que B reporta fuera nula por existir un resultado seguro, a
efectos de cdlculo podria considerarse B reducido a ese tinico resultado,
lo que daria lugar a un caso trivial de equiutilidad), condici6én que
puede probarse es equivalente a la independencia en utilidad si B
conserva el sistema de utilidades de 4.

Si es A el conjunto que conserva el sistema de utilidades de B,
mediante razonamientos analogos a los precedentes se obtiene:

HU*(A/B)=0
de donde, a partir de 4.1.:

HU*(B/A) = HU*(A/B) + HU*(B) —
— HU*(A) = HU*(B) — HU*(A)
y al ser HU*(A4) >0:
HU*(B/A) < HU*(B)
con igualdad si y s6lo si HU*(A) = 0, para lo cual es condicion necesa-
ria y suficiente que los resultados de A sean equiutiles, lo que puede

probarse equivale en las condiciones iniciales a que los conjuntos A y B
sean Utilmente independientes.
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5. PRIMERAS APLICACIONES

Aunque la medida de incertidumbre correspondiente a las utilidades
contiene en si misma un gran interés por constituir un instrumento para
evaluar numéricamente la inquietud que reportan a un decisor los
conjuntos probabilisticos a los que es capaz de asignar un esquema de
utilidades positivas, conviene reseflar el papel que representan como
medio para definir una medida de “informacién correspondiente a las
utilidades™ siempre que se considere tal informacién como una reduc-
cidbn o aumento, segiin tome valor positivo o negativo, en la inquietud y
pudiendo traducirse de forma intuitiva como una medida para la tran-
quilidad o intranquilidad.

El camino mas natural a seguir para hallar la reduccién o aumento
que lleva a cabo un conjunto de probabilidad y utilidad sobre otro,
viene dado por el cilculo de la diferencia entre las inquietudes que
reporta este Gltimo antes y después de condicionar por el primero, es
decir:

IU*(AIB) = HUNA) — HU¥A/B) = — % 3 Py1g i)
Svi=1 T u(AifBy)

1

definicidon que resulta notablemente simplificada cuando se admiten
relaciones como las vistas en el anterior apartado.

La aplicaciobn primera de esta medida es el establecimiento de
criterios para la comparacion de experimentos, ya en estudio.
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