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ABSTRACT

The problem to be analyzed in this paper deals with the finding of n values
X1, X2, .-y X € IR which minimizes the function

E[ min e(¢—x)]
i=1..n

where £ is a one-dimensional random variable with known distribution function
¢ and c is a measurable and positive function.

First, conditions on ¢ in order to ensure the existence of a solution to this
problem are determined. Next, necessary conditions to be satisfied by the point
(x1, %3, ..., Xp) in which the function attains the minimum are looked for. Finally,
conditions on ¢ are given to guarantee the uniqueness of the point which verifies
the necessary conditions for minimum, when the function ¢ is c¢(y)= Iyl and

N =2
cy)=y>
1. Introduccidon
La estimacion bayesiana de un pardmetro unidimensional sélo con-
siste, una vez determinada su distribucidbn a posteriori, en encontrar

un Unico punto que minimice el riesgo a posteriori, esperanza de la fun-
cion de pérdida respecto a dicha distribucion.
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En determinadas situaciones el interés no estard centrado en un Gni-
co punto, sino en un conjunto de n puntos que se adapte a la distribu-
cidn a posteriori de manera 6ptima, en el sentido precisado por la fun-
cion de perdida.

Analizaremos esta situacioén en el caso de que la funcidén de pérdida
dependa de la diferencia entre el verdadero valor del parametro y su es-
timacion; de forma que los resultados pueden considerarse como una
generalizacion de las medidas de localizacién clésicas, que podria pre-
sentar interés por ejemplo en el caso en que el soporte de la distribu-
cion a posteriori no fuese conexo.

La solucion serviria asi mismo para ciertos problemas de Investiga-
cidén Operativa de enunciado sencillo: Si un fen6bmeno se produce en un
punto aleatorio, con distribucidn conocida, a lo largo de una recta,
;donde han de situarse n observadores de manera que se haga minima
la esperanza de la distancia al fendmeno del mas proximo de ellos?

Concretando el planteamiento, consideremos una variable aleatoria
unidimensional &, con funcién de distribucién ¢(x), y una funcién me-
dible ¢ : R + IR, ; trataremos de determinar » valores x, X5, ..., X, € IR
que minimicen E[ r?in c(E—x;))

l=1...n

2. Existencia de solucion optima

Nos ocuparemos en primer lugar de buscar condiciones para que el
problema tenga solucion.

Teorema 1: Si ¢ es continua, decreciente en (—oo, 0), creciente en

(0,90), con lim c(x) = oo, y existe alglin valor x tal que E[c(§ —x¢)] <
X+t

< oo, entonces la funcion E,(x,, ..., xp,) =E[ min c(f—x;)] alcanza
i=1...n
su minimo para cada n € IN.

Demostracion: Empezaremos considerando el caso n = 1. Es claro
que el conjunto 4 = {x € IR|E, (x) <o} es un intervalo no vacio, pues-
toquesix; <x,€EA4esVxE(x,Xx,)
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El(x)=/ C(y—x)¢(dy)+/ c(y—x)9(dy) <

. X

</ c(y—x,)9(dy) +/ c(y—x;) ¢ (dy) <o

o/ _oo

Si A no se reduce a un punto, E es continua en el interior de 4,
puesto que ¢c(y —z) > ¢c(y—x) y0<c(y—-z)<c(y—-x+e)+
Z-X

+c(y—x—€)siz€E(X—¢€, x +€), de donde si (x —€, x +€)CA,
segn el teorema de la convergencia dominada, E,(z) = E,(x).
Z=X

Sobre el comportamiento de la funcidén £, en los extremos a,, a,
del intervalo A, el lema de Fatou permite asegurar que lim inf E,(z)=>
z+a; zEA

= E,(a;) (siendo E,(a;) =j lim ¢ (y — x) ¢ (dy), que es infinito en el

x »aj
caso en que q; = + o). Si F,(aq;) =0 ello asegura que lim FE, (x) = oo;
: x-a; xEA

mientras que si E;(q;) <oo, como O0<c(y—z)<c(y —aj)+c(y-
—a; +(— 1) €) para todo z del intervalo de extremos q;, a; + (— 1) e,
sera  lim  E,(x)=E(a;).

x-+a;, xEA

Segiin las consideraciones anteriores {x € 4| E{(x) < K} es un com-
pacto no vacio, si K es suficientemente grande, yE; es continua en él,
de manera que alcanza su minimo.

Pasando ahora al caso n > 1, tendremos:

En(xl-xz,.-.,xn)=j ~min ¢ (y —x;) ¢ (dy)

Il=1...n
donde el integrando es desde luego una funcidon continua de x =

=(xy, ---, Xp) ER".

El conjunto donde la funcion E, es finita es
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Ap={x€R"|Ha€A con min x;<a< mix x;}
i=1...n i=1...n

puesto que si min x;<Ka< mix x; es min c(y —x;) <
i=1...n i=1...n i=1...n

<c(y—a)Vy¢&|[minx;, mix x;]; mientras que si por ejemplo es
max x; <a V a € A sera:

" o

] min ¢ (y — x;) ¢ (dy) =/ c(y — max x;) ¢ (dy)

J max x;

siendo esta Gltima integral divergente, ya que

j ¢ (y — méx x;) ¢ (dy) = oo

y sin embargo:

max xj méx x;
f c(y '—méxxi)¢(dy)</ c(y—a)p(dy)<ee Va€A4

—oco

La frontera de A, es consecuentemente 04, = {x € R"|mix x; =a,
6 minx; =a;}.

No es dificil concluir, usando el teorema de la convergencia domi-
nada,quesix €A, 0x €04, y E,(x) <o, es lim E,(z)=E,(x).

z+Xx, zEAp
También, en virtud del lema de Fatou, si x €04, y E,(x) =0, es

lim E,(z)=o0. En definitiva E : A, > IR+ es una funcién con-
Z+X,2€ Ap

tinua.
Consideremos ahora e, = inf FE,(x) y supongamos que e,_; €S
x € An
accesible en (x§, ...,x¥_,). En la situacion trivial en que e, =e,_;,
seria obviamente e, <E,(x¥ ..., x¥_ |, xp) <Ep_ (XF, .., x5 )= en_y
Vx,ER y ¢, resultaria accesible. Podemos por tanto suponer
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ep <e,_; y considerar el conjunto no vacio {x €EA,|E,x) <
< (e, +e,_,)/2}. Este conjunto es desde luego cerrado y podremos
concluir que es acotado si observamos que:

lim E,(x;, x5, ...,X,)= lim / min c(y —x;) ¢ (dy)=

x]'-)tuo Xj-pi_'ua. e i=1...n

* oo

=/ min c(y—x)¢@)=Ey_1(X1, s Xj_1, Xje1s s Xn) 2= €n_y
I=1...n

—oco

it
puesto que min c¢(y —x;) 1 min ¢ (y — x;) cuando x; > * oo,
i=1...n i=1...n
it]

La funcién E, continua en el compacto anterior alcanza en él su
minimo e, .

Una vez completada la demostracion sefialemos que la funcién

1 —e¥ siy <0
c(y)= Dy
10(1 —e™) siy=0
junto con la distribucion exponencial de parimetro 1, muestran que el
requerimiento de que c(x) —> oo no es inatil. Sin embargo en el caso

X 2t
en que c¢ sea simétrica, alin cuando sea acotada es sencillo concluir que
la funcién E,(x,, ..., X,) alcanza su minimo.

Nos mantendremos a partir de ahora en las condiciones del teorema
anterior.

Una observacion inmediata, que necesitaremos més adelante, es
que, si S es el menor intervalo cerrado que contiene al soporte de ¢, el
punto en que se ulcanza el minimo de £, (x,, ..., x,) tiene sus n coorde-
nadas contenidas en §; efectivamente si x €S vy s es el extremo de S
mds proéximo a x se tiene c(y —x)>c(y —s5) Vy €S, asi que si se
substituyen las coordenadas x; exteriores a S por el extremo de S mis
proximo a x; la funcion nlu’n c(y — x;) disminuird e¢n todo punto
de S Il=1...n
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3. Condiciones necesarias de dptimo

Abordaremos ahora el problema de la determinacion del punto
(xy, ..., Xp) en que se alcanza el minimo de E,. Suponiendo que la
distribucidn ¢ no esta concentrada en un niimero de puntos menor o
igual que n, podemos suponer, sin perdida de generalidad, la funcidén
E definida para x, <x, <--<x, €S y designaremos por x;,i=1, ...,
n— 1, laraiz de la ecuacibn c (y — x;) =c(y — X;+ 1) que evidentemen-
te existe, es Gnica y esta contenida en el intervalo (x;, x;, ,); llamare-
mos ademas Xy =— 0y X, =0,

Sera entonces:

En(xy, ..., xn)=f iﬂu'nn c(y—x;) o dy)=

n

=3 j ¢y - xi) ¢ (dy) *)
&io1, %]

i=1

Sea X; el conjunto de puntos en que se alcanza el minimo de la
funcion E,(x) correspondiente a la distribucion ¢ truncada por X;_; y
X, es decir:

$(x) — (xi_y)
(X)) — (1)

Segin la observacion del parrafo anterior X; C [X;_,, x;] Vi<n
y serd:

[ c(y—x;)¢(dy) <[ c(y—x)¢dy) VZEX;Vx&X;
(Xi-1. %] J &y %]

(*) Por comodidad de notacidn, convengamos que (g,°] significa (a, ) y
[—oe, a] significa (—°, a].
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Consecuentemente, dado un punto x; <x, <-- <x,, tendremos,
siz; €EX; Vi,

En(xy, s xp) = c(y--z)ody)=

i

"M

! ~f(5fi_1, %]

i=1...n

>/ min ¢c(y —z))d(dY)=E,(zy,....,z5) (1)

Para que la primera desigualdad no sea estricta es necesario que
x; € X; Vi< ny llegamos por tanto a la conclusion siguiente:

Teorema 2: Si se cumplen las hipotesis del teorema 1 y en el punto
(X1, -, Xp) con x; <...<Xx, se alcanza el minimo de la funcion E,
entoncesx; €EX; Vi=1, ..., n.

La utilidad del resultado anterior quedard més clara aplicindolo
a las dos funciones ¢ mds tipicas en este tipo de problemas: ¢, (y) = |yl
y ¢,(¥) =y?%; suponiendo respectivamente existencia de primer o segun-
do momento de la distribucion ¢ para estar en las condiciones del teore-
ma de existencia.

Puesto que ambas son funciones simétricas serd en ambos casos:

1
x,-=7(x,-+x,-+,) Vi=1..n

Es bien sabido que en el primer caso el minimo de E, se alcanza en
la mediana de la distribucidn, asi que:

X = {x ERIp(x) =5 ($(F;) + ¢(F;_y)) = p(x—)}

0| —

Tenemos pues:

Corolario 1: Si ¢ tiene momento de primer orden finito, y en el
punto (x; <--<xp) se alcanza el minimo de E| min |&—x;l]
entonces: feteen
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PP .
¢Lx;) =5 (X)) + ¢(Xi-1) > dx;—) Vi=1..n,

) _ 1
siendo x; = 5 +Xi41)

En particular si es continua ha de verificarse:
1 - - .
oxi) =5 (olx) + ¢(Xiy)) Visn

Para la segunda funcidén propuesta, el minimo de £, se alcanza en la
media de la distribucion, asi que X; se reduce al valor:

/ ) @)IE) — $i)
J Xiq, %]

Corolario 2: Si § tiene momento de segundo orden finito, y en el
punto (x; <--<Xx,) se alcanza el minimo de la funciéon E| min (£—
—x;)?] entonces: Peteem

.

xi [6(E) — ¢(x,~-1>1=[ yo@IVi=1 ..n

JFioq, %]
) ~ 1
siendo x; = 5 (x; +Xi41)

Merece la pena sefialar que los sistemas de ecuaciones contenidos
en los dos Gltimos corolarios, son los que se obtienen, suponiendo bue-
nas condiciones de diferenciabilidad e imponiendo dF,/0x; =0 V i =
=1..n.

El razonamiento de donde se deduce el teorema anterior tiene al-
guna consecuencia mas. Concretamente para que la segunda desigual-
dad en (1) no sea estricta es necesario que ¢(Z;) =¢(X;) Vi=1..n— 1.
Asi que:
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Teorema 2 (continuacién): Si (x; <--<x,) esun punto en que se
alcanza el minimo de E, y existe (z; < <z,) F (x; < <Xxy) con
z; Ef(,- V i<n entonces ¢(Z;)=¢(;) Visn—1y Ezy,...,2,)=
=E,(xq, ...y Xn)-

4. Unicidad de la solucion de las condiciones de optimo

Interesa naturalmente localizar situaciones en las cuales exista un
Gnico punto que satisfaga las condiciones necesarias expresadas en el
teorema 2. Trataremos dicha cuestidon en el contexto de los corolarios
del parrafo anterior, es decir, limitindonos a las funciones ¢, (y) = Iyly
() =y

En la primera situacidén la posibilidad de existencia de diversas so-
luciones de las condiciones necesarias, ain en ‘“‘buenas’” condiciones,
es clara a partir de una sencilla interpretacién geométrica de las ecua-
ciones contenidas en el corolario 1: Un punto (x, X, X2, ..., Xn_1, Xn)
satisface dichas ecuaciones si sus componentes son abcisas de los pun-
tos medios de los lados de una poligonal, de lados paralelos a los ejes,
creciente de 0 a 1, y dichos puntos medios estan sobre la grifica de

&(y).

No es dificil imaginar dos de tales poligonales y hacer pasar una
curva estrictamente creciente y derivable por los puntos medios de sus
lados. Sin embargo
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Teorema 3: Sea ¢ una funcion de distribucién continua, con mo-
mento de primer orden finito, cuyo soporte sea un intervalo I de IR
(finito o infinito) en cuyo interior ¢ tiene derivada ¢ continua y estric-
tamente positiva. Si se verifica Va <b € I

[ pla) +o(b) <2 ¢(c) siendo c tal que ¢(a) + ¢(b) =2 ¢(c)
w(b) <2 p(c) siendo c tal que @(b) =2 ¢(c)
pla) <2 ¢(c) siendo c tal que 1 + ¢(a) =2 ¢(c)

con una al menos de las tres desigualdades estricta, entonces el sistema
de ecuaciones 2 ¢(x;) =¢(x;) + ¢(X;_y) i=1..n, 2%;=x; +x;4, i=
=1 ...n—1 tiene una Gnica solucién conx; <x, < <x, €1

Demostracion: Los resultados de los apartados anteriores aseguran,
puesto que ¢ tiene momento de primer orden finito, la existencia de
al menos una solucion. Establezcamos un hecho elemental.

Lema: Sea F(x, y) una funcién diferenciable con continuidad, defi-
nida para x <y, con F}, >0, Fx + F, <0y ll’{n F(x, y) <0. Si existen
xTy

xo <y, tales que F(xg, yo) =0, entonces Vy € IR existe un Gnico
fly) €ER tal que F(f(y), ¥y) =0. Ademads fes derivable y f'(y) < 1, sien-
do la desigualdad estricta si Fy, + F), <O0.

Demostracion: Puesto que en la direccion del vector (1, 1) la fun-
ciébn F no crece, sobre la rectax — y =x, — ¥ la funcidn es positiva si
y <yo y negativa si y >y,. Anadlogamente sobre la recta x =x,, la
funcion F crece y es por tanto estrictamente negativa para y <y,
y estrictamente positiva para y > y,.

Fijado y; >y, la funcion continua F(x, y,) es estrictamente posi-
tiva en x( y negativa en xy — yo + ¥, existe pues x; € (xq, X —yo +
+y,]enel cual F(x,, y,) =0y dicho valor es tnico puesto que F, <O0.
Andlogamente para y,; € (xq, yo) existe un unico x; € [xg — yo + ¥1,
Xo) en el cual F(x, y,;)=0.

Para y, <Xx,, puesto que F(x, y,) es positiva para x =x¢ — yo + ¥,
y negativa estrictamente para x suficientemente préximo a y,, existe
un Gnico x; € [xq - yo + vy, 1) con F(x,y,)=0.
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Establecida la existencia de f, el teorema de funciones implicitas
garantiza su derivabilidad y es f'=—F),/F, <.

Volviendo a la demostracion del teorema, como ¢ es estrictamente
creciente y continua en /, las n primeras ecuaciones del sistema:

2 ¢(x,) = ¢Cxy) \
20(x)=¢Fi_)+ o) i=2..n-1
2¢0(xp)=1+¢(x,-y)

definen cada x; como funcién de X;_, y X; siendo ademas:

oxy _ p(xy)

0X;  2¢(xy)

ox; o(X;_y)  0x; - o(x;)
ox;_,  2¢x;) ox;  2¢x;)

axp, _ o(Xy_1)

' 0Xp -1 2 ¢(xp)

Consideremos ahora las n — 1 funciones:

(Pﬂl(il,)?g)=xl+x2“2il
Frip 1 Xk, Ko V=X +Xp0y — 2% k=2,...,n -2

Foo1(Kpoas Xn_1)=xp_y x5 — 2%, 4

y seréa:

oF, _ o(xXy) o(X ) _ oF, - Ppx3)
ox, 2¢(x1)  2¢(x,) T0%, 2¢(x,)
0Fy  @Xg_y) OFr  o(Xy) o(Xg)

r_,  2¢xp) 0%k 29xp) | 2¢0k.,)
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oF, Xk +
e o MXke) yn )
a-xk+l 2‘p(xk+1)

aFn—l_ KXy _4) , aFn—1= o(Xp 1) +‘P(55n—1)_
0Xp - 2¢p(xp_y) 0Xp-, 2¢(xp_1) 29(xp)

oF oF
Observemos que de acuerdo con las hipotesis es L > 0, L+
aFl BXQ axl

— <0y lim F;(x,,x,) <0, luego segin el lema anterior F; =0
ax2 X + X,

define X, como una cierta funcién f; de X,, siendo f;(x,) < 1.
1 1 2 12

+

Sustituyendo dicha relacién en F, serd:

Fa(fi(X,), X2, X3) = G,(X,, X3)

an - an f’ + an < (p(jl) ‘P(-722) 50(562) _
0%, 0%, ' 9%,  2¢x,y) @ 2¢x3)  2e(x3)

con

3Gy __¢lEs)
a)-C3 2&p(X3)

G, oG, oG, o
— >0, ——— + ——=—<0yademids lim G,(x,,x3)<
8%; ~ 0%, | 0%y P Tk

de manera que

<0 con lo cual G, =0 define X, como una cierta funcién f, de X3 con
[ilx3) < 1.

Procediendo reiteradamente hasta la funcién F) _,, obtendriamos
Xn-2 =fn_y(Xn_y)confp_,(%n_,) <1

La curva del espacio R" -1, C= {()"c,-),'-';: IXi=fi(kiv1)i=1..n—2}

es el conjunto de,puntos en que se anulan simultineamente F,, F,, ...,
Fy_,. Poraltimo Fy -y (fn-2(Xn-1), Xn-1) = Gn-1(p-y) cumple:

dGy -, _ oF, _, oF, _, < o(Xp_2) o(Xp_1)
dxp 4 O0Xp 4 0Xxp -4 29(xp_y) 29(xp_1)
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+ ‘P(in—l) _2<
2 o(xp)

siendo la Ultima desigualdad estricta, puesto que al menos uno de los
menores o iguales empleados en los pasos anteriores serd estricto. Ello
garantiza que existe un Unico punto sobre la curva C que anule tam-
biéna F, _,.

Complementariamente podemos probar que para que se verifi-
quen las hipdtesis del resultado anterior es suficiente que ¢ sea una dis-
tribucidén con momento de primer orden finito y funcién de densidad

K ef®  six i

ox) = 0 six &f

siendo g: IR con derivada segunda g”’(x) <0 V x ej

En efecto, si para a <b €1°, c es tal que 2 ¢(c) = ¢(a) + ¢(b) serd
oc _ pla) dc _ wb)
B 2¢(c) Y a0 29l
definida paraa <b e cumple:

> la funcién L(a, b) = p(a) + (b) — 2 w(c)

oL pla)

—_— _ ? ) = (@) o o’

3~ @ —2¢() 2(0) K e8' jg'ta) — g'(c)]>0
aL .1 ) ‘P(b) — ) ’ B
FTEAY, —2¢(C)—*—¢(C) K 2 [g'(b) — g'(c)] <0

y como liTnz7 L(a, b)=0, serda pues L(a, b) <0 Va<b el
a

Por otra parte si ¢ es tal que 2 ¢(c) = ¢(b) sera de __¢lb)

b - 3 o(0) s la fun-

cion M(b) = p(b) — 2 p(c) para b Eicumple:

am , , b) , ,
Tb‘=¢(b) - 2¢(c) 2‘/);(6,) =K ef® [g(b) -- g'(¢)] <0
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de manera que M(b) es constantemente menor que su limite en el ex-
tremo inferior de /, el cual existe y es negativo.

Andlogamente para ¢ tal que 2 ¢(c) =1 + ¢(a) serd de _ _¢la)
g p q da 2 glc) y

Na) = pla) — 2 ¢(c) para a €[ tendra %=K ef@ 1g’(a) — g'(c)] >0

con lo cual N(a) es siempre menor que su limite en el extremo superior
de /, que es negativo.

Entre otras, estas Gltimas condiciones suficientes son satisfechas
por las distribuciones normal, gamma con p>1 y beta conp, g =1
(p6gq # 1). Comprobaciones inmediatas permiten afiadir la distribucién
uniforme y la exponencial entre las distribuciones que cumplen las hi-
pOtesis del teorema anterior, cubriendo con ello la mayor parte de las
distribuciones a posteriori usuales.

Pasando ahora al estudio correspondiente a la funcion c,(y) =2,
podemos enunciar:

Teorema 4: Sea ¢ una funcion de distribuciéon continua, con mo-
mento de segundo orden finito, y que tenga derivada continua ¢ en el
interior del menor intervalo cerrado / que contenga al soporte de ¢. Si
se verifica:

‘b
(b—c) p(b) + (c—a) p(a) < ¢(b)— ¢(a) siendo ¢ =/ vy ¢ (dy)/¢(b)—¢(a)

b
(b—¢c) p(b)< ¢(b) siendo ¢ = / vy ¢(dy)/o(b)

o =

(c—a)pla) <1 — ¢(a@) siendoc =/ i y ¢(@y)/1 — ¢(a)

Ja

con al menos una de las tres desigualdades estricta, entonces el sistema
de ecuaciones:

i
xil ¢(xi) - ¢(5ci_1)]=/_ yody)i=1..n2x=x;i+xis,i=1..n~1

Xi-1
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tiene una Gnica ~olucién con x; <x, <" <x, €l.

Demostraciéon: Como en el caso anterior la existencia de solucidn
queda garantizada por tener ¢ momento de segundo orden finito.

Los valores de x; vienen dados explicitamente en funcidn de X;_,,

X; por las n primeras ecuaciones del sistema y se tiene:

ﬁ=(£ —xy) o(xy)

3)?1 ! ! ¢(561)

axi = (x; ~ %) o(Xi_y) ,
0X;_, TN (R - okisy)
0x; = s — x) o(X;)

0X; T o) - (Finy)

0x, = Gty — Fr 1) W(Xn_y)
Wn_y T = @lEnoy)

Para las n — 1 funciones:

Fi(x,X)=x, +x, — 2%,

Freegoy, X, X s 1) =X +Xpoy — 2% k=2

Fo 1 Gnog, Xpo1)=xp_y +x0 —2X%p

sera entonces:

oF,  _ p(Xy) - o(x,)
o O — X)) o
ax, X ey TR TR SR
| ox, 27 ey - o(xy)
oF = Gep — Fxr) P(Xk-1)
My TR 9Ge) — 6Gaoy)

b
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i oFy w(Xg) e(xg)

i — = v . - - + +1 — X - ~ 4,
ory kT SR TG T ke T ) e G
oFy - & . ) O(Xg +1)
gy T R ) — ok)

{
oF, _, = (x —E) W(Xn_4)

Wy T G(Rny) — WEnsy)
0Fn1 _ o Pn ) o)
R RSy Sl U By S

El razonamiento se completa entonces de manera idéntica al del
teorema 3.

Veamos ahora que las hip6tesis del teorema anterior se verifican

si ¢ es una distribucién con momento de segundo orden finito y fun-
cion de densidad

o) *Keg(") six €1

x)= o
0 six &1

siendog:lo-’IRcong”(x)<O vx€ej

~

b o
En primer lugar si ¢ =/ y ¢(¥) dy[¢(b) — ¢(a) cona < b €1 sera:

J oa

_ag____ (c —a) (@) ac =(b - —c) ——-—db)
da #(b) — ¢pa) ° ob #(b) — pla)

La fEmcién L(a, b)=(b — ¢) p(b) + (¢ — a) p(a) — ¢(b) + ¢(a) en
a <b €] tendri:

oL c—a , - B ) _
0~ b)) ¥ D190) — @]~ p@)led) — el@]}
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< ola) 1g'(@) [(b) — dla)] — @(b) + la))

¢(b) ¢()
y
oL _ b —
- by _ _
b~ 9(b) ¢( ) {@'(b) [¢(D) — dla)] — (b} [p(b) — pla)]}
b -
_— - ~p(b) +
¢(b) ¢( D o(b) {g'(b) [¢(D) — ¢(a)] — ¢(b) + pla)}
Llamando:
Qi(a, b)=g'a) [¢(b) — ¢(a)] — p(b) + pla) y
Q,(a, b)=g'(b) [¢(b) — ¢(a)] — @(b) + p(a)
sera:
O b <0, o b)] >0
YL (a) |op(b) — ¢(a)] b =¢(b) [g'(a) — g'(b)]
y
0%, R , 0%, )
—a;l—=¢(a)[g(a)— YR 4 (b) [¢(b) — Pta)] <O

con lo cual (@ b)>0 y £,a b)<0 Va<b el puesto que
11'1{r117 Q@ b)= 11%1? 2,(a, b)=0. Por tanto 9L/oa >0y 0L/ab <0, asi
a a

que L(a, b)) <0 Va<b el puesto que 11'&1 L(a, b)=0.
a

En segundo lugar, si

"b
: b
C=./_.,, y ¢(y) dy/p(b) serd ‘%=(b e ::b;

la funcidén M(b) = (b -- ¢) p(b) — ¢(b) para b € [ tendra:
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dL_boc, _ )= 2L : _
b = g PO 9B) — BB} = eb) (D) 9(B) ~ (b)]

siendo esta derivada negativa puesto que:

g'(b) 6(b) — p(b) < / £10e) o) dx — 9(6) == lim (x)

JIN (==, b]
donde i representa el extremo inferior de /. Por tanto M(b) < Il)l’in M(b)
1

y dicho limite es cero; ello es evidente en el caso de ser i finito y se de-
duce facilmente, en el caso i infinito, del hecho de que:

b
_ ¢(b)
M(b) —./_, o(x) dx #b)

— ¢(b)
Por tltimo, si

vla)

(- . de _ I A A
c—Ja ye(y)dy/l — ¢(a) serd 2 (c—a) 1 — ¢(a)

d

la funcion N(a) = (c — a) p(a) — 1 + ¢(a) paraa € [ tendra:

dN _ c—a 2 , =
PR {p*@a) +¢'@) [1 - ¢p@)]}
=—"92 @) {o@ +g@][l - ¢@]}
1 — ¢(a) 4 4 d

siendo esta derivada positiva puesto que:

g'ta) [1 — ¢la)] + pla) >/

g'(x) p(x) dx + pa) = lim ¢(x)
JIn0a, = xti
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siendo i’ el extremo superior de /. Por tanto N(¢) < ll;n‘l N(a) y dicho li-
alti
mite es cero como en el caso anterior.
De nuevo, segin esto, el resultado del teorema 4 es vilido para las
distribuciones normal, gamma conp>1y betaconp, g =1 (pog # 1):

pudiéndose afiadir a ellas, mediante comprobaciones directas, la unifor-
me y la exponencial.

En relacién con los dos teoremas anteriores podemos hacer algunas
observaciones.

1) Notese que las demostraciones hacen uso en realidad, respecti-
vamente, de las desigualdades:’

| pla) + o(b) L 2b) +ele)
2 o(m) 2 ¢(n)

<2 Va<b<cel
siendo ¢(a) + ¢(b) =2 ¢(m) y ¢(b) + ¢(c) =2 ¢(n)

o(b)  @lb) + plc)

<2 el
3 o) > o) Vb<c€l

siendo ¢(b) =2 ¢(m) y ¢(b) + ¢(c) =2 ¢(n)

pla) + p(b) o(b)
2 p(m) 2 p(n)

<2 Va<bei

:‘.\ siendo ¢(a) + ¢(b)=2¢(m) y | + ¢(b)=72 (1)

(m—a) p(a) +(b—m) ¢(b) + (n=>b)pb) + (c—n)p(c) <)
o(b) — dla) ¢(c) — (b) h
b s
7y otar) /v otar)
V < N ei T _—_..i__.____ -
a<b<c siendo m 2B — o) y n o) —ob)
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(b—m)yptb) (n—b)pb)+ (c— .
) g + 1 ) p(b) + (¢ n)cp(C)<2 Vh<ce]

P(b) @(c) — ¢(b)
fb v gldy) fc o(dy)
indome L P
siendo m ¢(b) Yy n ¢(C) — ¢(b)

(m—a)pla) +(b—m) p(b) + (n—b) pla)

<2 Va<be]

#(b) — ¢) 1 — ¢la)
b o
f y ¢ldy) f ¥ ody)
siendo m = _a— v N =_a.__—
Sien ®(b) — dla) 1 — ¢la)

Desigualdades mds débiles que las contenidas en los enunciados,
pero también mds dificiles de comprobar si no se cumplen aquellas.

2) La misma técnica de demostracion, puede aplicarse utilizando
, . o _ XitXxig ) . g
las relaciones x; =——5  Dbara expresar X; en funcion de x; y xj 4,

y anulando sucesivamente las funciones Fy, F,, ..., F,, diferencia entre
los miembros de las n primeras ecuaciones de los sistemas.

Habria que imponer para ello, en el contexto del teorema 3:

§W(a;b)<2¢(‘”» ¢(93L2—b—) <2¢pb) Va<bel

+ .
»&p(atb)+‘p(b 7c)<2‘p(b) Va<b<cel

y en el contexto del teorema 4:

+ +b
b -a)w(“—;—b)<2¢(“, )

ra
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(b—a)¢(“jb)<2[l--¢(“fb)] VYa<bel
a+b b+c¢
(57) + e mo(*5) <

<2[¢(b;")—¢(";’b>] Va<b<c€l

sistemas de desigualdades menos frecuentes que los de los enunciados,
pero que pueden ser Utiles en alglin caso.

En resumen, para las distribuciones a posteriori y funciones de
pérdida usuales se puede garantizar la existencia de un Gnico punto
(xy, X2, ..., Xp) que minimice Ef nln'n c (&~ x;)l

I=1...n

La determinacidon de dicho punto a partir de las condiciones necesa-
rias que.ha de verificar, depende obviamente de la distribucién consi-
derada, de la funcién de pérdida concreta e incluso del namero 1 de
puntos en cuestion. Salvo en casos triviales seria necesario el uso de
procedimientos numéricos.
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